COMPENDIUM 
DER  HÖHEREN 
ANALYSIS  VON 

OSKAR 
SCHLOMILCH:... 


Digitized  by  x^juvj^h. 


Digitized  by  Google 


Hol?:«  ti  che 
»U8  dem  xyloyraiiliit^chcii  Atelier 
▼  on  Friedrich  Vieweg  und  Sohn 
in  Braunschweig. 


P  !i  p  1  e  r 

aus  licr  l  apicr-Fabrik 

der  Gebrüder  Vieweg  zu  Wendhauseu 
bei  Bnimsohiviiffi 


Ly  Google 


COMPENDIUltf  V 

■ 

I)£K  » 

HÖHEREN  ANALYSIS. 

m 

m 

VOM 


D>.  OSEAR  SOHLÖMILGH, 

K.  SACHS.  HOntATH  ü.  PB0PB8S0B  A.  £.  POLTTBOHN.  SOQULE  ZT7  DBB8DBN,  KITOLIEO 
D.  K.  B.  OB8BLL8CH.  O.  WISSBITOOH.  ZU  LEIPZIG,  DBB  K.  8CHWBD.  AKADBXIB 
ZU  STOCKHOLM,  DBB  KAIS.  LEOPOLDIV.  AKADEMIE  «C.  • 


ZWEITE, 

^  VÖLLIG  UMGEARBEITETE  UND  ^ERMEHBTE  AUFLAGE. 


MIT  IN  DBN  TEXT  EINGEDBUCETEK  HOLZSTICHBN. 


BBAUNSCHWEIG, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  FRIEDRICH  VIBWEQ  UND  SOHN. 

1  8  6  (). 


VORLESUNGEN 


ÜBER  EINZELNE  THEILE  DEB 


HÖHEREN  ANALYSIS 


GEHALTEN         \       I>I  , 

AN  1>BB 


K.  S.  POLYTECHNISCHEN  SCHULE  ZU  DRESDEN 


■ 

VON 


Db.  OSKAR  SCHLÖMJLCH, 

K.  SÄCH8.  IIOFRATII  V.  PROFESSOR  A.  D.  I'OLYTECHN.  SCHULE  ZU  DRESDEN,  MITGLIED 
D.  K.S.  GESELLSCH.  ü.  WiSSENSCH.  ZU  LEIPZIG,  DER  K.  SCIIWED.  AKAOEMIB 
ZU  STOCKHOLM,  DEB  KAiS.  LEOPOLDIN.  AKADEMIE  <fcC. 


MIT  IN  DBN  TEXT  EINGEDBUCKTEN  KOIiSSTICHBN. 


BRAÜNSCHWBIG, 

DBUCK  UND  VERLAG  VON  PBIEDllICH  VIEWEQ  UND  SOHN. 

18  6  6. 


Digitized  by  Google 


2>t6  Herausgabe  einer  rt'borsctznng  in  rranzOsUplier  und  ongUacher  SptMlMi 
sowie  in  anderen  modernen  Sprachen  wird  vorbebalten. 


I 


VORREDE. 


Die  Verzögerung  im  Erscheinen  des  Torliegenden  zweiten  Ban- 
des meines  Compendiums  d.  Ii.  A.  ist  nicht  etwa  aus  Nachläs- 
sigkeit entstanden,  sie  ist  vielmehr  eine  absichtliche.  Vor  drei 
Jahren  nämlich,  als  schon  ein  grosser  Theil  des  Manuscriptes 
vollendet  war,  trat  eine  Reorganisation  des  hiesigen  rohtech- 
nikmns  ein,  welche  mir  die  angenehme  Aussicht  eröffnete,  die 
meisten  der  hier  behandelten  Gegenstände  vortragen  za  köi»- 
nen;  eingedenk  des  alten  Spraches  docenäo  äiscimuSi  wollte  ich 
diese  Gelegenheit  zur  Probe  auf  die  praktische  Brauchbarkeit 
meines  Werkes  nicht  unbenutzt  vorübergehenjassen  und  habe 
in  der  That  seit  jener  Zeit  die  Lehre  von  den  Functionen  com- 
plexer  \  anabeleii,  die  Theorie  der  clliiitisrlicn  Integrale  und 
Functionen  und  einiges  Andere  mehrmals  im  dritten  iachcurs 
unseres  Institutes  vorgetragen.  Die  Folge  davon  war  eine 
ziemlich  bedeutende  Umarbeitung  des  ersten  Entwurfes,  von 
der  ich  hoffe,  dass  sie  den  Werth  des  Buches  vergrössert  ha- 
ben möge.  • 

Bei  dem  ausserordentlichen  Umfange,  den  namentlich  die 
vorgenannten  Theorien  in  neuerer  Zeit  erlangt  haben,  ist  mir 
übrigens  das  Maasshalten  sehr  schwer  und  nur  dadurch  möglich 
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VI  Vorrede.        '  • 

geworden,  dass  ich  mich  auf  dns  heiahränkie,  was  hei  der  Lö- 

sung  mechanischer  und  physikalischer  Probleme  hauptsächlich 
zur  Anwendung  kommt.  Neue  Darstellungen  und  neue  Resul- 
tate wird  man  an  mehreren  Stellen  finden,  ebenso  eine  reich- 
liche Angabe  der  einschlagenden  Litoratur.  Die  Zahlenbeispiele 
für  die  Berechnung  elliptischer  Integrale  und  Functionen  ver- 
danke ich  der  Güte  meines  Gollegen  Herrn  Pro£  0.  Fort,  des- 
sen Sicherheit  im  Zahlenreohnen  für  die  Biohtigkeit  der  An- 
gaben bürgen  dürfte.  ' 

Dresden,  im  September  1866. 

»  » 
'  O-SohlömilolL  • 
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Die  l^heien  Differentialquotienten.    .  17 

;  wie  man  auch  durch  BUcoessiTe  Differentiationen  und  Dinnonen  mit 
fp'{x)  finden  haart.  Um  allgemein  Jf^"^(^)  zu  entwioheln,  nehmen  wir 

die  Gleichung  5)  föf  die  Wertbe  ns=lf2,  d,...9iin  Anspruch 

und  eliminiren  aus  den  erhaltenen  n  Gleichungen  die  n  —  1  Func- 
tionen F'{y),  F"(y),  .  .  .  F^'^-^^iy).  Dies,  hat  auf.  dem  folgenden 
Wege  keine  Schwierigkeit. 

Vermöge  der  Bedeatimg  von  27^  sind  die  erwähnten  n  Glfli* 
'chungen:  • 

und  darin  beziehen  sich  die  mit  D  angedeuteten  Differentiationen  auf 
die  Vaxiabele  die  nach  Ausführung  jener  Differentiationen  =  0 
8U  nehmen  ist    Wir  setzen  nun  abkürzend 

mnltipliciren  die  obigen  Glmchungen  der  Reihe  nach  mit  denFaotoren 

(„_l)o[j>«-iü«](o),  (n-l),[D— »ß"](o),  (w-l)2[I>*"*ß''](o),... 

(n-l)„-,[^i"](o), 
worin  sich  die  angedeuteten  Differentiationen  gleichfalls  auf  Q  bezie- 
h«n,  und  addiren  die  Producte.    Die  entstehende  Summe  lässt  sich 
in  folgender  Form  darstellen 

und  Awar  ist  hier 

+  (»  -  D.-.tJD'Ä^'JCiJ"-'  »*] +  

oder 

at  =  (n-l).[fl"][D"0']  +  («i-l)i[X>»'][l>— '«*3 

+  (n  -  l),[D»ß"][D*-'»^  +  ••••. 
wobei  am  Ende  (.  =  0  zu  nehmen  ist.    Man  itmvkt  mm  mngen- 
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18  '  Die  höheren  Dififerentialquotienten.^ 

bKddiok»  dasB  noh  der  für     gefnndene  Aaedraek  sehr  lOBammea« 
siebeii  Iftwt,  nSmlich  in 

a*  ===  .  I)0*)](o)  =  Äj[J>"-HÄ"0*-"*ÖO](o^ 

wovans  wegen  i29  =  p  wird  * 

.     =  Ä  [D»-!  (^»»-1 Ä^-» + » 0O](O). 
Wendet  man  die  Regel  zur  Differentiation  der  ProdticU  in«  ijtäßm 
man  p*-'  als  den  einen,  ß»— als  den  anderen  iWßtor  betrach- 
tet, 80  erhält  man  weiter  .  * 

a,  =  k.  1.2.3. ..(*—l)[i>"-H'^'"'*  +  '®')](0) 

oder  für  X;  =  »  —  h 

Nun  ist  snfolge  der  Bedeutungen  von  0  und  i2 

oder,  weil  sich  rechter  Hand  der  erste  Sammand  gegen  den  letzten  hebt, 

D»(Ä*+»0O  =  —  pD*(Ä*-*ÄO  =  |-D*+>Ä*, 

mithin  durch  Substitution  in  J^ro.  30) 

i.2.8°r:;n-»=-(-')— 

Da  im  Allgemeinen  [^^^^'^^](o)         bestimmte  endliehe  Function 

von  X  bildet,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Glei- 
chung in  Folge  des  Factors  ^  =  0,  vorausgesetzt,  das»  h  nicht  =  0 
ist;  man  hat  daher 

a«_A  =  0 ,   wenn     >»  0. 
Im  Falle  h  =  0  dagegen  erhalt  man  unmittelbar  aus  Nro.  31) 

TTäfc?  ^  isi0%,  =  [^^^  ^  J  _  ^^^^y'(x  +      =  1. 

IMe  rechte  Seite  der  Gleichung  30)  reducirt  sich  jetst  auf  ir^")(^), 
und  80  ist  nun 

+  (n-  1),  [d;-'ä"}„/"(x)  + . . . . 

Man  kann  diese  I'ormel,  welche  die  vollständige  Lösung  des  ge- 
stellten Problems  enthält,  auf  doppelte  Weise  umgestalten,  je  nach- 
dem eine  Zusammenziehung  oder  eino.  weitere  £ntwickelimg  dersei» 
ben  wünschenswerth  ist. 


Digitized  by  Google 


•  ,»  Die  hölimn  Difierentialquotienteiu.  19 

Für  den  ersten  Zweck  dient  die  Bemerkung,  dass 
gwetit  irerden  darf;  ea  |(>lgt  dann  ans  Nio.  32) 

*^"'(j/)  =  [i);-{^iV'(^+p)}](o»  • 

und  ohne  Abkilrzungen,  wenn  Fl<p(x)]  =  f{x)  ist,  *  . 

,33)      = [i)r1(,(.+/-,(J/'(-+^)iL. 

.  llfN^*weQi|  a;      ^  =r  I  gee^tzt  wird, 

UMmiVm  Gleichnlg  32)  weiter  sn  entwiekeln,  solireiben  wir 

36)  .  JP(»>(y)  =  Po/(">(x)  -j-  (n— l)iPi/(«-^>(a;) 

+  (H-l)3Pa/<--2)(a;)  +  

und  benerken,  datm  der  Auldrack 

mittelst  der  Formel  25)  umgestaltet  werden  kann,  wenn  die  in  letz- 
terer vorkommenden  Grössen  n,  jp  der  Beihe  nach  durch  ^, 
B 

— ,     —  n  eraetst  werden.   Hien(|u>li  erhalten  wir  sninftohrt 

^,(|)-=-.,,+.,,jja.(|)-v,(f) 


9 


und  für  ^  =:  0  ^ 


1(0) 


(n  +  2)|^»+ard^/J(o)^  J 


Die  Differentialquotienten  Rechter  Hand  gestatten  noeh  eine  Trana- 
formation;  wenn  nftmlieh  die  identische  Gleichung 

worin  h  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge,  {k  -{-IC^-mtl  diff»- 
renzirt  und  nachher  Q  =  0  genommen  wird,  so  findet  sich 

(!n-»),.i.2.8...Ä[D;(|yj^^= - 

mithin 

L  «U>'J<»~(»+i)a«+a)"..(*+*)* 
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20  Die  höheren  DlüereatialquotienteD. 

Zur  Abkflrsong  td  endlich  i^^i 

die  für  angegebene  Formel  tttot  sich  dann  in  folgender  Weite 
darstellen  % 

37)  )   P*-    n    ^.       ^  j  ^      » +  a  y-»  +  J 

Wie  man  aus  den  Formeln  4)  und  5)  verglichen  mit  Nro.  35),  3ü) 
und  37)  ersieht,  haben  die  beiden  in  der  Einleitung  erwähnten  Fuu- 
damentalprobleme  mit  einander  die  Eigeuthümlichkcit  geraein,  dass 
ihre  Lösungen  zuletzt  auf  die  mehrfachen  Differentiationen  der  Po- 
tenzen  von  ö  zurückkommen. 


Ein  bemerkenswerthea  Beispiel  zu,  Formel  84)  bietet  die  An- 
nahme 9>(a;)  =       man  erhält  ^ 

=  (-i)V[i)J-{{7'(ö}lj_,,. 

d.  i. 

oder  auch,  wie  sich  u.  A.  bei  AojsfiUirung  der  anf  der  rechten  Seite 
angedeuteten  Differentiationen  seigt, 

Beaeichnet  man  ^{^^  =/(^)        mit  f ,  so  kann  man  dieses 
soltat  in  folgender  Form  darstellen 


*)  Das  Problem  der  Vertauschung  der  unabhärgigen  Variabelen  ist 
in  allgemeiner  Auffassung  zuerst  vom  Verfasser  durch  die  Formeln  32) 
bis  37)  gelöst  worden;  siebe  die  Sitzungsberichte  derKönigl.  sächsischen 
GesellBohaft  der  Wissenschafken  zu  Leipzig,  Jahrg.  1857;  oder  ZeiUchrift 
für  Mathematik  u.  Physik,  ThL  m»  &  «5. 

**)  Auf  anderem  Wege  ist  S.  Spitzer  sn  derselben  Formel  gelangt 
und  hat  sie  snr  Bedoetton  gewisser  Differentialgleichungen  benutzt;  s.* 
dessen  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen (Wien  1860),  pag.  65,  Uro.  131). 
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Die  höheren  Differeutialquotieuten.  21 


Die  Differentiation  unentwickelter  Funotionen. 

Wenn  zwischen  den  Variabelen  x  uud  y  die  Gleichung 
39)  '        X—  (p{if) 

stattfindet,  so  folgt  daraus  ei]i  üesultat  von  der  Form 

und  irgend  eine  Function  tobi  y,  etwa  /(y),  ist  dann  anch  eine  Fnno- 
tion  TOn  4P,  was  durch  die  Gleichung 

m  =  Fix) 

ausgedrückt  werden  möge.     Nach  dem  Vorigen  hat  es  nun  keine 
Schwierigkeit,  die  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  von 
/(y)  =  F{x)  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  herzuleiten; 
es  ist  nAmlich 

-1^  =  -d^  =  [<j<p(^)]-  =  •^'•'fö'^J- 

Man  erhält  folglich  den  gesuchten  Difierentialquotienten,  wenn  man 
in  Formel  33)  y  an  die  Stelle  von  x  treten  lässti  also 

Am  ein&cbsten  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  h&ufig  vorkom- 
menden Falle /(y)  =  y,  d.lL  da,  wo  es  sieb  um  die  Diffsrentialqno- 
tieniten  dc^r  inversen  Function  |f  =s  ^(a»)  handelt;  es  ist  dann 

Selbstverständlich  kann  man  die  auf  den  rechten  Seiten  von  Nro.  40) 
und  41)  stehenden  Ausdrücke  ebenso  wie  vorhin  weiter  entwickeln, 
wenn  man  fß  statt  des  früheren  x  schreibt. 


Transformation  der  Potenzenreihe  von  Mac  Laurin. 
Wir  gehen  von  der  bekannten  Gleichung  aus, 


^  =r  jPi(ö),  A  =  ^(0).      =  JP^'(o)/ .... 
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22  Die  höheren  Diü'erentialquotienten. 

ati>  und  4m  ErginiBBgiglied  B^+i  unter  der,  mü  Seite  434  des 
ersten  Theilee  angegebenen  Form 

dargestellt  werden  kann.   MHtolet  der  SobstitalMiieB 
erhalten  wir  flunächst 

i  .  2  .9,..fl 

und,  wie  nnmittolVar  erhellt,  liegt  hierin  die  Entwickelung  einer 

Function  f{x)  nach  Potenzen  irgend  einer  anderen  Function  (p{x). 
Zur  vollständigen  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  es  aber  nothwondig, 
sowohl  die  Coefficienten  Ao,  Ai,  Ä2  etc.  als  den  He.^t  7?„  4  1  durch 
f{x)  und  allein  auszudrückeui  dies  kaon  aui'  folgende  Weise 
geschehen. 

Bezeichnet  a  einen  Werth  von  der  Beschaffenheit,  dass  y(a)  =  0 
ist,  d.  h.  bezeichnet  a  irgend  eine  reelle  oder  oomplexe  Wurael  der 
Gleichung  9(0;)  =  0,  so  hat  man  fOr    =r  a 

oder  umgekehrt  ^0  =  Ans  der  allgemeinen  Formel 

ergiebt  sich  femer  i&r  x  =  a 


oder 


Wae  endlich  den  Aett  Bn^-i  anbetrifil,  so  ist  snnftehst 

1  r 

und  daraus  wird  durch  Substitution  von  u  =  97((),  wo  t  eine  neud 
Variabele  bezeichnet^ 

X 
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Die  höheren  Ditiereutialquotienten.  23 

doch  ist  zu  bemitken,  dass  den  fraheren  CbMoen  « 0.  und 
M  =  9iW  u>  deaFalle  die  Grensen  tssa  und  t^x  eutopr»- 
eben,  wenn  q>(t)  von  ^  =s.«  bis  f  =  «  entweder  nur  wächst  od^nur 
abnimmt,  weil  diese  SSgenschaft  bei  der  arsprOnglichen  Vaiiabelen  i« 
von  gelber  stattfindft  Setzen  wir  nun  yoraiw,  dass  a  reell  sei  und 
dasB  (p{t)  die  eben  erwähnte  Eigenschaft  besitze,  so  können  wir  auch 
J*(»+i)[(jp(/)]  IfliAt  durch  /  und  (p  an«drücken;  daß  Gesammtresultat 
besteht  dann  in  folgenden  Formeln: 

42)      m  =,      +  Ay(a,)  +  + 


44)  JR„+i  = 


r 


a 

Wollte  mau  die  unter  Nro.  42)  angegebene  Reihe  ins  Unend- 
liche fortsetzen,  so  müsste  man  entweder  die  Bedingungen  ermitteln, 
bei  welchen  Ijimli„^i  =  0  wird  (für  n  =  oc ),  oder  man  hätte  auf 
anderem  Wege  die  Grenzen  füi'  x  zu  bestimmen,  innerh  ilL  deren  jene 
unendliche  Reihe  converglrt  und  f{x)  zur  Summe  hat.  Eb  wird  sich 
später  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zeigen,  dasB  diese  Grenzen  für 
die  Gültigkeit  der  £ntwickelang  unabhängig  von  der  Restnnter* 
Bachnng,  also  gewissermaassen  a  priori,  gefunden  werden  kdnnen, 
und  68  ist  dies  der  Grand,  wämm  wir  den  Gegenstand  vorlfinfig 
nicht  weiter  verfolgen.  Nur  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  sich  die 
Formel  43)  zu  einem  anderen  spedellen  Zwecke  benütien  lässi 

Das  Bildungsgeeetz  der  Facnltfttenooefficienten. 

« 

Auf  Seite  12  wurden  die  Facnltätencoefißcienten  durch  combi« 
natoriiche.  Operationen  bestimmt,  deren  AusfUhnmg  zwar  jederzeit 
möglich,  aber  bei  einigermaaasen  grossen  Exponenten  mit  ausser- 
ordentliehen  Weitlftnfigkeiten  verbundeB  ist  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  die  angegebenen  Ausdracke  eine  Yerttn&ohtmg  zulassen* 
Man  hat  nun  ftlr  den  ersten  Ooeffidenten 

Cl  =  1  +  2  +        . .  .  +  (n- 1)  ^  J^(^Zli). 


• 
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für  den  cweiteii 


n 


0,  =  1  .  [2  +  3  +  4  +■  +  (n  —  1)] 

4-2.[3  +  4H  h  (»—!)] 

+  8.  [4  +  + (»-!)] 


+  (l.-2H»-l) 

und  dnreh  Summinrng  der  einzelneii  Horizontalreiheii 

g,  ^  t .  (»  + -2)        (n  +  2)(n-3)        (n  +  3K«-4) 
•  2  2  2 

I  /          (2»  — 2).l 
 +(»— 2).^  2  "\ 

Irgend  eines  dieser  Beihengliieder  ist 

vorm  ä  die  Werthe  1,  2,  3,  .  .  .  (/*  —  2)  erhält  j  mau  hat  daher 
=:|n(n— 1)[1  +2  +8  H  {-  (n  — 2)] 

-  2^+  3«  +  .  •  .  .  -h  (n-2)3], 

d.  i.  wegen  der  bekannten  Summen  dieser  Reihen  und  nach  gehdri* 
ger  Zusammenziehong 

n(»  — — 2)(3w— 1) 
ft  =  

Schon  beim  dritten  Coefficienten  wird  dieses  Verfahren  sehr  umständ- 
lioh,  nnd  wir  gehen  deshalb  einen  anderen  Weg. 

Xn  der  unter  der  Bedingung      <^  1  geltenden  Formel 


setien  wir 

1(1  -\-  y)  :=z  X    also    y  =z      —  1 

nnd  erhalten  dann  die  neue,  i^v  12  >  x  ^  —  00  geltende  £ntwi* 
okelong 

worin  wir  p  als  guiie  positive  Zahl  voranss^taen  wollen.  Die  nftm- 
liehe  £ntwickelang  mnss  sieh  auch  ans  Formel  42)  ergeben,  wenn 

/(«)  =  «1»,     <p{x)  =  tf»  —  1 

genommen  wird,  so  dase 


Ly  GoOgl 
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ist.    Die  Vergleichang  beider  Entwickelungen  von      giebt  erstens 

JLq  SS  ^1  s=       .  •  •  *  .  s:  Ot 

WB»  Mch  sonst -gleich  Anbellt,  wenn  man  f&r  die  gewdhnltehe  Reihe 
setst  nnd  Alles  nach  Potenseii  Ton  x  ordnet  Zweitens  folgt  fttr 
jedes  gsofee  positive  k  indosiYe  X;  =  0 


^    ^^{p+l)(p  +  2)...(p+h)^  1.2.  B,:.(p  +  k) 
oder 

'S*-    (-1)*  ^ 

172  73:..!,^»+* 
d.  i.  nach  Formel  43),  wobei  a  =  0  zu  nehmen  ist, 

1.2.8...J»  iW— 1/     ^  W 

Wendet  man  rechter  Hand  die  Regel  snr  Differentiation  der  Ptodncte 
an,  so  eriifili  man  V.^ 

ft  =  (-i)»(p  +  t_i),_.z>>j(— )  l 

oder,  wenn  n  statt  p      k  und  ^  für  x  gescl^ieben  wird, 

Der  noch  flhrige  DififerentidiqnotieDt  gehfirt  au  der  früher  betrachte- 
ten Form 

und  kann  daher  nach  Nro.  37)  entwickelt  werden,  sobald  man 
V  =  9 W  —  ^  ö»d  dann  x  =  0  setzt,  wodurch  ^  =  1  wird;  es 
ist  demgemass 


und  darin 


(*  +  i)(ji  +  a)  (*+Ä) 
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Die  noch  angedeutete  Differentiation  ist  leioht  ausimführeni  wenn  man 
{e9  —  1)^  niitteUt  des  hinomischen  SaiicB  entwickelt;  dies  gieht 

A7^    n        (^>>^*^-*  -  mi(h-iy  +  '  f  W,(7^  -2)^-H*  

Va—  (Ä  +  i)(jk_|_2)(fc+3)  (k  +  h) 

mithin  nach  Kro.  46)  und  45) 

48)    C!,  =  (-  !)»+>«(«•- «1  -         «!  +  ••• 

HinfliehtliGh  des  mit  Qk  heieichneten  Quotienten  ist  noch  au  be- 
merken, dasB  denelhe  gldohfidlB  mit  der  Theorie  der  Faoult&ten  in 
gewissem  Znaammenhange  steht.  Definirt  man  nftmlieh  die  Faonlt&t 
als  eine  Function  sweier  Yariabelen  (der  Bans)  imd  p  (des  Expo- 
nenten), welcher  die  heiden  Eigenschaften 

zukommen*),  so  hat  man  einerjseits  für  jp  =  0,  1,  2  •  .  .  (»  —  1) 

♦  Ö*,  1)  =  ftV'Öit  0)  = 

♦  (j*.  2)  =  0*  +  1)  =  n(ti  +  1), 

3)  =  Ca  +  2)Hii,  2)  =  ftQit  -h  l)(ft  +  2), 

t(fi,n)      ^{^i-l){ii-\-2)  +  M -  1) , 

andereraeits  für     =  —  1 ,  —  2,  .  .  .  —  », 

*Ö*.  0)  =  (f»- 1)^0»,- 1)  oder  =  "  ^ 


^(/i,  — l)  =  Oi— 2)t/;(ft,  —  2)  oder  —2)  = 


1 


1 

90*»  — »)  = 


 1 


(ji— l)(|[t-2)  ...  Oi-w)' 
der  Consequenz  wegen  muss  also  der  letztere  Ausdruck  eine  Facultat 
mit  negativem  Exponenten  heissen.  Unter  der  Bedingung  }i  7i 
kann  dieselbe  in  eine  nach  absteigenden  Potenzen  von  ^  fortgehende 
Reihe  entwickelt  werden,  deren  Coeffioienten  wir  nach  Analogie  mit 


—  n    — n    — n 


Oqi  Ci ,  Ci  etc.  bexeichnen,  nämlich 


*)  Tergleiche  die  Abhandhing  von  Grelle:  Memoire  sor  la  th^orie 
des  puissanceS)  des  fonctions  angolannee  et  des  &oalte0  analytiqueey  in 
Grelle 's  Journal,  Bd.  7.  ' 
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1    *  .1 

Für  /i  =  -z-  wird  noch  unter  der  Bedingung  k  <^  — 
(1  —  A)  (1  —  2  A)(k— 'rlf  . .  .  (Z  —  ni.) 

"  =  cS  +     +   w  ■+  oI»»  +  

und  hier  kommt  es  zxmäofast  auf  die  Bestimmmig  der  Ooefficieiiten 

an.  Man  gelangt  dazu  am  einfachsten,  wenn  man  von  der  identischen 

Gleichung*)  '  ^ 

 (—  1)"  1  ^  .  3_.  ^  .  .  n  .  A" 

(1  —  X)  (1  —  2  Aj(r~  3  A)  .  .  .  (1  —  nA) 

=  Wo  -  WirzTA  +  4^^^  ~  ^'^^nHi  +  •  •  • : 

ausgeht»  rechter  Hand  aUe  Glieder  naoh  steigenden  Potenzen  Ton  k 
entwickelt  und  das  'Resultat  i^t  dem  vorigen  vergleieht;  es  ergieht 
sich  ^ 

 1  .2.3...T^  

Die  Formel  47)  wird  hiernach  seh^einfach 

 :  

*)  Nach  der  Lehre  von  der  Zerlegu^p  echt  gebrochener  Functionen 
(Tbl.  I,  Cap.  IX.)  .darf  mau  \^ 


.     oo   ,  _a,      ,  _«2  _    .  .  .  <»»» 

aj'a;—  l'a;  —  2'  —  n 

setzen  j  multiplicirt  man  beiderseits  mit  a:  (o;  —  1)  .  .  .  {x  —  n)  und  nimmt 
dann  der  Reihe  nach  o;  =3  0,  1,  2,  3,  etc.,  so  erhalt  man 

1  ===  (-1)«1.2.8...JIII.  == 

1  =  (-l)--tl,I.2...(fi-;)ax  =:-(-.l^^-^|;^ 

1  =:  (-  1)«- 1 . 2 . 1  . . .  (n - 2)08  =:  +  (-^1)"^^—  «t. 

U.  8.  W. 

Ifiennii  beetinmien  rieh  die  Werthe  von  ao,  a^,  a^^  etc.,  und  es  ist 
dann 

 l  . 

1.2...n\  «       as  —  1      «  —  2  ••••/» 

woraus  fSr  x  =  -j-  die  obige  Gleichung  folgt. 
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und  demzufolge  geht  die  Formel  48)  über  in 


(Ic  +  ä),  n  +  2 


+ 


—  * 


wofür  M  umgekehrter  Aaorcloang  der  Summanden  geschrieben  wor- 
den kann 

C, -      -  l).(n  +  Ä).  ^--^     (2*^:0)^  ^Tifc^ 

,  «/>.   1 

Um  diesen  Ausdruck  möglichst  zu  vereinfachen,  bemei'ken  wir  su- 
erst,  daes 

iJc)p       _  k(k—l)...(1c—p-\^  1)     (k-p)(l:- p~l)...2A 
(2*— j>)4^  1 . 2 .  3 . .  .p       *  (2k—p)(2 k  — p— 

_       1.2.3.  .,.p  2k(2k—l)..-(2k-p+l)_(2k)p 
2Jb{2&--l)...(Ä-|-l)'  1.2...i>  (lik)M 

mithin 

•  _  n(n^l),{n^k),  |  (2  k),  -*  _  (2k\ 

(2Ä;)*  In-fÄ  *      «^Ä  — 1 


■  (2/v), 


•    •   •  • 


} 


ist  und  dass  noch  folgende  Umwandlung  gilt 

1.2.. .Aj  1.2...A; 
— ..^(y^4-4(>*  +  ^'-l).^■0^-~A;4-l) 
^  1.2.3...(2Ä) 
2A?(2ifc— + 
1«2>«*«X? 
=  (n^k){n^  k)2,(2k),, 
mittelst  deren  die  vorige  Gleichung  rlio  neue  Form  erhält 

,       (2k),  I  . 

+  •»  +  »-2   /• 
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Hierin  liegt  der  bemerkenBweiihfi  SaU,  daes  die  FaonltiteDCoeffieieii- 
ten  pontiver  ikcpooenteB  durch  die  Faeoltäteneoeffidenten  negativer 
Eiqponenien  ausgedrückt,  mitliin  auch  independent  berechnet  werden 
können'^. 

So  .findet  man  8.  B.  fUr  I;  r=  S  aus  Formel  49) 

->         .  —I 


und  nachher  aus  Kro.  50) 


r 


ä  =  f«  +  2V.f«_2^l    ^      7        *    I  nin-l)(n-2X3n-l), 


ebenso  ^ 


C.  =  (»  +  3).(»-3)J;^.90-j^.l6 


iL  ^ 


"        •»»(»—        —  2)(n  — 8) 
i  2.4.6 


tt.  8.  W. 

Will  man  für  den  praktischen  Gebrauch  der  Facultätencoeffi- 
cienten  eine  Tafel  derselben  entwerfen,  so  thut  man  besser,  nicht  die 
vorhin  entwickelten  Formeln,  sondern  sogenamite  Recursionsformeln 
anzuwenden,  bei  welchen  jeder  Facultätencoefficient  aus  seinen  Nach* 
barn  hergeleitet  wird.  Derartige  Formeln  erhält  man  sehr  leicht 
auf  folgendem  Wege 

Die  Entwickeluug  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  —  (n —  1) 
und  —  fi  liefert  die  beiden  Gleichungen 

1 


(1  —        — 2A)(1  —  SA).  ..  (1  —  w— lA) 

—  (fi  — 1)     -(n-l)        -(n-1)  -(n-l) 

=  Ci  +  Olk  -h  CiA»  H-  (iA»  +  , 

1 


(1  — A)(l  — 2A)  .  .  .(X  — nA) 

=  Co  -f         4-  c"a2  -f  Ca^s  _|_  /  . 

deren  zweite  durch  Multiplication  mit  (1 — nA)  in  die  erste  über- 
gehen muss;  die.  Yergleichung  der  beiderseitigen  Goefficienten  von 
giebt  daher 

*  — »         — (n  —  l)  — n 

61)  0*  =  C*  4-  nCt-i, 


*)  DieseB  Resultat  hat  der  Verfasser  zuerst  in  Crelle'i  Journal, 
Bd.  44,  Seite  844^  untor  etwas  anderer  Form  entwickelt. 
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Da  iDiB  ia  Yoiftiu  wein,  daea  immer 

igt,  80  eiliili  mati  ans  Nro.  51)  der  Reihe  nach: 

-i  — 8  — 4 

Pi  =s  3,    Gl       6,    öl  =  10, .  •  ,  .  . 

—1  -S  —4 

Ci=:  7,    Ca  =25,     Ca  =  65,  

cS=15,    C3=90,  =360,  

TL  B.  W. 

Durch  Entwickehing  der  Faciiltiiten  mit  den  £xpoDenten  n  und 
n  -\-  1  hat  man  ferner  die  beiden  Gleichungen 

fiöi  +  l)(f*  +  2)...,(fi  +  »-l) 

=  Coli-  -(-  Cj^a«-!  -f  Caiii''-^  ^  q^«-«  +  .  . 

«t  +  l  n  +  l  n-f  1 

deren  erste  durch  IMaltiplication  mit  (|U  -f-  '0  in  die  zweite  übergehen 
rauBs;  die  nachherige  Vergleichuug  der  Coeiiicieuten  von  ^i""^  giebt 

62)  Ct=C*  +  nC*_i. 

Da  mau  im  Voraus  weiss,  dass 

Co  =  l,  c»  =  o 

ist,  so  erhalt  man  aus  Nro.  52}  der  Reihe  nach 

8  8  4 

Q  =s  1,     Q  =  8,     Cfi  =  6,  

4  =  2,  C2=zn  

Ci  =  6.  

u.  B.  w. 

Die  BeonnioDilormelii  51)  and  62)  sind  übrigens  hiebt  weaent- 
Ueh  ▼enohieden,  denn  die  zweite  verwandelt  sich  in  die  erste,  so. 
bald  man  —  n  an  die  Stelle  yon  n  treten  IftsBi 

Wegen  spaterer  Anwendungen  "mag  hier  nooh  eine  klmne  Tafol 
der  Facidtätenooeffioienten  Plata  finden. 
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.  Die  höheren  Differentialquotienten. 


ESjne  'ansfährliclie  UntersQchaiig  über  die  höheren  Differential- 
qnotienteii  von  Functionen  einer  eipzigen  Yariabelen  hat  es  vorsuga- 
weis  mit  zwei  Fnndamentalproblemen  zu  thun,  yon  denen  das  eine 
die  Umkehmng  des  anderen  ist.  Setzt  man  nämlich  y  =  fp{x)  und 
bezeichnet  F{y)  —  F[(p{x)']  kurz  mit/(aj),  so  kann  man  entweder 
die  Aufgabe  stellen,  /^""^(p)  durch  F'^/),  F"{y),  F"'{y)  etc.  auszu- 
drücken, oder  man  kann  umgekehrt  verlangen,  dasB  F^^^i^f)  durch 
f'(x),  f'(x),  f'"{x)  etc.  ausgedrückt  werde,  wobei  sich  von  selbst  ver- 
steht, dass  unter  allen  Umständen  auch  (p'{x),  ^/'(.r),  (f>"' {x)  etc.  in 
die  Rechnung  eingehen  müssen.    Zufolge  der  identischen  Gleichung 

ist  die  erste  Aufgabe  emerlei  mit  dem  Probleme  der  mehrmaligen 
Differentiation  einer  zusammengesetzten  Function,  von 
welchem  in  TU.  I.  nur  wenige  specielle  Fälle  behandelt  worden  sind. 
Die  zweite  Aufgabe'kommt  auf  die  Vertauschung  der  nnabhän- 
hängigen  Yariabelen  hinaus;  denn  betrachtet  man  erst  y  als  unab- 
gige  Variabele  und  fahrt  nachher  eine  neue  Veränderliche  x  ein,  wel- 
che mit  y  durch  die  Gleichung  y  =  (p(x)  verbunden  ist,  so  entsteht 
die  Frage  nach  der  neuen  aus  dieser  Substitution  entspringenden 

Form  von  JfF(y)  =  F^"\y)'  Wegen 

^1'^^^-"^""  [dip(x)]»  r-[d9>(a!)]- 
ksnn  man  auch  sagen,  dass  es  sich  im  vorliegenden  Falle  darum  han- 
delt, eine  gegebene  Fnnetion  von  X  in  Beziehung  auf  eine  andere 
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Function  von  x,  letztere  als  unabhängige  Variabele  betrachtet,  zu 
differensiren.  Für  beide  Hauptaufgaben  werden  wir  im  Folgenden 
die  Lösiingen  geben  und  daran  einige  Anwendungen  knüpfen. 


L  Die  DiälarerLtiation  der  zusammengesetzten 

FnnotioneB. 

Dorch  mehrmalige  Differentiation  der  beiden  Gleichungen 

gelangt  man  ohne  Mühe  zu  den  Fomeln 

fix)  =^F'ip)cp'(x), 

f\x)  =  F'iii)  cp"(.r)  -f  F"{y)  cp\x)\ 

U.  8.  W. 

nnd  hieraus  schliesst  man  auf  folgendes  allgemeine  BildnngsgesetsE 

2)  ./"  "(ic)  =r  JF"(2/)  A',  +  X,  -f  •  •  •  +  F(-Hff)X„.  - 
worin  Xi ,  X),  .  .  .  X„  gewisse,  voi  hiulif^  noch  unbi'kannte  variabele 
Factorrn  hozoicluif'ii,  die  nur  von  (h-r  Fuiictiou  f/  ,  nirlif  aber  von  F' 
abhänücn.  Khendt  -wegen  kann  irj^'cnd  rinc  passende  Spocialisirung 
von  F  zur  BcBtiinnmng  der  (Joefiicienten  X  dienen;  am  besten  eignet 
flieh  hierzu  die  Substitution  F()/)  ~  ?/",  welche  giebt 

D;;y»=ny""~^  Xi  H-  +n(n~  1)(»— 2)/~'Z,  H  

üm  die  linker  Hand  angedeutete  Differentiation  ausznfiihren,  erin- 
nern wir  an  den  Satz,  dass  überhaupt 

J)y{x  i-Q)=  I)"J{x  f  V)  mithin  D^^i^ix)  =r  ID^H^ 
ist,  dass  also  im  vorliegenden  Falle 

sein  muss,  wenn  nach  geschehener  Differentiation  p  =b  0  gesetst  wird. 
Bei  Gehraueh  des  Abkürzungszeichens 

3)  (p{x^Q)  —  <p{x) 

ist  weiter  (p{x  -|-  p)  =  y  (a;)  -j-  Ö  =  y  -j"  ^  mithin  nach  dem 
Vorigen 

und  unter  Anwendung  des  binomischen  Satzes 


•  •  •  • 
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Aus  der  Vcrgleichuug  der  beiden  auf  verschiedenen  Wegen  einhalte- 
neB  Werths  von  2>^y"  folgt  nun 

Setzt  mau  zur  Abkürzung 

80  hat  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende: 

Dieses  Resultat  lässt  sidi  aach  durch  Induction  aus  den  drei 

anfänglichen  Formeln  für/'(aj),  fix),  /"{s)  ableiten  und  nachher 
mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  }i   ^-  1  beweisen. 

Hinsiclitlich  des  Gerthes  von  T/^  ist  noch  zu  bciuerken,  dass 
er  in  entwickelterer  Form  dargestellt  werden  kann,  wenn  man 
[qp(iC  -|-  (>)  —  mittelst  des  binomischen  Sätzen  in  eine  Reihe 

verwandelt  und  bei  der  Dififerentiation  der  einzelnen  Reihenglieder 
von  dem  Satze 

GebrancJi  macht;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

6) ')     =  (Ä)oi>;/  -  {k\yjj'ji'-^'  +  m^y'Ky"'  

Die  wichtigeren  spedellen  Fälle,  der  Formeln  5)  und  6)  smd 
folgende : 

Differentiation  der  Functionen  von  Potenzen. 

•  1 
a.  Ffir  y  =  ip{x)  =  —  hat  man  nach  Nro.  4) 

und  mittelst  der  hekannten  Bogel  für  die  Differentiation  der  Pro- 
duote 


♦)  Unter  der  obigen  Form  ist  Ih  zuerst  von  R-  Hoppe  in  dessen 
„Theorie  der  höheren  Dififerentialquotienten"  (Leipzig,  1845)  angegeben 
worden;  diekürsere  Formel  4)  rührt  von  U.  Mejer  her,  der  sie  in  Oru- 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  9,  mittelst  des  Taylor'Bchen  Satzes 
abgeleitet  hat.  IMe  obige  £ntwickelnng  dürfte  jedenüsUs  einfacher  sein. 
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6  Die  höheren  Differeutialquotienten. 

,           ,  1.2...^  (~l)"^^A;(fc+l)(^+2)...(n-l) 
=  (-  ^  i^i  


1.2.3...*""  af +* 

Ordnet  man  die  Glieder  in  umgekehrter  Folge,  indem  man  yon 
der  Formel  {n)n-k  =  ('Ox  Oehraoch  macht,  so  gelangt  man  au  dem 

Resultate 

7)  (- 

(n -!)(»  - 2) (..).         ,/J^\        _^  • 
menutch  ist  ■.  B.  illr  f^)  = 

a 

b.   Die  Specialisirung  y  =  (f  (,r)  =  rr'  lieJert 
D.  =  [i>p{**(2«  +  «)'J](.)=H  1-  ä  -ÄCi);  *(2*  +  p)X,. 
1  3^*   t  =  (»),*(* -  1) (*  -  2) . . . (2i  -  »  +  1)  (2 
•mithin  ist  bei  umgekehrter  Auorduung  der  Suiumauden 

-f-    iTä-"^  \2x)—*,F<'^-^x^) 

+   17273   ^(2aJ)»-«jP<»-«>(ÄJ«)  +  .... 

So  hat  man  z.  B.  für  = 

^  ^     ^       r  ^  1.4««*  ^  1.2.(4a«')< 

,  n(n— l)...(n— 5)  .  i 
1.2.3.(4«««)«  /" 

Als  zweites  JJeispiel  diene  die  Aunahme  =  (1  ea 

ei'giebt  sich  dauu 
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(l+aa;2>'-A'         |  "^ix«— n+1)  4a»» 
,  —  l)(tt  —  2)(n>-  3)  a^y  1 

^  1.2.(/it-«  +  l)(^-n  +  2)V  ■'■'*"")' 
Für/i  =  »  +  i,  &  =  —  l  erhält  man  ipecieUer 

2.4.8.5      ^  afW  I 
oder  auch,  venu  »  =r  m  _  1  gesetst  wird, 

(— l)«»-il.3.6...(2«i— ^   ,  .     _^/xr-  ;\3 

m  \ 

+  (nihstf^-'^iV  l—x^y  1. 

Mittelst  der  Substitution  X  =  COSU^  wobei  u  einen  Bogen  des 
ersten  Quadranten  bedeuten  möge,  ist  die  eingeklammerte  Beibe  leicht 
zn  aommiren;  sie  verwandelt  sieb  nftmlicb  in 

(m)iC0^^^U8inu  —  (mV«»«*"*««*»*« 

und  nach  Tbl.  I,  S.  40,  Formel  15)  ist  ihre  Summe  =  sinmu  = 
sin{m  arccosx)  also 

10)  *)i>»-Hl  —  «•)      =  ^  •  9in(mareeo8»\ 

w 

c.  Die  Specialisinmg  y  =  ^(x)  =z  V^x  liefert 
oder  für  ^  =  xt,  dg  -=  xät^ ' 

üm  die  angedeutete  auf  t  beafigliobe  Integration  anasufilbren«  seAaen 
wir  aur  Abkürzung 


2»=  Vi  +  V—  1  = 


Vi  +  t  +  1 


*)  Dieses  Kesultat  verdankt  man  Jacobi;  s.  Cr  eile's  Journal  für 
llathem.  Bd.  15,  S.  1. 
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und  bemerkeD,  cUwb 

äT  _  ,        1  ,   _J        ^  .     T  ' 

mithin 

1 T  =  (r  —  2-)  2" 
ist.    Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  2*""*  nnd  differenziren 
das  Product  (»  —  1)  mal;  ea  wird  dann 

=  rD"-«(r*-2r)  -f  («—  i)jD»-«(r*-2T')  —  d^-^(t^-^t*) 

und  für  r  =  0 

Da  in  dieser  Gleichung  nur  die  beiden  Differentialquotienten  D"  T* 
und  vorkommen,  so  lässt  sich  der  erste  Piffereutialquo* 

üent  durch  den  zweiten  ausdrücken,  n&mlich 

Durch  (k — 1)- malige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

d.  i.  weil  der  letzte  Differentialquotient  unmittelbar  entwickelt  wer- 
den kann 

-*  

1)«-^  1  .  3  ■  5  ■ .  ■  (2n  ~  2  jfc—  1) 

Zufolge  dieses  Werthes  ist  weiter 

^  (2n~-A;— 1) (2w  — A;  — 2) . . .  (2/?-~2'fe-f  l).1.3,5».(2n— 2jk— 1) 

1.2.3....(Ä;— 1)  • 

und  wenn  man,  behnft  umgekehrter  Anordnmig  der  Snmmaaden, 
h  =  n  —  h  setzt,  so  wird 
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Die  höheren  Bifferentialquotienteii.  9 
1.2.d...(n  — 

_     (— (n-f  ^— l)(;H-^  — 2)....(2/t-|-  1).1.3.5».(2^— 1) 
2"(l/'J)"^*'  l.2.3....(n  —  h-l) 

_     (—  1)^  l)(n  +  /t~2)...0^^1)/t(rt-7l).,.(n  — /Q 

2"(V^)"  +  **    .  1.2.3..../* 

Riernaeh  ergiebt  lich  folgende  Formel 

11))  1  (2i^^)"^_; 

^  i)n(n  ~       -  2)  F<"-"H Vre ) 
1.2  (2V.rr'  +  * 

Nimmt  man  beiepielsweie  F(y)  =  (14-  so  findet  man 

2)»(H-aV^)'"-' 

_  (2ti— /ad  +  q  V^)V~' 


) . . . »  /( 
2Vx      ^\      2l/x  ^ 


1  2aVx 

(ft~-l)(tt~2)  A  -htfl^^Y 
"^1.2 

Darin  ist  erstens 

(2w—  l)(2w~2)...(n+  l)n       1 .  2  . 3  . 4  . . . . (2>?  —  1) 
2--^«  "~  2«-U.2.3...(w  — 1) 

1.2.3,4...(2w—  1)       -  - 
-  2.4.6.8...(2n^2)  -  1  •3.5....(2n - 1). 

ferner  läsHt  sich  die  einp:ek1ainmerte  Reihe  mittelst  des  binomischen 
Satses  jnimmiren,  und  so  entsteht  die  einfachere  Gleichung 

12)    D-U+a/x)'-'  =  '-g-S  -^j^^-n  (u^-1)-'. 

d.  Will  man  den  allgemeineii  Fall  i/  =  (p(x)  =  x*'  betrachten, 
so  ist  es  am  zweckmässigsten,  die  Formel  6)  zu  benutzen  und  dabei 
die  Bezeichnung 


00  =        —  1)  (ft  —  2j  . . .     —  //  —  1) 
einzuführen;  man  erhält 

worin  hu  durch  folgende  Formel  bestimmt  ist 

*)  Vom  Yeriasser  zuerst  mitgetheilt  in  Crelle'8  Journal,  Dd.  32| 
Seite  1. 
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10  Die  höheren  Differentialquotienten.  - 

U  =  (*)d[*A]  -  (Äi)iP-.  1)A]  -f-         -2)A]  -  

In  den  drei  speciellen  Fällen  A  —  —  1,  A  =  2,  A  =  i  läset  sich 

die  für  Li  angegebene  endliche  Reihe  Bummircn  ,  und  mun  kommt 
dann  auf  die  unter  a,  b,  c  angegebenen  Formeln  zurück. 


Differentiation  der  Functionen  tou  Ezponentialgrösien. 

Für  y  =.  q)  (jc)  =  €*  findet  man  nach  Kro.  5)  und  Kro.  6) 
18)        xrF(e')  =  ^F'(e')  +  ^V(»)  +  , 

worin  die  Goefficienfcen  Ei,  Jä^,  etc.  durch  folgende  Formel  bcBtimmt 

sind 

14)      Et  =  (Ä;)oifc«  — (&  —  1)"  +  2)«  —  

Ale  Beispiel  diene  die  Annahme 

1  -f 

woraus  nach  Formel  14)  auf  Seite  273,  Tbl.  J,  folgt 

\(k  +  l)arctan—\ 
fW(,)  =  (_i)»i.2.8...fc— t  

es  ergieht  sich  dann 


^1  +  e^'*—       -^i^      v(l  ~\  r^^r 

s/n  (3  arctan  e-^) 


+  -El«''- 


Auf  gleiche  Weise  l&sst  sich  der  speoielle  Fall 


1  -f  2/« 

behandeln,  wenn  mau  die  Formel  15)  auf  S.  273,  TbL  I,  zu  Hülfe 
nimmt;  mau  erhält 

,    ^,  o  ^  <^os  (3  arctan  e~  ') 
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Diese  Formeln  f&hren  q.  A.  sur  independenteD  Beetmimiuig  der 
TaDgenien-  und  SeeftnteDcoeffieienien.  Nach  Formel  11)  auf  S.  277, 
m  I,  ist  Dämlich  mit  Rücksicht  auf  Kro.  20)  und  30)  in  §.  50 


c*  +  e-»      1         1.2.3     ^  1.2...5 


oder 


1  r—  =   X  X'^  4-   X  ' 

t^f  +  l       1  1.2.3     ^  1.2.. .5 

mithin,  wenn  n  irgend  dne  ungerade  Zahl  hedeotet, 


und  da  man  die  linke  Seite  nach  Formel  15)  entwickeln  kann,  so 
erhält  man  t^,  nämlich 

Mittelst  desselben  Verfahrens  erhält  man  die  Secantencoeffidew- 
ten.    ^ach  Formel  13)  Seite  273,  Thl.  I,  ist  zunächst 


•  •  •  >  • 


=  2 


* 

r=  1  lH_a;2  J  h  X*  «6  -f 

1.2  ^1.2.3.4         1.2.. .6  ^ 
mithin  für  gerade  n 


1(0) 

d.  i.  unter  Anwendung  Yon  Nro.  16) 

18)     In  —  C—  1)       2  pi-ygi  -y2r"   j  • 

Durch  die  Formeln  1 3)  und  1 4)  erledigt  sich  zugleich  die  Diffe- 
rentiation beliebiger  Functionen  von  sinXj  cosx^  tanx^  etc.  Macht 
man  nämlich  Gebrauch  von  den  Kelationen 

«»a?  =  -  -z  m     8mx  =  jp  ,  etc.     (i  =  v  — 1), 

80  hleibt  immijfr  nur  eine  Function  von  e"  übrig,  die  sich  nach  den 
vorigen  Formeln  difforenmren  läset,  wenn  man  ia  für  mithin  %d9 
Är  dx  setzt. 
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Dil fereutiation  von  Functionen  des  Logarithmus. 

•  Die  Methode,  deren  wir  uns  bisher  zur  ileKtimniung  von  C/^  be- 
dient haben,  passt  niclit  auf  den  Kall  y  —  f^  {x)  : —  7.r,  weil  der  71-ie 
Differentialquotient  von  =  (Ix)*-  nicht  unmittelbar  bekannt  ist. 
Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Weg  ein. 

Differenzirt  noan  F{lx)  mehrmals  nach  einander,  ho  bemerkt  man 
leicht  folgendes  Büdungsgesetz 

worin  Co,  C|,  Ca,  etc.  gewisse,  vorläufig 4ioch  unbekannte  Coeffiden- 
ten  bedeuten,  die  ttbrigens  unabhängig  von  x  sind.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung dient  die  specielle  Annahme  F{ii)  =  c""^",  bei  welcher 
alle  angedeuteten  Differentiationen  ausführbar  werden,  nämlich 
T)-F{lx)  =  D«ar-*  =:  (—  l)«;.(A  +  lj(A-f  2)...(A-f  li—l)«-^-«, 
F^^^lx)  —  {—  \)n>^x-\ 
Die  übrig  bleibende  Gleichung 

20)  X{X  +        +  2)(X  4-  3)..  ..{A  -f  n  -  1) 

=  CiX«  +  OiA"-!  -f  Ca«-a  4-  •  •  •  4- 
giebt  zu  erkennen,  dass  man  die  Coefficientcn  C, ,  6',,  etc.  durch  Aua- 
führunp  der  angedeuteten  Multiplication  in  combinatorischer  Form 
erhalten  kaun^  es  findet  sich 

Co  =  1,   C,  =  1  ^_  2  4.  3  4.  . .  .  ^_  («—  1). 

ft  =  1.2  +  1.3+1.4  +  ...-  +  l.  (»—1) 

+  2.3-I-2.4H  H-2.(n  —  1) 

+  3.4-1  -{-  3  .  (w— 1) 


+  (i»-2)(»-l), 

U.  8.  W.  * 

überhaupt  ist  d  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...(«  —  1),  Ci 
die  Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combiloationep  su  je  sweien  (ohne 
Wiederholungen)  wenn  jede  solche  Ambe  als  Produci'  angesehen 
wird,  ist  die  auf  gleiche  Webe  gebildete  Summe  der  Temen 
u.  s.  w.    Kennt  man,  wie  üblich,  den  Ausdruck 

A(A-|-l)(A  +  2)....(/l-|-H-l) 
eine  Facultät  n-ieu  Grades,  eo  «ind  Cj ,  Co,  etc.  die  sogenannten 
Facultätencoefficienten ,  welche  zum  Exponenten  /*  gehören.  Wo 
die  Angabe  des  Grades  nöthig  ist,  pflegt  man 
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n  n 


Ci,  .  .  .  .  On_i 

statt  6'i,  Gl,  .  .  .  Cn^i  zu  schreiben. 

Als  Beispiel  sra  Fomiel  19)  diene  die  Annahme  F(y)  z=  yp,  wo 
p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.  Bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Summanden  ergiebt  sich 

21)  .  B^Qxy 

Ist  }t  <^  p,  so  kommen  in  der  I'areuthese  n  Glieder  vor;  im 
Falle  n  >  p  verschwinden  diejenigen  Glieder,  bei  denen  die  Anzahl 
der  gemachten  Differentiationen  melir  als  j>  beträgt,  so  dass  übrig  bleibt 

I>"(Z«)P 

+  (_l)P+iC„_p^>(i)-l)(i)-2)...  2  .  l|. 

Daraus  folgt  z.  B.  für  =  1 ,  wenn  (Ix)p  kurz  mit/(a;)  bezeichnet 
wird 

22)  ^  /(»)(!)      (— l)«  +  PO„_pl.2.8...?;. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.  Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung 

1(1  ^S)  =  \e  -  ^  1^3  __  1^4  4.  , 

-  1  <«r<  +  1, 
auf  die  j»-te  Potenzt  so  erhält  man  ein  Besnltat  tou  der  Form 

•  P(l*+^)? 

und  zufolge  des  Taylor'schen  Satzes  müssen  hier,  wenn  /(^)  =  (/a?)'', 
X  =  lj,*fc  =  g  gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen  stattfinden 

^  =  TT2:::iv      -i.2...(p +!)•"■ 

ICttolst  der  Fmrmel  32)  erUlt  man  jetst 

23)  p(i      =  0,*"  - 

- 1<#<  4-  »■ 

Hieran  werden  wir  später  die  iudepeudeiiAe  BettimmUDg  der  Facul* 
tätencoefficienteu  knüplen. 
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Differentiation  der  Potenzen  von  Functionen. 

Die  Htherigen  Fälle  hatten  das  Gemeinsame,  dass  die  Function 
y  =  cp{x)  spedalisirt  wurde  und  F(p)  willkührlich  Uieh;  das  Gegen- 
stück hierzu  bilden  die  Fälle,  wo  F(i/)  specialisirt  und  y  allgemein 
gelassen  wird.    Als  ersten  derartigen  Fall  betrachteu  wir 

und  Betzen  dabei  p  als  gana  beliebige  Zahl  voraus.  Die  Formeln 
5)  und  6)  geben  dann  ^ 

wobei  die  Abkürzungen 

V,  =  iry\    F,^,  =  i)>*-*  u.  s.  w. 

benutzt  worden  sind.  Substituirt  mau  die  aus  der  zweiten  (ileichung 
genommenen  Werthe  von  C/| ,  C/. ,  .  .  .  U„  in  die  ersto  Gleichung,  so 
kann  man  letztere  leicht  nach  Potenzen  von  y  ordnen  und  das  Resul- 
tat auf  folgende  Form  bringen 

24)    Jfy  =  A,  riy»-'  +  A,  F,y'-'  +  •  •  •  +  AVy-', 

worin  irgend  einer  der  Cocfficienten  A\,  A21  .  »  .  ist 

At  =  (ä;)o      -  (Ä  +  l)i      + 1  -f  (A:  -h  2),  {p)t  +  2  —  •  •  ± 

Um  diesen  Ausdruck  an  Tereinfaohen,  benutzen  wir  .die  Formeln 

-  m (*+!)(* +2)   

und  erhalten 

Hier  iSsst  sich  die  in  der  Parenthese  stehende  Reihe  summiren,  wenn 
man  die  bekannte  Formel*) 

(«)m(/3)e  +  («)„.-i(^)i  -h  +  •  •  •  -f  («)o (ßln  =  («  + 

für  a  ==  —  l,/3=i?  —  Ä,  w  =  w  —     benutzt;  es  folgt 


*)  Man  erhält  sie  u.  A.  dadurch,  dass  man  einerseits  die  Reihen  für 
(1 -|- ^)«  und  (l -\- mit  einander  multiplicirt,  andererseits  die  gleich- 
geltende Reihe  für  {l-\-z)a  +  ß  direot  entwickelt  und  schliesslich  die 
Coefficienten  von  vergleicht 
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oder  auch,  .wenn  (n — p)n—k  dnroh  (n^p)„  ausgedrOckt  wird, 

Zufolge  der  Werthe  von  etc.  und  F],  F««  etc.  hat  man  end> 

lieh  nach  Nro.  24) 

25)  Dy=l'(«-l').(-i^/"'-ö>+^^/"'-Oy— •) 

nnd  es  liegt  hierin  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Differentiation 
jeder  beliebigen  Potenz  einer  Function  auf  die  Differentiation  der 
ganzen  positiven  Potenzen  derselben  Function  zurückkommt. 

Als  Anwendung  der  Formel  25)  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  die 
in  Nro.  23)  gegebene  Reihenentwickelung,  welche  dort  nur  für  ganze 
positive  })  bewiesen  wurde,  auf  beliebige  j)  ausdehnen  läset»  Setzt 
man  nämUch 

nnd  bezeichnet  mit  h  eine  ganse  positive  Zahl,  so  ist  nach  Nro.  23) 

^ = ^  -  vh* +•'•  +  <-  ^>-(h-imhh.)''+  •••• 

mithin,  wenn  n-mal  differenzirt  und  dann    =  0  gesetzt  wird, 

\Fx'»  J(0)  =       1)  (fc -f  1)  (Ä; -[- 2)  .  .  .  (Ä;-hn)  . "  * 
Aus  der  Formel  25)  folgt  nun  für  2;  =  0,  also    =  1,  und  unter 
Benutanng  der  vorstehenden  Formel 


1  .2.8...nt'^'^% 


«+1  «+t 


—  C    i)  i>C»  2...(n+l)^j>^2.3,..(»+2)  / 

—  1.2...n     l    (n  +  l)ijp— 1      (nH-2)4p  — 2  ""T 

Damit  ist  der  Coeificient  bestimmt,  welchen     erhftlt,  sobald  nach 

Potenzen  von  X  entwickelt  wird.  Unter  Benutzung  des  abkürzenden 
Zeichens 

^"^t  1.2...«  (        +  1)1  P— l^(n-f  2)2i)-.2  J 

hat  Qian  also  folgende  Reibeueniwickeluug 
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27)      p-i^^J^  i^p^^j^  p,a?«  -  P,aj» 

welche  gleichfalls  ao  die  liediDgong  —  l  <^x  <^  ■\-  l  gebundeD  iat. 


Differentiation  der  Logarithmen  von  F'uuctiouen. 
Ertheilt  man  der  Gleichung  25)  die  Form 

D,^— =(w-i^)«(-^y^   ^.V'rjzii^   1 

und  geht  dann  zur  Grenze  iQr  ver8chwind«nde  j9  über,  so  erhält  man 

28)  =  ^I>"y  -  -^I>"jr'  +  ^Jfy'  

Die  Differentiation  des  Logaritlimus  einer  Function  reducirt  sich 
demnach  auf  die  Differentiation  der  successiven  ganzen  positiven  Po- 
tenzen derselben  Function. 

Mittelst  der  Formel  28)  sind  z.  B.  die  höheren  Differentialqao- 
tienten  von  liX>8X  und  Isin^  leicht  zu  entwickeln;  man  würde  näm- 
lich, die  Potenzen  von  cosx  und  sinx  nach  den  auf  S<Bite  261  des 
ersten  Theilz  angegebenen  Formeln  in  Cosinus  oder  Sinns  der  Viel- 
fachen von  X  umsetzen  und  dann  die  auf  der  rechten  Säte  angedeu- 
teten Differentiationen  ansföhren  *). 


n.  Die  Yertausohiuig  der  uiiabMngigen  Variabelen. 

Aus  den  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten  For- 
meln sind  F'(f/),  F"{y)t  i""iy)  etc.  der  Reihe  uach  leicht  herzu- 
leiten, nämlich 

F"'(y) 
u.  s.  w. 


*)  Die  mitgetheilten  Anwendmigen  der  allgemeinen  Formeln  5)  und 
6)  sind  meistens  von  R.  Hoppe  in  dessen  schon  genannter  Schrift  ent- 
wickelt worden,  zum  Theil  auf  weniger  einfache  Welse.  •  * 
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Bereite  in  Gap.  VUI.  des  ersten  Theilea  wurde  Aber  die  Func- 
tionen complexer  Variabelen  eine  Untermohung  angeetellt,  jedoch 
blieb  letstere  auf  die  sogenannten  einfodien  Functionen  beschr&nkt, 
niid  es  handelte  sich  dabei  nur  um  die  genaue  Bestimmung  des 
Sinnes,  welchen  man  mit  den  Symbolen  Bt^^  a',  loge^  sine,  cosz^  .  .  . 
arc8ffi#,  arceost^  ...  in  dem  Falle  an  verbinden  bat,  wo  g  eine  com* 
pleze  Yariabele  bedeutet.  Im  Folgenden  soll  diese  Untersuchung 
weiter  geführt ,  d.  h.  auf  beliebige  Functionen  ausgedehnt  werden ; 
ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  hierbei  die  Fragen  nach  den 
Differentialquotienten  und  den  Integralen  eolcher  Functionen ,  weil 
letztere,  sobald  z  =  x  -\-  iy  gesetzt  wird,  eigentlich  als  Functionen 
zweier  untfl^hängigen,  wenn  auch  auf  bestimmte  Weise  mit  einander  * 
verbundenen  Variabelen  x  und  y  zu  betrachten  sind. 

Bevor  wir  uns  auf  eine  Untersuchung  von  Functionen  d^  com- 
plexen  Variabelen  z  =  x  -\-  iff  einlassen,  wird  es  aber  zweckmässig 
sein,  diese  Variabele  selber  einer  genaueren  Discussion  su  unterwerfen. 

I.  Die  geometrlsolie  Bedeutimg  der  (xmplexen  Za^ 

Aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  ist  hinreichend 
bekannt,  dass  eine  geradlinige  Strecke,  deren  absolute  Lange  r  heis- 
sen  möge,  mit  -|-  r  oder  —  r  bezeichnet  werden  muss,  je  luiclidoin 
sie  vom  Coordinatenanfange  aus  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  AbscissensflliBe  abgeschnitten  worden  ist.    Denkt  man  sieb 

3* 
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und  iqpecieller,  wenn  diese  Winkel  gleich  genoinmen  werden 

4)  fimÜ)  =  [/(ö)]". 

Diese  Gleichung  liefert  erstens  für  6  =  1,  wobei  die  oonstante  Gröne 
/(l)  zur  Abkürzung  C  heissen  möge, 

5)  Arn)  = 

nnd  es  ist  hiennit  die  Form  der  Ftmcüon  /  für  den  spedellen  Fall 
beaiimmt,  daes  die  Variabele  eine  ganae  positive  Zahl  ist  Nimmt 

man  femer  in  Nro.  4)  0  =z         m  =  g  und  versteht  unter  j»,  d 

ganze  positive  Zahlen,  eo  erhält  man  ^ 

oder 

*^      K'i)  ^  ^^^^ = f^j*" = 

Zufolge  der  Bemerkung»  dass  Irrationalzahlen  mit  jedem  beliebi» 
gen  Genauigkeitsgrade  durch  rationelle  BrAohe  (Decimal Brüche)  dar- 
gestellt werden  können,  schlieast  man  aus  Nro.  6)  für  jedea  positive  $ 

/(«)  =  0». 

Setzt  man  endlich  in  Nro.  3)  rj  =  —  6  und  beachtet  die  uumit- 
telbar  bckanute  Gleichung /(O)  =  1,  so  findet  man 

1  =/(9)/(-Ö)  oder  =        =  O-O, 

und  es  ist  dmnaofa  für  jedes  reelle  6 

7)       .    '      m  =  a». 

Da  die  Function  f(0)  ihrer  Natur  nach  durchaus  stetig  sein  muss, 
so  mußs  auch  C  durchaus  denselben  Werth  haben,  und  es  kann  daher 
irgend  eine  Specialisirung  des  0  zur  Bestimmung  von  C  benutzt  wer- 
den.   Für  ö  =  «  ist  aber/(7r)  =  —  1,  mithin 

—  1  =       oder  C  =  (—  1)^, 

nnd  nach  Nro.  7) 

/(ö)  =  (-  ir, 

d.  i.  zufolge  der  Lehre  von  den  Potenzen  complexer  Zahlen 

/(O)  ==  coskü  +  isinJcß, 
worin  k  eine  pontive  oder  negative  ungerade  Zahl  beseiohnet.  Die- 
selbe bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  Ö  =       welche /^"^^ 
=      1  giebt.  Sstat  man  nftmlioh  fest|  dass  /(6)  erst  dann  =  —  1 
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werde,  wenn  ^  in  :r  übergegangen  ift,  BO  mtu»  ^  =  1  genommen 

werden,  und  man  hat  definitiv 

8)  Tß  =  r{cosO  +  isinß)  =  re*^. 

In  dem  epecieUen  Falle  6  ==^\x  ergiebt  eioh  r.    =  tr;  dem- 

nach  bedeutet  ?r  eine  Gerade,  welche  die  Länge  r  besitzt  und  mit 
der  a;- Achse  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Setzt  man  in  der  Formel  8)  rcosß  =  x,  rsinß  =  wo  und 
y  die  gewöhnlichen  reotanguläreu  Goordinaten  des  Punktes  P  sind, 
so  folgt 

•Ö)  rß  =  x      iy  ; 

die  oomplexe  Zahl  x  -\-  iy  wird  also  geometrisch  durch  den  Com- 
plez  der  reohtwinkUg  m  einander  liegenden  Strecken  OM  und  JHP, 
d.  h.  durch  die  gebrodbiene  Linie  OMP  dargeetellt'*'). 

Bei  allen  folgenden  Untenraehungen  denken  jwir  uns  die  oom- 
plexe Yariabele  x  iy  immer  als  stetig  yeränderliob,  d.  h*  wir  be- 
trachten jede  einzelne  der  beiden  reellen  Variabelen  als  conti nuirlich. 
Durchläuft  nun  X  -\-  iy  stetig  ein  bestimmtes  Intervall,  etwa  von 
Xq  4"  '^Vo  bis  X  -j-  iY,  so  beschreibt  der  die  curaplexe  Variabele 
darstellende  Punkt  P  irgend  einen  Weg,  dessen  Anfangspunkt  die 
Coordinaten  rro,  ?/o,  und  dessen  Endpunkt  die  Goordinaten  X,  F  be- 
sitzt. Dieser  Weg  ist  zufolge  der  W^illkührlichkeit  des  x  und  y  ein 
ganz  beliebiger  und  TöUig  regelloser;  er  kann  aus  irgend  welchen 
geraden  oder  krummen  Linien  zusammengesetst  sein,  nur  musa  er 
zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  einen  ununterbrochenen  Zog 
bilden.  Man  ersieht  hieraus  einen  der  wesentlichsten  Unterschiede 
awisohen  reellen  und  oomplezen  Variabelen;  wfthrend  nftmlioh  eine 
reelle  Variabele  x  nur  auf  dem  einsigen  Wege  der  Abscissenachse  von 
^  =  dE^  bis  ^  =  X  gelangen  kann,  sind  bei  einer  complexen  Va- 
riabelen 0  unendlich  viele  Wege  von  M  =z  Xq  -\-  ipa  hiß  M=X  -^-iT 
möglich. 

♦)  Die  obinfe  geometrische  Deutung  der  complexen  Zahlen  ist  scbon 
1760  von  H,  Kühn  (Novi  commentarii  Academ.  Petropol.  ad  annum 
1760)  angeregt,  aber  erst  1831  von  Gauss  begründet  worden  (Göttinger 
gelehrte  Anzeigen  vom  Jahre  1881,  Seite  64).  Den  im  Texte  gegebenen 
rein  mathematischen  Beweis  nebst  einer  Gtosohichte  aller  hierher  geh6. 
renden  Arbeiten  verdankt  man  Drobisch  (Berichte  über  die  Verhand- 
lungen der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  2,  S.  171). 
Später  hat  Möbius  gezeigt,  wie  man  mittelst  jener  Construction  Eigen- 
schaften von  Punkten  in  einer  Geraden  auf  Punkte  in  einer  Ebene  über- 
tragen und  damit  zu  neuen  Verwandtschaften  zwischen  Pimktesystemen 
gelangen  kann  (Berichte  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften; mathem.-phy8.Cla88e^  Jahrg.  1860,  8.41,  und  Jahrg.  1833,  S.  14). 
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* 

n.  DarsteUimg  der  Fimotlonen  (Kmiplexer  Yariabelen. 

Eine  Functiou  der  coraplexen  Variabelen  %  ■\-  iy  ist  im  Allge- 
meinen wieder  eine  complexe,  jedoch  abhängige  Variabele,  d,  h.  68 
eziatirt  im  Allgemeinen  immer  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(«  +  »y)  ==      y)  +  ii^i»,  y). 

wofür  wir  Sur  Ahkflnmn^ 

Bohreiben  werden.  Auoh  lüerron  Iftast  sioh  eine  geomefanMihA  Dh^ 
stellnng  geben,  wenn  man  u  nnd  v  in  einer  neaen  Ebene  Mt?  als  Coor- 

dinaten  eines  beweglichen  Punktes  construirt;  jedem  willkührlich  ge- 
wählten Punkte  ^' y  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt  uv^  und 
einem  willkührlichen  Wege  des  Punktes  xy  entspricht  eine  bestimmte 
vom  Punkte  uv  beschriebene  Curve.  Diese  verläuft  in  einem  unun- 
terbrochenen Zuge,  sobald  u  und  v  stetige  Functionen  von  x  und  y 
Bind ;  wir  nennen  dann  f{x  -^iy)  gleichfalls  eine  continuirliche  Funo- 
tion  von  x  -\-  iy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  hierbei  die  schon  ans  der 
Algebra  bekannte  Thatsache,  dass  es  aweierlei  Functionen  giebt, 
nämlich  einmal  solche,  bei  denen  jedem  individuellen  Werthe  der 
Variabelen  nur  ein  einziger  Functionswerth  enispricht,  andererseits 
solobe,  bei  denen  bu  jedem  indi^nellen  Werübe  der  Yariabelen  swei 
oder  mehrere  Fnnctionawerthe  gehdren.  Eine  Fonction  der  ersten 
Art,  wie  a.  B.  «e  -f-  ^jr  -|-  y^ers,  e*,  eoB»t  etc.  nennt  man  ein- 
deutig (monodrom),  Fnnctionen  der  «weiten  Art  heiflsen  mehr- 
deutige; so  ist  a.  B.  Vß  —  e  aweideutig,  '^a —  e  dreideutag,  logs 
unendlich  vieldeatig  (Th£  I,  §.  56).  In  Beriehung  auf  die  mehr- 
deutigen Functionen  muss  noch  hervorgehoben  werden,  dass  es  spe- 
cielle  Werthe  der  Variabelen  geben  kann,  für  welche  zwei  oder  meh- 
rere jener  im  Allgemeinen  verBchiedenen  Functionswerthe  zusammen- 
fallen; BD  sind  z.  B.  die  beiden  Werthe  von  \/e  —  C  im  Allgemeinen 
von  einander  verschieden,  nur  für  z  =  c  werden  sie  gleich,  und  zwar 
bade  =  0.  Um  dies  graphisch  darzustellen,  denken  wir  uns  eine 
stetige  Function  der  Yariabelen  e  =  x  -\-  iy  bo  beschafifen,  dass  im 
Allgemeinen  jedem  0  zwei  versehiedene  Functionswerthe  u  iv  und 
ü  iV  entsprechen,  welche  nur  in  dem  speciellen  Falle  #  =  c  =s 
a  +  ih  4len  gemeinschaftlichen  Werth  a  +  iß  erhalten  m8gen. 
Jedem  Punkte  oder  P  in  Fig.  2  entsprechen  dann  swei  in  end- 
licher Entfernung  Hegende  Punkte  Q  und  JS,  deren  enter  die  Coor< 
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dinaten  m,  und  deren  aweiier  die  Goordinaten  U,  Vhetitat  Liwt 
man  P  irgend  einen  Weg  PF'  durcUanfen,  so  werden  Q  und  B  ge- 
wine Gonren  Q    und  JtS^  beschreiben,  welche  durch  die  Natur  des 


Weges  PP'  ToUkommen  beetimmt  nnd.   Hierbei  bedarf  es  der  Un- 
terscheidung sweier  Fftlle.  Geht  nftmlioh  der  Weg  PP  nicht  durch 
den  Punkt  C,  dessen  Goordinaten  a  und  h  sind,  so  wird  niemals 
X  =  a  und  zugleich  y  =  b  oder  niemals  z  =  c,  mithin  tritt  auch 
der  Fall  U  =  n  =  a,  V  z=  v  =  ß  nicht  ein,  d.  h.  die  Curven  Q  Q' 
und  IIB'  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt.     Wenn  dagegen 
der  Weg  PJP'  durch  den  Punkt  C  hindurchfühi  t ,  so  wird  einmal 
TT  —u  =  a,  V  =  V  =  ß,  und  die  Curven  Q  Q\  HR'  besitzen  dann 
gemeinschaftlich  den  Punkt  D,  dessen  Goordinaten  «  und  ß  sind. 
Den  Punkt  C,  welchem  die  Yersweigung  in  D  entspricht,  pflegt  man 
einen  Verzweigungspunkt  zu  nennen;  man  hat  daher  den  Sati» 
dass  die  Curven  Q  Q'  und  RUf  einen  oder  keinen  gemeusohaftiiclieii 
Punkt  besitzen,  je  nachdem  der  Weg  von  0  duieh  den  YenweiguxigB- 
punkt  geht  oder  nicht.  —  Dies  lAsst  sich  noch  auf  eine  andere,  des 
Folgenden  wegen  bemerkenswerthe  Weise  ausdrucken.    Unter  aHen 
Umständen  nAmlich  kann  eine  sweiastige  Gurre  als  eine  Zusammen* 
setiung  sweier  euastigen  Gurven  betraohtet  werden,  und  iwar  ist 
dies  nur  auf  dne  einaige  Art  möglich,  sobald  die  letzteren  Curven 
nirgends'  ausammentreffen;  haben  aber  dieselben  einen  gemeinschaft- 
lichen Punkt  wie  in  Fig.  2,  so  darf  man  ebensowohl  QDQ'  und 
BDSf  wie  auch  QBR'  und  RB  Q'  als  die  einzehien  Zweige  betrach- 
ten, denn  die  einzig  vorhandene  Bedingung  der  Continuität  verlangt 
nur,  dass  jeder  Zweig  ununterbrochen  verlaufe.    Eine  zweideutige 
Function  kann  demnach  für  eine  Zusammensetzung  zweier  eindeuti- 
gen Functionen  gelten,  und  zwar  ist  dies  auf  eine,  oder  auf  zwei 
Arten  möglich,  je  nachdem  der  Weg  der  unabhängigen  Variabelen 
am  Verzweigungspunktc  vorbei  oder  durch  ihn  hindurch  führt.  Mit 
geringen,  leicht  au£sufindenden  Modificationen  gelten 
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kuogfen  anch  fBr  melordaiitige  FtmotioiieD  mit  mehreren  Verzwei- 
gungspunkten.- 

Wir  untersuchen  nun  den  Emfluss,  welclioii  eine  Verlegung  des 
Weges  von  s  auf  die  Warthe  von/(^)  ausübt.  Es  sei  zunächst /(-^) 
eine  stetige  und  eindeutige  Function,  worin  sich  z  von  dem  Aufangs- 
werthe  Zq  =  Xq  -\-  iy^  bis  zu  dem  Endwerthe  ^,  ==  r,  -f-  iy^  coi>- 
tinuirlich  ändern  soll;  die  entsprechenden  Warthe  von  f{g)  mögen 
fM  =  Wo  +  ivQ  und  f{zx)  =  -f  ivi  heissen.  Der  Punkt  xy 
oder  F  in  Fig.  3  durchläuft  dann  irgend  einen  Weg  Bwisdien  den 

Fig.  8. 

8 


festen  Punkten  x^y^  oder  ^^^^^  ^\y\  oder  Pj,  und  diesem  Wege 
entspricht  eine  gewisse,  vom  Punkte  uv  odesr  Q  beschriebene  Gurve 
Co  Qi*  I-'ässt  man  ein  sweites  Mal  P  wiederum  von  Po  bis  Pi  gehen, 
aber  auf  einem  anderen  Wege,  so  beschreibt  Q  eine  andere  Onrve, 
welche  gleichfaUs  in  iinföngt,  aber  auch  in  endigen  mu»;  denn 
im  entgegengesetsten  Falle  müssten  dem  Werthe  j^i  =iVi  swei 
▼er8chiedene-Werthe'yon/(jer|)  =  ii|  4*  ent8|»echen,  was  gegen 
die  VoraussetKUDg  der  EUndentigkeit  von  fiz)  strttten  würde,  Hit 
anderen  Worten «  bei  jeder  eindeutigen  Function  ist  der  Endwerth 
f{e[)  unabhängig  von  dem  Wege,  auf  welchem  8  nach  z-^  gelangt.— 
Durchläuft  nun  der  Punkt  xy  eine  geschlossene  (iirvc,  so  erhält  z 
am  Ende  seinen  Anfaugswerth  wieder;  daBselbe  gilt,  dem  soeben  Ge- 
sagten zufolge,  auch  von  f{z)^  mithin  besteht  das  Bild  von  f{z) 
gleichfalls  aus  einer  geschlossenen  Curve. 

Bei  einer  zweideutigen  Function  bedarf  es  der  Unterscheidung, 
ob  der  Weg  von  z  keinen  Verzweigungspunkt  trifft  oder  durch  einen 
solchen  hindurchgeht.  Im  ersten  Falle  entsprechen  dem  Wege  PqPi 
zwei  Curven  Qq  Qi  und  BeRi^  welche  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 
besitoen  (Fig.  4,  a.  f.  S.).  Denkt  man  sich  den  Weg  PqPi  geändert»  und 
zwar  vor  der  Hand  nur  unendlich  wenig,  so  erleiden,  wegen  der  vor* 
an^gesetiten  ContinuitM,  Qi  and  B^iS]  gkichfolls  nur  unendlich 
kleine  Aenderangen;  die  beiden  Zweige  befinden  sich  aber  in  end* 
Hoben  Entfmnngen  Ton  einander,  es  ist  daher  b«  jener  unendlich 
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kleinen  Aenderang  meht  möglich,  die  Mdm  Zweige  mit  einimte  tu 
▼erweohi^  cl  h.  wu  einem  Zweige  in  den  anderen  sn  gerathen. 
Durch  eine  onen^die  Menge  solcher  nnendlioh  kleinen  Aenderongen, 


Fig.  4. 


d.  h.  durch  stetige  Aenderang  lllait  sich  der  ursprüngliche  Weg 
zwischen  Po  jeden  anderen  überführen*),  und  wenn 

kainer  von  allen  möglichen  Zwischenwegen  einen  VerzweigungBpunkt 
irifi^  80  gilt  fiär  jeden  einselnen  Zweig  der  zweideutigen  Function 
alles  Das,  was  yorhin  für  eine  eindeutige  Function  bewiesen  wurde. 
Man  hat  daher  auch  folgenden  Satz:  Wenn  P  eine  geschlossene  Cnrve 
durchliufl,  in  deren  Innerem  kein  Yerzweigungspunkt  Hegt,  so  be- 
schreibt jeder  der  Punkte  Q  und  B  gleichfalls  eine  geschlossene  Gurre. 

Diese  Schlüsse  verlieren  ihre  Kraft,  wenn  einer  der  Zwischen- 
wege von  P  durch  einen  Verzweig ungspunkt  G  führt,  welchem  der 
Durchschnitt  7)  entsprechen  möge  (Fig.  5).  Ist  nämlich  P  von  Pq 
bis  C  mithin  Q  von       bis  D  gegangen,  80  liegt  keine  Nothwendig- 

Fig.  5. 

rl  ▼ 


keit  vor,  dem  ferneren  Wege  OPi  die  Curve  J)Qi  entsprechen  su 
lassen,  vielmehr  steht  es  frei,  Q  durch  DBi  zu  führen,  so  dass,  wenn 

*)  Man  kam  sicli  diesen  Ueberpanp  durch  die  Vorstellung  eines  ab- 
solut biegsamen  und  dehnbaren  Fadens  versinnlichen,  welcher  in  den 
Punktra  pQ,  Pj  hefestigt  ist  and  daher  die  Form  jeder  beliebigen 
Curve  zwisehen  jenen  Pmikien  aimehmen  kann. 
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P  auf  anderem  Wege  nach  Pq  zurückkehrt.,  Q  von  i?,  nach  i^y  kommt. 

      • 

Ebenso  könnte  man  Tt  die  Curve  i?o  D  Q]  Qn  beschreiben  lassen. 

"Wenn  demnach  einen  geschlossenen  Weg  durchläuft,  der  einen 
Verzweigungspunkt  enthält,  so  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  Q  und 
jB  gleichfalls  geschlossene  Curven  beschreiben,  oder,  was  dasselbe 
ist,  dass  die  Function  am  Ende  wieder  ihren  Anfangswerth  erhält. 
Selbstvevständlicli  gilt  dieser  Satz  ebenso  üGLr  mehrdeutige  Fnno- 
tionen  mit  mefaieren  TerzweigungspnnkteD. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  durch  ein  Beispiel  za  er- 
Iftntem,  'betrachten  wir  die  doppeldeatige  Fonetion 

w  =  Vg. 

Setzt  man  wie  bisher 

jif  =  flp  H-     =  ricasß  +  isinS)  =  r«'^, 

^^^^  •   

so  sind  die  beiden  Wertbe  der  Function 


1.9 


w  =  -f  (Vr)e^     und  w  =  —  (Vr)e 

worin  (VV)  den  absoluten  Werth  von        bezeichnet;  für  r  =  0 

fallen  beide  Functionswerthe  zusammen, 
mithin  ist  z  =  0  der  Verzweigungs- 
punkt. Wir  denken  uns  um  denselben 
mit  einem  beliebigen  Kadius,  z.  B.  mit 
r=l,  einen  Kreis  beschrieben,  welcher 
die  Abscissenachae  in  Ä  und  B  schnei- 
det, und  untersuchen  nun,  wie  sieh  die 

Function  -|-  [V  r)e  ändert,  wenn  z 
einmal  auf  dem  oberen  Halbkreise  A  CBf 
das  andere  Mal  auf  dem  unteren  Halb- 
kreise  ADS  T<m  0  =  ' —  1  nach  jgr  =  -|-  1  übergeht  (Fig.  6).  In 
beiden  Fällen  bleibt  r  constant  =  1;  auf  dem  ersten  Wege  nimmt  B 
▼OB    bis  0  ab,  und  die  erwähnte  Fonetion  gelangt 

von  e''*  =  +  *  Btte<»=+li 

auf  dem  aweiten  Wege  wächst  ß  von  n  bis  2n,  and  die  Function 
gelangt 

von  e*    =r-|-iBue«''  =  —  1, 

der  Endwertb  ist  hier  also  ein  anderer.  liftsst  man  g  einen  vollen 
Umlauf  machen,  etwa  B  CAJDB^  so  ist  der  Endwerth  von  b  identisch 
mit  dem  An&ngswertfae;  dagegen  erh|dt  die  Function  den  Anlsmgs- 
werth         -|-  1  und  den  Bndwerth  e"*  s  —  1,  welcher  ihrem 
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Anfangswerthe  gerade  entgegengesetzt  ist.  Das  letztere  Resaltat 
bleibt  ungestört,  wenn  man  sich  den  Radiusvector  r  variabel  denkt, 
d.  h.  den  Kreis  durch  eine  beliebige  geschlossene  Curve  BCÄD'B 
ersetst  *). 

HL   Die  Differentialquotienten  der  Funotionen 

oomplezer  Variabelen. 

Wenn  s  eine  reelle  Variabele,  w  eine  eindeutige  Function  von  it 

bezeichnet,  so  ist  der  Dififerentialquotient        eine  gans  beitiiiimte, 

gleichünlls  eindeutige  Foncticm  ^on  jv,  ftlr  welche  es  gans  gleiohgöl- 
tig  bleibt,  auf  welche  Weise  man  sich  Alt  als  nnendlich  abnehmendes 
Increment  denken  will.  Ob  diese  Eigenschaft-  des  Differentialqno» 
tienten  auch  bei  complexen  ß  gilt,  bedarf  deswegen  einer  besonderen 
üntersttchung,  weil  9  =  x  ■\-  iy  swei  von  einander  unabb&ngige 
Variabele  enthält  und  daher  in  der  Gleichung 

w  =  f{z)   oder   u  -\-  i  v  ^  f(x  iy) 
u  und  'V  Functionen  von  x  und  y  sind.  Lassen  wir  nun  x  und  y  sich 
gleichzeitig  ändern,  so  dass  de  =  dx  ^  idy  ist,  so  erhalten  wir  als 
totales  Differential  von  w  . 

mithin  als  Differentialquotienten 

de  dx  -\-  idy 

oder  auch 


dw 


^    dx)  ^\^y  ^    ^y)  d» 


dx 

Hieraus  ersieht  man  sofort»  dass       von  dem  YierhftltmsBe  -r^  d.  h. 

ae  ax 

*)  Wie  Puiseux  gezeigt  Iiat,  entspricht  einer  jedesmaligen  Umkrei- 
sung eines  Verzweigungspunktes  eine  Vertauschung  der  Wurzeln  alg-e- 
braischer  Gleichungen;  siehe  die  Abhandlung  Recherclies  sur  les  fonc- 
tions  algebriques  (Liouville^  Journal  de  mathematiquee,  tom.  XV,  pag.  3C5)> 
oder  deren  Uebersetsung  von  H.  Fischer  (Halle  1861). 
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Ton  der  BiiAtang  abhftagi,  nach  weleher  der  Punkt  xp  in  der  Ebene 
»ff  yerBcfaoben  i^nrde;  diese  Richtung  ist  aber  ganz  wiUkilhrUeh, 

mithin  unendlich  vieldeutig.  Diese  Unbestimmtheit  verschwin- 
det nnr  in  dem  «nen  Falle,  wo 

du       .dv        /du    .  .dv\ 

ist,  weil*  sich  dann  1  -\-  i  -j—  hebt.  Die  vorstehende  Gleichung  zer- 
ftUt  in  die  beiden  folgenden 

und  diese  sind  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Differentialqifo-* 

tient  -^j-  sowohl  von  der  Grdsse  ab  von  der  Ricfatong  der  Tersehie» 

buug  des  Punktes  xy  unabbäiii^ng  ist.  Was  endlich  den  gesuchten 
Differentialquotienten  betriüt,  so  hat  man  daför 


oder  auch 


dw         du    ,  . 


dw       dv       .  du 
—  t 


de  dy  dff 
Zn  demselben  Resoltate  kann  man  anoh  anf  anderem  Wege  ge- 
langen. Jede  Function  von  x  -\-  iy  hat  xwar  die  Form  u  H~ 
aber  umgekehrt  bt  nicht  jedes  u  -\r  iv  eine  Fnnotion  von  x  -\'  iff^ 
wie  man  s.  B.  an  +  +  ^tary  =:  (a;  +  iyY  +  2yS  sehen  kann. 
ISb  entrteht  daher  die  FVage  naoh  doi  Bedingimgen,  welchen  u  nnd  v 
genttgen  rnttsien,  wenn  die  Gleidumg 

u  -\-  iv  =:f(x  +  iy) 
bestehen  soll.  Aus  dieser  iol^^en  durch  partielle  Differentiationen  die 
zwei  Gleichuiigen 

deren  rechte  Seiten  bis  auf  den  Factor  i  übereinstimmen.  Es  muss 
daher 


./du        dvX   ^  j_  '  dv 

■  \dx       öxj      d$f  dy 
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sem,  welche  Gleichupg  mit  Nro.  1)  identisoli  ist  und  daher  wieder 
anf  die  unter  Nro.  11)  entwickelten  Bedingungen  führt*). 

In  den  letsteren  kdnnen  übrigens  die  Variabelen  u  und  v  geson- 
dert werden.  Differenzirt  man  nftmliob  die  erste  nach  die  iweite 
naeh  y  nnd  subtrabirt  beide  Ergebnisse,  so  erbftlt  man 

wird  dagegen  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x  differenairt,  so 
giebt  die  Addition 

Demnach  geniigen  u  und  v  einer  and  derselben  partiellen  Diffeven- 
'tiflgleichung  xweiter  Ordnung. 

Der  vorhin  erwiilmte  geometrische  Sinn  der  Bedingungen  2) 
lässt  noch  eine  bemerkenswertlie  Relation  zwischen  den  Figuren  er- 
kennen, welche  entstehen,  Bohald  eiuerseits  der  Weg  der  Variabelen 
in  der  Ebene  x  tj,  andererseits  der  Gang  von  w  =z  f{e)  in  der 
Ebene  uv  construirt  wird.  Ertheilt  man  nämlich  der  Variabelen  e 
zwei  unendlich  kleine,  nach  verschiedenen  Bichtongoa  gehende  Zu- 
nahmen, deren  Grössen,  der  Unterscheidang  wegen,  mit  • 

^tfOü  =        +  nnd  dß(^)  =r  dxfxi  +  idy^g) 

bezeiohnet  werden  mögen,  so  erbftlt  man, in  der  Ebene  xy  drei  un- 
endlioh  nahe  an  einander  liegende,  im  Uebrigen  aber  ganz  beliebige 
Punkte  P,  JPi,  Pa,  Fig.  7,  mit  den  Coordinateu 

Diesen  entsprechen  in  der  Ebene  uv  drei  gleichfalls  nnendlich  nahe 
liegende  Punkte      Qu  Qi,  deren  Coordinaten  sind 

«,      «  +  du^^,  V  +  dv(xi\    u  +  dUin),  ^  +  dv(i), 
nnd  da  der  Differentialqnotient 

dw        du  -\-  idv  K  ' 

dz       dx  -f-  idy 

unabhängig  von  der  ßichtong  der  Verschiebung  des  Punktes  P  ist« 
so  hat  man 


♦)  In  seinen  Exercices  d'analyse  et  de  physique  malhematique,  tome 
IV,  p.  846,  nennt  Cauchy  den  Ausdruck  «4- *v  monogen,  sobald  u 
und  i;  den  erwähnten  Bedingungen  genügen;  dem  Obigem  zufolge  recht- 
fertigt es  sich,  in  diesem  Falle  u  -f  it»  schlechthin  eine  Function  von  » 

i\x  nennen,  wie  es  Riem  an  n  in  seiner  Inauguraldissertation  (Grund- 
langen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  YeranderUohen 
complexen  Grösse,  Göttingen  1Ö51,  S.  8)  zuerst  dargethan  hat 
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Mittelst  der  Substitutioneu 
erhBlt  man  ans  Nro.  14) 

-f[co8(%— öl)  +  twnCiji — ö|)]=:  [cos(i?»— öj)  -H  twn(ijj  —  ft,)], 
mithin 


oder 


ri  «1 


Die  nnenälich  kleinen  Dreieeke  PP1P9  und  Q  (>i  ^2  haben  aUo  das 
gleiche  SeitenTwhIltnias  PPs  :  PPi  =  Qi^r-  QQ\  und  gleiche  Zwi- 

Fig.  7. 

V 


0 


schenwinkel  P1PP3  =  QiQQi'^  si^       demnach  fthnlieh.    Da  dies 

von  je  drei  unendlich  nahe  liegenden  und  einandw  entsprechenden 

Punkten  beider  Ebenen  gilt,  so  kann  man  sagen:  irgend  eine  in  der 
Ebene  xy  gezeichnete  Figur  ist  auf  der  Ebene  u  v  so  abgebildet,  dass 
die  entsprechenden  kleinsten  Theile  beider  Figuren  ähnlich  sind*). 
.   Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  die  Function  w  =  tane  oder 

worin  nach  Formel  8)  auf  Seite  265  des  ersten  Theile 


*)  Die  Aufgabe,  derartige  Abbildungen  hersustellen ,  löste  suerst 
Gauss  in  einer  von  der  Kopenhagener  Akademie  gekrönten  Preissohrift 
(siehe  Schumacher's  Astronomisohe  Abhandlungen;  Heft  3,  S.  5  bis  30). 
Die  hierauf  sich  gründende  Verwandtschaft  der  Gurren  behandelte  Sie- 
beck in  Crelle's  Journal  (Bd.  65,  S.  221). 
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15)  u  = 
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istt  welohe  AuBdrAeke  den  Bedingungen  2)  gmfkg&D»  Lsisen  wir  su* 
nächst  den  Pnnkt  xp  auf  einer  in  der  Entfemimg  b  parallel  rar 

a;- Achse  liegenden  Geraden  fortrücken,  so  ist  y  constant  =  ft,  da* 

gegen  x  alö  Variabcle  zu  betiacLten;  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den, vom  Punkte  uv  durchlaulenen  Curve  findet  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  6),  wenn  y  z=i  h  gesetzt  und  x  eliminirt  wird.  Man  er- 
hält so 


-|_  e;»  —  2/5t;  +  1  =r  0,        /J  = 


r,2  6 


—  2b 


16   fi— a* 


die  OnrYe  iat  demnach  ein  Kreis,  dessen  IGitelptiiikt  B  um  ß  vom 
CoordinateBanfMig  entfernt  auf  der   -Achse  liegt,  und  dessen  Radius 

=  V/32  _  1  igt  (Fig.  8).    Wenn  ferner  der  Punkt  xy  eine  in  der 

Fig.  b. 


Entfernung  a  parallel  Isar  Achse  liegende  Gerade  durchlftuffc,  mo 
besohreibt  der  Punkt  uv  dne  Gurve,  deren  Gleichung  aus  Kro.  16)  ftkr 
X  =  a  und  durch  Elimination  TOn  y  folgt,  nSnüieh 

m2  -j-  ?;2  ^  2au  —  1  =  0,       «  =  cot2a. 

Diese  Curve  ist  gleichfalls  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  A  um  — a  vom 
Coordinatenanfaug  entfernt  auf  der  //-Achse  liegt,  und  dessen  Halb- 
messer =  Voe'^  1  ist.  Dem  Durchschnitte  P  der  beiden  Paral« 
lelen  in  der  jcy-Ebene  entspricht  in  der  «t;-£bene  deijenige  Durch* 
schnitt  Q  beider  Kreise,  dessen  Goordinaten 

28fn2a    g»*  -~  g-a* 

c**  +  2cos2a  H-  e-"'       +  2cos2a  +  <r-«* 
sind;  der  unendlich  kleinen  geradlinigen  Strecke  jPPi  entspricht  der 
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tmendlich  kleine  Kreisbogen  Q  ,  ebenso  der  Strecke  PPo  der  Bo- 
gen QQi.  Da  die  Dreiecke  P^PPy  und  QxQQi  äimlich  sind,  eo 
müssen  sich  die  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  was  mittelst  ihrer 
Gleichungen  leicht  verificirt  werden  kann.  Einem  gitterförmigen  Sy- 
steme von  Parallelen  zu  den  Achsen  der  x  und  ?/  entspricht  über- 
haupt {w  =  tarn  vorausgesetzt)  ein  System  von  Kreisen,  deren  Mit- 
telpunkte auf  den  Achsen  der  u  und  v  liegen ,  die  sich  rechtwinklig 
schneiden  und  dabei  unendlich  kleine  Rechtecke  bilden,  weldie  den 
Beohtecken  in  der  d^y-Ebene  ähnlich  sind. 


IV.  Die  Integrale  sjnektlBolier  FonotioxieiL 

Bei  einer  reellen  Yariabelen  e  wird  das  swiacben  den  Grensen 
4r  =  je^  und  e  =i  Z  genommene  Integral  von  f(e)  ä»  bebumtlicb  anf 
die  Weise  gebildet,  dass  man  swiaoihen  tt^  nnd  Z  eine  beliebige  Reibe 
Yon  Werthen  des  e  einschaltet,  etwa 

^0        ^1  <I  ^2  •  •  •  •        f^n—l  <i  Zt 

die  Producte 

addirt  und  von  der  Summe  den  Grenzwertb  für  unendlich  wachsende 
n  nnd  glei<^uEeitig  unendlich  abnehmende  ei  —  e^^e^  —  j^j  >  •  •  •  Z — ««^i 
au&uoht.  Um  hierbei  jede  TJnbeetimmtheit  zu  vermeiden  (s.  Tbl.  I, 
S.  415)  brauidii  nur  f{z)  als  stetig  und  endlich  von  e^e^  biB^=:Z 
vorausgesetzt  txk  werden,  und  wenn  diese  Bedingung  erfiQllt  ist,  so 
kann  mau  utatt  der  Gleichung 


auch  die  kOrsere 

17)  J f(z)d0  =  FiZ)  -  Fiz,) 

benutzen,  worin  F{z)  das  unbestimmte  Integral  von  /(?)  dz  bedeu- 
tet. Die  in  Nro.  16)  angegebene  Definition  des  bestimmten  Integrales 
wollen  wir  auch  bei  complexen  ^,  und  Z  unverändert  beibehalten. 
Aus  der  Natur  einer  solchen  Veränderlichen  folgt  dann  sogleich,  dass 
es  einen  wesentlichen  Unterschied  macht,  ob  man  ein  Integral  zwi- 
achen  reellen  oder  zwischen  complexen  Grössen  .nimmt.  Während 
8«]il5mU«a,  Analrais.  ZI.  4 
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nämlich  ein  reelles  z  nur  auf  einem  Wege  von  g  r=z  nach  £f  = 
übergeführt  werden  kann,  ißt  dies  bei  einem  complexen  z  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich;  ein  bestimmtes  Integral  mit  complexen 
Grenzen  muss  also  vor  der  Hand  als  unendlich  vieldeutig  gelten,  und 
jedenfalls  bedarf  es  einer  Untersuchung  des  Einflusses,  den  verschie- 
dene Wege  des  z  auf  den  Werth  des  Integrales  haben  können. 

Da  es  sich  hierbei  (wegen  z  =  x  -f-  um  Integrale  mit  awei 
nnabh&ngigen  Variabelen  handelt,  so  schicken  wir  erst  eine  Bemer- 
kung über  gewisse  Doppelintegrale  voraus.  Es  bezeichne  nämlich 
0(Xt  y)  eine  reelle  Function  der  beiden  Variabelen  fl?,  und  die- 
selbe  sei  endlich,  stetig  und  eindeutig  fär  alle  X  und  welche,  als 
xeohtwinklige  Coordinaten  betrachtet,  IHinkte  innerhalb  einer  be* 
stimmten  gesohlossenen  Corve  obarakterisiren;  femer  möge  das  Dop- 
pelintogral 


II 


dx  dy 


auf  alle,  jenen  Oontour  nicht  flbersehreitenden  x  und  y,  d.  b.,  knn 
ausgedrückt,  auf  die  geschlossene  Fläche  besogen  werden*).  Inte- 

grirt  man  merst  in  Beiiehung  auf 


Fig.  9. 


y,  so  hat  man  als  Integrations- 
grenzen für  y  die  zur  Abscisse  x 
gehörendeil  Ordinntcn  LPq  =  , 
LPi  =  T  (Figur  9),  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  eine  Parallele  zur 
?/- Achse  den  gegebenen  Umfang 
nur  zweimal  treffe;  die  Integra- 
tionsgrenzen fOr  X  sind  die  Ent- 
fernungen OLq =aV)  und  OLi—X» 
in  welchen  die  beiden  parallel  nur 
j^- Achse  an  den  Contour  gel^ 
ten  Tangenten  die 


sohneiden.   Kach  diesen  Bemerkungen  ist  das  obige  Doppelintegral 

rdO(x,v)  r 


=  f9(x,T)dx  +  J<^(x,yo)dx, 


♦)  Setzt  man  =  Z,  und  betraohtet  Z  als  dritte  Goordi- 

nat^  so  kann  man  das  Integral  dordi  ein  Volumen  veranschaulichen 
(XU.     §.  96). 


1-^  i  y  K I  ^  u  u  y 
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Das  erste  Integral  rechter  Hand  bedeutet  die  Summe  aller  Prodnote 
von  der  Form  0(x^y)dx,  wenn  x  Ton  %  bis  X  geht  nnd  statt  ff 
JederMit  die  Ordinate  des  Zweiges  J^JPiAi  genommen  werden,  d.  b. 
kftrzer,  das  erste  Integral  bemebt  sich  auf  den  Fall,  wo  ein  ver- 
&nderlieber  Punkt  xff  den  Zweig  ÄqPiÄi  durebläuft.  Im  aweiten 
Integral  geht  x  rfiekwftrts  von  X  bis  o^O)  statt  y  sind  die  Ordinaten 
des  Zweiges  AiPqAq  zu  nehmen;  das  Integral  entspricht  also  dem 
Falle,  wo  der  Funkt  xy  den  Weg  AiPqAq  zurücklegt.  Beide  Inte- 
grale zusammen  geben  mithin  die  Summe  aller  Producta  von  der 
P'orm  0(x,y)dx  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  xy  den  ganzen  Con- 
tour  in  der  Richtung  AqFiAiFqAq  einmal  durchläuft*  Demnach 
besteht  die  Gleichung 

18)  J J^^^ixdt,=Jn',y)ix, 

worin  sieh  links  die  Integrationen  Aber  alle  Punkte  der  geschlosse- 
nen Fläche  erstrecken,  wihrend  sich  die  Integration  reehts  nur  auf 
den  Umfang  derselben  Flftehe  besieht. 

Eine  gana  analoge  Behandlung  gestattet  das  Integral 

&x  welches  der  Spielraum  des 
xy  derselbe  wie  vorhin,  und  in- 
nerhalb dessen  ^{x,  y)  gleichfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  sein 
möge.  Integiirt  man  auerst  in 
Besiehimg  auf  x  und  setat  in 
Fig.  10  JfQo  —  &*  MQi  =  *, 
OM^  =  i^oi  OMi  s  r,  so  eiw 
halt  man  statt  dea  genannten 
Doppelint^ales 


0« 


TL 

Y 


J'dy  J^Jt^dx  =  fdy[W(S.y)  -  ^a,,y)] 

^  J  Wils!,  y)  dy  +  y  ^(Jo.  y)  dy. 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  entspricht  dem  "Wege  Bq  QiBu  das 
zweite  dem  "Wege  BiQqBq,  ihre  Summe  dem  ganzen  Umlaufe 
B^QiBiQaBoi  man  hat  daher  analog  Nro.  18) 


4» 
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und  zwar  beziehen  sich  die  Integrationen  links  auf  alle  Punkte  der 
Fläche,  die  Integration  rechts  auf  die  Punkte  des  Umfanges,  wenn 
letzterer  in  der  Richtung  Vi  ^^'i  Qo  durchlaufen  wird.  Diese 
Biehtung  ist  der  früheren  A^Jl\Ä^I*QAo  jrerade  entgegengesetzt;  will 
man  daher  in  beiden  Integralen  rechter  Hand  die  n&mliche  Richtung 
haben,  so  mam  man  dem  einen  das  entgegengesetste  Voneiohen  g^ 
ben  *);  es  ist  demnaoh  prioiser 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  erhält  man  durch  Subtractiou,  bei 
umgekehrter  Anordnung  in  kfirserer  Schreibweise 

20)  +  =  //(^  -  -IJ)..^,. 

▼on  welcher  Gleichung  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Wie  früher  setzen  wir 

»  =/W  oder  u  +  f>  =  f{x  -j-  iy)^ 

und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  den  Werth  des  Integrales 

fiOr  den  Fall  sn  bestimmen,  dass  0  oder  der  Punkt  xy  eine  geschlos- 


Fig.  11. 


*)  Für  einen  kreisförmif,^en  Umfang  hat 
man  z.  B.,  wnnn  a  und  h  die  Mittelpunkts- 
coordinaten,  r  den  Hadius,  0  den  veränder- 
lichen Centriwinkel  bedeutet, 

J^'l>{Xf  y)dx  = 


0 

J^*P{x,y)dy  =      "i'ia  —  reoao,  b-\-rsinO)rcosedd 


in 


=  —  y       —  r  CO8O,  b-\-r  8inß)  r  coaQ  de: 


Die  Integrationpjrreuzcn  0  und  2/1  bleiben  aber  dieselben,  wenn  r  varia- 
bel, d.  h.  eine  l'uuction  von  ö  wird. 


Die  Functioiien  complexer  Variabelen. 


5S 


seno  Curvü  durchläuft,  iniicrlialb  deren  f{z)  endlicli,  stetig  und  ein- 
deutig bleibt.  Vermöge  der  Werthe  von  f{z)  und  z  ist  nun  zunächst 

=  J  (itdx  —  vdy)  +  *^  (vdx  +  udy), 

worin  sicli  die  Integrale  reclitcr  Hand  auf  den  gegebenen  Contour 
beziehen.  Da  uaih  den  gemacliteu  Voraussetzungen  u  und  v  reelle, 
endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  sind,  so  läBst  sich  jedes 
der  einfiicben  Integrale  mittelst  der  Formel  20)  in  ein  Doppelinte- 
gral  - umwandeln,  mithin  ist  auch 

Gleichzeitig  hat  man,  weil  u  iv  eine  Function  von  «  bo- 
dentet, 


dv  du  


die  vorigen  Doppelintegrale  verschwinden  also,  und  es  bleibt 

d.  I).  wenn  der  Integrationsweg  der  complexen  Variabelen  g  aus 

eiiier  geßuhlosöenen  Cuive  besteht,  innerhalb  deren  f{z)  endlieh, 

stetig  und  eindenüg  bleibt,  so 
^*^*  hat  das  Integi-al  von  f{z)dz  im- 

mer den  Werth  Null. 

Mittelst  dieses  Satzes  Lässt 
sich  unsere  eigentliche  Aufgabe 
sofort  lösen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich das  Integral  von  f{z)  dj3  kurz 
mit  7(.s),  sobald  die  Gurre  s  den 
IntogratioDsweg  von  e  darstellt, 
so  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
liAiiPiÄiPoA^)  =  0  oder 
I(ÄoPiÄi)  +  HÄiP^Ao)  =  0. 
Tm  zweiten  Integrale  lissfc  rioh 
die  Bewegungsrichtung  umkehren,  wemi  gleichzeitig  das  Yoneiehen 
umgekehrt  wird}  es  ist  also 
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und  hieraus  fol^ 

D.  h. :  durcMauft  die  Variabele  z  in  gleichem  Sinne  zwei  verschiedene 
Wege  von  bis  Z,  so  erhält  das  zwischen  diesen  Grenzen  genom- 
mene Integral  von  f{z)dz  in  beiden  Fällen  denselben  Werth,  vor- 
ausgesetzt, dasB  f{e)  sowohl  im  Inneren  als  auf  dem  Umfange  des 
von  beiden  Integrationswegen  eingeschlossenen  Raumes  stetig,  end- 
lich und  eindeutig  bleibt,  Noch  kurzer  lässt  sich  dies  ausdrücken, 
wenn  man  eine  Function  synektisch  nennt,  sobald  sie  die  eben- 
genannten  Eigensohaften  besitzt;  der  Sats  lautet  dann:  daa  Integral 
Ton  f{ß)  de  ist  so  lange  unabhängig  von  den  yerschiedenen  Integra- 
tionawegen,  9ÜBf{d)  »wischen  jenen  Wegen  STneküfich  bleibt*). 

Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwendungen  dieses  Xheoremes, 
namentlicli  um  an  aeigen,  wie  dasselbe  aur  Ermittelnng  der  Wertbe 
Yon  bestimmten  Integralen  dienen  kann. 

a.  In  Fig.  18  sei  ii  OBC  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  OA^a 
^3  und  OB  :=      als  Integrationsweg  möge 

einmal  die  gebrochene  Linie  OAC^  daa 
andere  Mal  die  gebrochene  Linie  OBC 
benutzt  werden.  Im  ersten  Falle  geht  z 
erst  von  0  bis  a,  dann  von  a  bis  a  -|-  «b; 
im  zweiten  Falle  geht  z  erst  von  0  bis  ih, 
dann  von  ih  bis  ih  -|-  r;,  mithin  ist,  wenn  f{ß) 
innerhalb  des  Bechtecks  synektisch  bleibt, 

0  a  0  lf» 

Im  ersten  Integrale  schreiben  wir  x  statt  z\  im  zweiten  Integrale  hat 
0  die  Form  a  -I-  iy,  wo  y  von  0  bis  2)  geht;  im  dritten  Integrale 
kann  e=iif  gesetzt  werden,  wenn  y  von  0  bis  5  wSchst;  im  letzten 
Integrale  ist  g  Ton  der  Form  ib  dß,  wo  o;  yon  0  bis  a  geht.  Diese 
Substitutiotten  geben  ausammen 

Jf(x)dx  +  ijf(a  +  itf)dtf==i  Jf(iy)dp  +  J*f(ih  +  x)dtß 

*)  Dieser  Fundamentalsatz  ist  zuerst  von  Cauchy  bewiesen  worden 
in  dem  Memoire  Rur  les  integrales  definics  prises  entre  des  limites  iraa- 
ginaires.  Paris  1325.  Die  Benennung  „synektisch"  hat  Cauchy  später 
eingeführt  in  der  Abhandlung:  Sur  les  rapports  dififerentiels  des  quan- 
tit^s  g^om^triques  etc.  (Comptes  rendns,  1855,  p.  447).  Unter  den  verschie- 
denen Beweisen  des  Theoremes  aeidmet  steh  der  obige,  aus  Riem  an  n's 
Inauguraldissertation  entnommene,  durch  Elegana  und  Strenge  aus. 
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oder  M  anderer  Anordnung 

0  0  0  0 

Hiernach  ist  8.  B.  fttr  f{z)  =  (T'^^  wenn  sowohl  die  reellen  ab 
die  imaginären  Theile  beiderseits  verglichen  werden 

0  ab 

J  e-'*cos2bxdx  =      e~'*dx  +  ^"'^^ &i*s%n2aydy 


0 

a 


^J*e'^sin2bxdx=i  J &^dy  —  e-''\Jd'*cos2aydy. 

Bei  unendlich  wachsenden  a  n&hem  sich  die  Prodncte 

tr^  J ^8m2aydy  und       J  ^«»SajrÄy 

der  gemeinsehaftlidien  Qvenae  Null,  weil  jedes  der  bdden  Integrale 
einen  endlidien,  iwis(diea 

+      ev*dy  und  —  Jeß^dy 

0  0 

liegenden  Werth  besitzt;  man  erhält  demnach 


22) 

ö 


23) 


Je-'*sin2hxdx  =  e-^"J*^*dy. 


h.  In  demselben  Rechtecke  wie  vorhin  nehmen  wir  erst  die  Dia- 
gonale 00,  nachher  die  gebrochene  Linie  OÄC  als  Integrationsweg. 
Um  den  geradlinigen  Gang  des  Punktes  ß  =z  x  +  iy  «oswidrücken. 
mnsB  in  dem  Integrale 

Jf{e)d»  =  jAx+iyHdx  +  idy) 

0  0 

y  =  -L  a;  geaetat  und  x  von  0  bis  a  ausgedehnt  werden ;  das  Inte- 
gral  Yerwandelt  sich  damit  in 

—xSdx. 


(■  +  4)/^(-  +  'T') 
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Dio  IntegratioD  längs  der  gebrochenen  Linie  OA  Cwird  ebenso  wie  bei 
der  Torigen  Anwendung  ausgedrückt,  und  daher  gilt  die  Gleiehnng 

0  0  0 

Snbstiiairt  man  noch  a  =  ny^  h  =  linker  Hand  »  =  «1  nnd 
rechts  jf  s=  yri^  so  erhftlt  man 

0  0  0 

Hiemach  ist  z.  B.  für  f{e)  —  wenn  die  reellen  und  ima- 
gin&ren  Bestandtheile  beider  Seiten  yergliehen  werden, 

ß 

Jedes  der  auf  ij  bezüglichen  Integrale  hat  einen  zwischen 

0 

■  / 

und   /  cyV(—  l)dtj  =  —  /5ei»*y' 

0 

liegenden  Wertli,  und  daher  pind  die  letztou  Auadrücke  beider  Glei- 
chungen unter  der  gemeinschaftlichen  t'orm 

6/5y«r-(«*-/5*)y« 

enthalten,  wo  B  zwischen  —  1  ond  +  1  liegt.   Yoransgesetzt,  ätma 
>     ist,  convergirt  dieses  Prodnot  gegen  die  Null,  wenn  y  un- 
endlich wächst»  nnd  es  bleibt  dann 
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0  9 

wmtiB  folgt 


0  I  r 

J  «»  H-  p* 


0 

Für  »2  —  ß'^  SS  a,  2o(j3  =  wo  a  nothwendig  eine  positive  Cou 
stante  Bein  mnaa,  erhält  man  noch 


4-  '  -h  a 


0 

wofBr  kürzer 

geschrieben  werden  kann,  falls  Va      ih  eindeutig  genommen  wird*). 


V.  Die  lategrale  asynektisolier  Funotionea 

Das  Fandamentaltheorem  des  Torigen  Abschnittes  gilt  zwar  nicht 
mehr,  wenn  der  Integrationsweg  des  g  einen  Punkt  einschliesst,  an  wel> 
cliem/(jer)mehrdentig,  unendlich  oder  discontinnirlich  wird,  es  kann  aber 
dasni  dienen,  am  gewiBBe,  im  Folgenden  näher  beseichnete  Punkte  die- 
ser Art  m  nmgefaen.  Die  Eindeutigkeit  einer  Function /(^er)  wird  näm- 
lich dadurch  nicht  gestört,  ätmf(ß)  Bich  an  irgend  einer  Stelle  sprong- 
weie  ändert  oder  unendlich  wird,  wie  b.  B.  der  Bruch  1  :  (e  —  jbt),  bei 
welchem  ffSv  e  =  €  beide  flUle  sagleich  eintreten.  Wir  wollen  daher 


*)  Die  Formeln  21),  24)  und  eine  Reihe  ähnlicher  sind  luerst 
▼on  Gaaohy  entwickelt  worden.  Siehe  denen  Memoire  bot  les  inte- 
gralee  definies  (Mcmoires  presentes  a  l'academie  des  sciences.  Tome  I, 
1827),  sowie  die  Abhandlung  Recherche  d'unc  formnle  generale  qui  four- 
nit  la  valeur  de  la  pliipart  dca  integrales  definies  connues  et  celle  dMin. 
grand  nombre  d'aatres  (Aimales  de  Gergouiie,  T.  XYI  et  XYU). 
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kflnftag  yomusetieii,  daas  /(#)  innerhalb  bekannter  Grenien  emdev« 
tig  bleibe,  aber  innerhalb  derselben  Grenien  beliebig  vielmal  disoon- 
tinnirlicfa  oder  nnendlich«  oder  beides  sogleich  werden  könne;  die 
Punkte,  an  denen  solche  Fälle  eintreten,  mögen  Ansnahmepnnkte 
heissen. 

Ist  nun  in  Fig.  14  T  ein  Ansnahmeptinkt,  AB  CD  ein  nm  den- 
selben herumgebender  Integrationsweg 

von  der  BeschafTeiiheit,  dass  weder  im 
Inneren  noch  auf  der  Peripherie  von 
AB  CD  ein  zweiter  Ausnahraepunkt  und 
eben  so  wenig  ein  Verzweigun^'spiinkt 
liegt,  ist  ferner  Ä B'C'D'  ein  anderer  In- 
tegrationswcg  von  derselben  Eigen- 
schaft, 80  kann  man  mittelst  der  beiden 
Verbindungslinien  A  A'  und  (' C'  zwei 
'X  neue  geschlossene  Cuxw^m  ABCC/ B^A' 
und  ADüO Bf  A!  herstellen,  von  denen 
keine  den  Ansnahmepunkt  T  enth&lt.  Es  gilt  daher,  wenn  diese 
beiden  Corren  als  Integrationswege  genommen  werden,  die  Gleichung 

HABCC'SfA')  =  I(ADCaiyA'), 
au8  welcher  durch  Zerlegung  folgt 

J{AIW)  -f  1(00)  +  liC'B'Ay-}-  I(A'A) 
=:J(ADC)  +  I(Ca)  -h  HCJ^A')  +  I(A'Ay, 
nach  Hebung  der  beiderseits  vorkommenden  Integrale  J(CC^  und 
I(A'A)  hat  man  auch 

I(ABC)  —  J(ADC)  =  —  /(C'JB'il')  +  HO'ÜA') 
oder,  wenn  im  zweiten'  Integrale  links  und  im  ersten  rechts  die 
Richtung  des  Weges  entgegengesetzt  genommen  wird, 

lUBG)  +  li^ODA)  =  l(A!B'a)  -j-  liO'BfA) 

d.  i. 

1{ABCBA)  =  HA' Bf  a  Bf  A"). 
Die  Integration  längs  AB  CBA  Uefert  also  den  nämliehen  Werth, 
wie  die  Integration  längs  A'^  CfBfA't  falls  f(z)  auf  und  swiaohen 
beiden  Wegen  synektisch  bleibt. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man  einen  gegebenen  Integrations- 
weg auf  einen  kleineren,  z.  B.  auf  einen  unendlich  kleinen,  aus  dem 
Mittelpunkte  T  beschriebenen  Kreis  zurückfuhren. 
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Ala  Beispiel  möge  das  Integral  der  emdeutigen  Function 


Fig.  lö. 


9—* 


dienen,  welche  für  ^  =  0  discontinu Irlich  und 
zugleich  unendlich  wird,  die  aber  endlich  und 
stetig  bleibt,  wenn  der  reelle  Theil  des  ir, 
nämlich      positiv  und  grösser  als  0  genom- 
men wird.    Beschreibt  man  zwei  Halbkreise 
^    ^J?0  and  AltlÜ  (Fig.  15),  den  ersten  mit 
onem  beliebig  grossen  Radius  OJ.=JZ,.den 
Bweiten  mit  einem  beliebig  kleinen  Radius 
OAl  =  r,  so  enthalt  der  halbe  Ereisring 
A*ABC(jS>A*  keinen  Ausnahmepnnkt,  und 
es  ist  folglich 
I{ÄA)  +  I{ABC)  -f-  I{QC')  H-  li^CB'A*)  =  0. 
Im  zweiten  Integrale  setzen  wir  e  =  JSc'ö^  im  vierten  e  =  rc'Ö, 
und  haben  dann 


Idß 


+  f9''  + 

oder  auch,  weil  im  ersten  Integrale  M  von  der  Form  —  t |f ,  im  dritten 
▼ön  der  Form  -|~  ist, 

R  * 

"in 


+ 


e-r     [cm  (f.  «i»    —  I  «t»  (r  «tn  6)]  <id = 0. 


Die  beiden  auf  y  bezüglichen  Integrale  lassen  sich  zusammenziehen; 

bei  nachheriger  Division  mit  2i  giebt  dies 

1 


Digitized  by  Google 


60  Die  Fanctionen  complexer  Variabelen. 

Da  linker  Hand  eine  reelle  Grösse  sieht,  io  mflssen  die  imaginSren 
Theile  rechter  Hand  versehwinden,  was  auch  a  posteriori  doreh  Zer- 
legung der  Integrale  in  je  zwei  andere  von  —  Itt  bis  0  nnd  von  0 

bis  -\~  i^t  leicht  zu  prüfen  der  übrigen  Gleichung  kann  man  fol- 
gende Form  geben 


71 


r  ff« 


cosißsinÜ)  ätJ. 


FjH  lnnd«^rt  lum  nicbta,  r  uiieiidlicli  Hlmeliiiifn.  uinl  Ii  iiiH  iidlich  wach- 
Beii  zu  lasf^eii ,  wie  leicht  zu  sehen  int,  convergirt  dann  da»  zweite 
Integral  rechter  iiand  gegen  die  Null,  und  es  bleibt 


27) 


Csiny 
7— rfl/  =  i«. 


y 

Eine  Ahnliehe  Behandlung  gestattet  das  Integrsl 


z 


worin  a  eine  reelle  positive  Gonstante  bezeichnen  möge.  Der  Ausnahme- 


Fig.  16. 


punkt  Tliegt  hier  auf  der  a  -Achse  in  der 
Entl(  riiun^?  OT—a  (Fig.  Ki);  für  alle 
übrigen  positiven  ./  und  beliebige  bleibt 
die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Function  synektiBcli;  das  Integral  er- 
hält ako  denselben  Werth,  wenn  man 
erst  einen  aus  dem  Mittelpunkte  0  mit 
einem  beliebigen  Radius  i2  >>  a  con- 
struirten  geschlossenen  Halbkreis  als 
Integrationsweg  nimmt,  and  nachher  z 
einen  vollen,  aus  dem  Mittelponkte  T 
beschriebenen  Kreis  dnrchlanfen  lAssti 
dessen  Halbmesser  r  <^  R  ^  a  sein 
mnss.    Dies  giebt  ann&chst 

im  ersten  Integrale  setzen  wir  ß  =  «|^, 
im  zweiten  g  =  JB«'^',  im  dritten 
«  =  a  —  r«-'*  und  erhalten 
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— r  t      ^(/»—reo*» Wirtin») 

Dividirt  man  mit  %  mA  v«rgleieht  dann  beiderseits  die  reellen  Theile, 
80  findet  man 

R 


— Ä 

1" 


und  hieraoB  wird  fär  JB  =  od  und  r  =  0 

Bezieht  man  in  dem  analogen  Integrale 

f  e-' 

die  Integration  anf  denselben  Halbkreis  wie  Yorbin*,  so  ergiebt  siebt 
weil  bier  kein  Ausnahmepmikt  Torkommt,  dass  der  Integralwertb 
Torsebwindet;  es  ist  daher  anieh  für  Ji  =  oo  der  reelle  Tbml 

2»)  7         +  = 

Ans  den  Gieiebnngen  28)  and  29)  folgt  noeh 

«/vx     P  cosy    .        X     ^     P  ysiny  ,  tt 

0  *  0  '  ^ 

* 

worin  a  eine  positive,  die  Null  uberstagende  Constante  sein  muas. 
Die  sweite  Formel  giebt  übrigens,  wie  man  ans  Nr.  27)  ersieht,  aneb 
f ttr  a  =  0  ein  richtiges  Resnltai* 
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£8  hat  keine  Schwierigkeiten ,  die  an  den  vorigen  Beispielen 

gezeigte  Operation  za  verallgemeinern.  Ist 
BtoUch  T  der  einiig«  A»n^mqHmkt  inDOf 
halb  der  beiden  geschloBsenen  Integrationtwege 
ABCJD  nnd  A'B'C'jy  (Fig.  17),  mithin 

I(ÄBCD)^  KÄ'B'C'iy), 

80  nehme  man  für  letzteren  einen  aus  T  mit 
dem  Radius  r  beschriebenen  Kreis  von  hin- 
reichender Kleinheit,  und  transformire  das 
iweite  Integral  in  Polarcoordinaten.  Die 
rechtwinkligen  Coordinaten  von  T  mögen  £ 
und  fi  heiisen;  &a  aUe  Pankte  des  Kreise« 
A'JB'CD' ist  dann 

«  =  14-  reo8^,   y  z=  ri  +  rsm^ 
oder,  wemi  x  -\-  iy  =      |-|-  irj  =  i  gesetzt  wird, 

und  das  Integral,  bezogen  auf  A'JB'  Ciy^  erhält  jetzt  die  Form 
31)  i^f{t  +  r&^)re^d^, 

worin  d*«  den  Anfangswerth  von  Q'  bezeichnet.  Bei  unendlich  abneh- 
menden r  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  das  Produet 

/(C  +  rc'*)r«'^ 

einer  bestimmten  Grenze  n&hem,  die  wir  X  nennen  wollen;  das  in 
Krob  81)  Yerzeichnete  Integral  geht  unter  dieser  Yoraussetsung 
fiber  in 

i  j  Xd&, 

und  wenn  ftberdies  (wie  mdstentheils)  X  unabhängig  Ton  6*  ist,  so 
ergiebt  sieh  der  rnnÜMshe  Werth  4  .  2ffA.  Um  dieses  Resultat  dureli 

eine  Formel  darstellen  zu  können,  wollen  wir  ein  Integral ,  welches 
sich  auf  einen  geschlossenen,  nur  einen  Ausnabmepunkt  enthaltenden 
Integrationsweg  bezieht,  mit 

'/(»)«»* 


(Ol) 

bezeichnen;  wir  haben  dann  die  Gleichung 


f(e)de  =  2i7ck,       X  =  Lim  [Ö/d  +  d)j , 
worin  zur  Abkürzung  r{c08d^  4-  iäuid")  =  ö  gesetzt  worden  ist. 
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Eigebniss  Itert  nch  mit  LM«htigkeit  auf  den  Fall  «i»* 
Yig.  18.  dehnen,  wo  innerhalb  des  ge- 

Bobloeeenen  Intogrationsweges 
zwei  Anmahmepnukte  Ti  und  T% 

vorkommen,  welche  durch  die 
Coordinateiicomplexe^i  —  Ii 
uud  ^2  =  ^2  ~\~  ^Vi  bestimmt 
sein  mögen.  Eine  Querlinie  Ä  C 
theilt  nämlich  den  Umfang 
AB  CDA  (Fig.  18)  in  zwei  ge- 
schloBsene  Curven,  und  es  ist  da- 
bei immer  möglich,  AC  so  zu 
legen,  dass  der  eine  Theil  AB  CA  nur  den  einen  Aosnahmepunkt  2i, 
der  andere  CDA  C  nur  den  Punkt  T«  enthält  Ffir  die  einzelnen 
Theile  ist  nun  nach  Nro.  32) 

HäSCä)  =  2f  arXi,     I(CDäO)  =  2f  «A,; 
andererseitB  hat  man  dnrch  Zerlegung 

HAB  CDA)  =  liABCA)  -f  I(ACDA) 

=  JiABU)  +  I(CA)  -f  JiAC)  +  JiCDA); 
das  zweite  und  dritte  Integral  rechter  Hand  heben  rieh,  und  die 
übrigen  kann  man  ihre  vorhin  beptimmten  Werthe  aetaen,  wodoroh 
entsteht 


0* 


Auf  gleiche  Weise  erh&lt  man  die  aligemeine  Formel  *) 


f{z)de  =  2  t:r  (Aj  -|-  Aj  -f-  .  .  .  .  -|-  A«) 

A  =  üm[ö/(S  +  d)]. 
Als  Beispiel  hieran  betrachten  wir  das  Integral 


1  -t" 

worin  p  und  g  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  und  s  einen 
über  der  a;- Achse  liegenden  geschlüssenen  Halbkreis  durchlaufen  soll, 
dessen  Mittelpunkt  der  Coordiuatenanfang  und  dessen  Radius  £J>1 
ist.  Die  eindeutige  Function 

/W  = 


1  + 


*)  Diesen  Satz  hat  Gauchy  gefunden  und  unter  etwas  anderer  Form 
in  dem  sohon  erwähnte  Memoire  snr  les  integrales  d^finies  dargestellt 
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wird  Bo  oft  unendlich  und  zugleich  diacoDÜnuirlioh ,  alf  der  Nenner 
doroh  Null  hindurchgeht  j  im  Ganzen  existiren  demnach  2q  An^ 
nahmeponkte,  deren  m  die  Werthe  von  *^  —  1  sind,  nimlioh  (Theil  L, 
Seite  267) 


...» 


2g    '  2(j 


t  8«       .  .  3;t 


f„  _  eog  _  ,«n  5^ — 

Von  diesen  2fi-  Ausnahmepuukten  liegen  die  q  ersten   über,  die 

7  übri^ren  unter  der 
Absc  isyenachae;  die 
letzteren  fallen  ausser- 
halb des  vorhin  ange- 
gebenen IntegratiomH 
weges  und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  19  zeigt 
die  oberen  Ananahm»» 
pdbkte  für  den  Fall 
q  ==  4).  Daa  Inte- 
gral besteht  nun  ana 
den  beiden  Xheilen 

I(ÄOB)  nnd  HBOÄ)i  im  ersten  schreiben  wir  «  fOr  im  aweiten 
snbatitairen  wir  jer  =  JBe'^  nnd  erhalten 

=  2i;r(Ai-f-A,  -f-  A.,  -f  •  •  •  +  A,). 
Nennen  wir  £  irgend  eine  der  Wurzeln  £1,  tu     >  tqt  bo  gehört 
dam  der  Grenawerth 

A_  T^M±^-  TA».  Ht  +  sy  

1  +  (S + «)'« 1+ + (2  3).  5*— « + (2  ä)>  6«-'« '+••• 

oder  wegen  =  — r  1  und  nach  Hebung  von  d  im  Zähler  und 
Nenner 


2(2 
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IKeg  giebt,  weün  sur  Abkflrroiig  =  ß  geseilt  wird, 

^1  +  ^  +  A3  +■  . . .  + 

~  ^  2«  'Tzr^iT' 

darin  ist  e'^''ßz=cos2giß  +  isin2gß=cos(2p-j-  1)ä  -(-  isin(2p  + 1)« 
=  —  1,  folglich 

-^1  +  ^  +  As  H  + 

 ^  +  i  smß  1^        eosß  +  isinß 

q  '  1— «w2/J  — ♦«fn2/3"~      a  '  2smßi8inß  —  ico8ß) 

,  _L_^  ♦ 

ä  g^(2i>  +  l)3g' 

Man  bat  denmaeh  die  Integratformel 

n 


2g 

Läast  man  B  ins  Unendliehe  wachsen  und setst  2$  \-  1  <  2^  voxu 
ans,  so  conyergirt  das  iweite  Integral  linker  Hand  gegen  die  Knll, 
nnd  es  bleibt 


/ 


^9 

dx  = 


1  +  jC^«  .  (2i?-f  1)« 

—  astn^  J — ^ 

oder  2fl 


/ 


H 

Mittelst  der  Substitutionen 

wobei  V^'J  im  absoluten  Sinne  an  ndnnen  ist,  erhält  man  noch  die 
Formel 

SohlAniloli,  AiMilirtli.  IL  6 
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wdohe  in  Tbl.  I,  S.  429,  auf  anderem  Wege  entwickelt  wurde. 

Besondere  Aufinerkflamkeit  verdieDt  noch  der  Fall,  wo  das 
Prodact 

/(£  +  re'*)r«'* 

bei  ▼encbwindenden  ^imeiidlieh  wird;  das  Integral,  bezogen  auf  den 

mit  r  beschriebenen  Kreis,  erhält  dann  die  Form 

^0  +  aw 

00  • 


die  ebenso  vieldentig  und  nnbestimmt  ist,  wie  s.  &  die  Aosdrfleke 
(,  0  •  00  o.  dergL  *).  In  solohen  FftUen  xnass  num  das  bisherige 
Verfahren  auf  passende  Weise  modificiren;  wir  wollen  dies  an  Bei- 
spielen leigen,  da  sieh  eine  allgemeine  Regel  nieht  geben  liest. 

Bezdehnet  p  eine  ganze  positive  Zahl,  so  führt  die  gewöhidiche 
Substitution  e  =  t  +  re'^  zu  der  Gleichung 

^0  +  a^i 


deren  rechte  Seite  für  r  =  0  die  oben  erwähnte  unbestimmte  Form 
erhalten  würde;  dagegen  ist  nach  dem  binonuschen  Satae 

0^de 


f 


und  duroh  Integration  der  einzelnen  Glieder 


*)  So  ist  z.  B. 


I  2;/ 

—  d»  =   =  00 

r  r 


bei  verBchwindenden  r.  Dagegen  hat  man  für  jedes  endliche  r 
und  dies  bleibt  auch  für  beliebig  kleine  r  richtig. 
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Die  Grösse  von  r  bleibt  hier  ganz  willkürlich ;  das  Resultat  gilt  d*> 
her  auoh  für  Terschwindende  r. 

Wegen  einer  späteren  sehr  wichtigen  Anwendung  betrachten  wir 
noch  die  Integrale 

wobei  der  Integrationsweg  eine  geschlossene  Corve  aain  möge»  auf 
und  innerhalb  welcher  F{js)  ^ynektimdi  bleibt.  Das  erste  Integral 
bietet  keine  Schwierigkeit»  weil  sich  hier 

der  endlichen  bestimmten  Grenze  F(i)  nähert;  es  ist  daher 

Im  aweiten  Integrale  tritt  der  vorhin  erwähnte  Ausnahmefall 
ein;  man  kann  ihn  aber  leicht  dadurch  vermeiden,  daia  man  ent  das 
Integra] 

F{z) 


de 


betrachtet  und  nachher  in  ^  übergehen  lässt.  Als  Werth  des  vor^ 
stehenden  Integrales  findet  man  nach  der  bisherigen  Methode  oder 
durch  Zerlegung  in  Partialbrüche 

alse  Ar  £i  3=  (  +  A 

und  bei  verschwindenden  h 


A 


Ver&liren  läset  sich  ohne  Habe  verallgemeinem  und 
iwar  giebt  dasselbe,  fidls  £,  Ci,  Es, . . .  tn  von  einander  verschieden 
find. 
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-f,)(«-5.). 

.  .  (ir  — 

£.) 

.(£■ 

—  JsJ  (S  —  Sa)  • 

••(J  - 

in) 

(Si 

-S»)(Si-fi.). 

..(ti- 

(£* 

..(tf- 

1 

Nimmt  man  specielier  =  ^  -[-/*,  =  ^  -f-  2/i,  (Is  =  ^  -j" 
u.  8.  w.,  80  erhält  man  hierau8 

F{e)äs 


Ii 


-  6)  (4r  —  t  -  Ä)  (4f  -  {  -  2  Ä)  . . .  (0  -  J  -  n  Ä) 

^  Hlj^atgr    (n)oJP({)-»)|F(e  +  ^)  +  (ii),J'({  +  2>)  

1.2...»* 

oder,  wenn  rechter  ilaud  die  Auurduung  der  Summanden  umgekehrt 
wird, 

F{z)dz 


(*-ö(^-£-Ä)(Ä-e-2Ä)...(£r-e~»A) 

.       1  .  2  .3  -i/£-  '      ^t  —  »- 

'  Dnroh  Uebergang  zur  Grense  für  unendlioh  abnehinende  df^  =  h 
folgt  noch 

Der  hier  vorkommende  Ausuahmepunkt  ist  gewissermaassra  ab 
ein  (n-|*  l)facher  zu  betrachten,  weil  sich  in  ihm  die  n  1  vor^ 
herigen  Ansnahmepunkte  vereinigt  haben. 

VL,  Die  Vieldeutigen  Integrale. 

Bei  den  vorigen  üntersnchungen  wurde  stillschwci/^'end  ange- 
nommen, dass  der  Integrationsweg  eine  einfache  geschlossene  Curve 
sei,  welche  einen  gegebenen  Ausnahmepunkt  nur  einmal  umläuft; 
diese  Beschränkung  wollen  wir  jetzt  aufheben,  also  eine  mehrmalige 
Umkreisung  eines  Ausnahmepunktes  zulassen. 
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Als  IntegratioDBweg  nehmen  wir  zuerst  die  Cweve  AB  CDEGFA, 
Fig.  20.  welche  sich  in  C  selber  schneidet  und  den 

Ausnabmepunkt  T  zweimal  umkreist  (Ficr.  20). 
Zieht  man  die  beiden  Verbindungslinien  AD 
und  AE  so,  _da8s  der  liaum  ADE  den  Aus- 
nahmepunkt T  nicht  enthält,  was  auf  unend- 
lich vieln  Arten  möglich  ist,  so  lässt  sich  der 
von  D  bis  reichende  Thoil  des  ganzen  In- 
tegrationsweges durch  den  Weg  DAE  er> 
setzen,  man  erhält  daher  als  gesammten  iieuen 
Integrationsweg  die  Curve  A  H CDAECFA^ 
welche  in  die  beiden  einfachen  Ourven  AB  ODA  und  AECFA  aer- 
mt  NwviBt 

I(ABCDAEOFA)  =  liABODA)  +  liAEÖFAy^ 

jedes  der  Integrale  rechter  Hand  reducirt  sich  wie  früher  auf  das 
Integral  längs  eines  unendlich  kleinen  um  T  beschriebenen  Kreises, 
und  hat  den  Werth  2/:rA;  der  Werth  des  ganzen  Integrales  ist  da- 
her =  da  beide  Umläufe  nach  derselben  Bichtung  vor  sich 
gehen. 

Auf  fthaUehe  Weise  Hast  lieh  ein  dreimaliger  Umgang  ABCDEFG- 
(Fig.  21)  in  den  Doppelumgang  ABCDEA  und  in  den  einfachen 


Fig.  21. 


Umgang  AFQ-A  zerlegen;  der  Werth 
des  Integrales  ist  dann  BixL  Ueber- 
hanpt  entspricht  einem  n- maligen  Um- 
gange der  Integralwerth  2ninX  oder 
—  2ni7tk,  jenachdem  der  Umgang  in 
der  positiven  oder  negativen  Drehungs- 
richtung erfolgt  ist. 

Hitfan  knüpft  sich  eine  allgemeine 
Bemerkung  rüpksichtlich  des  zwischen 
gegebenen  Grenaen  #  =  ^  und  0     Mi  genommeneu  Integrales 


dz 


für  den  Fall,  dass/(ier)  bei  irgend  welchen  Werthen  von  M  disoon* 
tinuirlich  oder  unendlich  werden  kann.  Ist  nämlich  nur  ein  Aus- 
nahmepunkt für  ^  =  ^  vorhanden  und  sind  die  Punkte  A,  H,  Tdie 
Repräsentanten  der  Werthe  g  =:Mq,  0:=gi,  gsss^  (Fig. 22  a.f.S.),  80 
beateht  die  allgemeinate  Art  des  Uebergangee  von  A  nach  JET  in  der 
Verfolgung  einer  Curve,  wdehe  von  A  ausgeht,  den  Punkt  Tmehriheh, 
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etwa  n-mal,  nmkrwit  nnd  in  JET  endigt   Der  Speeudfall,  wo  keine 

22.  Umkreienng  des  AoBnahmepanktes 

stattfindet,  ist  hierin  mit  enthalten, 
weil  es  freisteht,  n  =b  0  sa  nehmen. 
Man  kann  nnn  von  A  ans  naoh  einem 
gegen  das  Ende  des  Weges  hin  lie* 
genden  Punkte  G  die  Verbindungß- 
linie  .1  G  go  zielien,  dass  der  von 
den  Linien  AG,  (rlf  und  von 
der  Geraden  A  H  begrenzte  Raum 
A  GH  den  Ausnahniepunkt  T  nicht 
enthält.  Der  integrationsweg  GH 
lässt  sieh  dann  durch  den  Weg  QAH  ersetsen.  Der  gesammte 
Weg  des  z  zerfällt  hiermit  in  die  geschlossene,  von  A  ausgehende 
und  nach  n  Umläufen  wieder  in  A  anlangende  Curvo  ABGA  und 
in  die  Gerade  AH.  Beraeksichtigt  man  noch,  dass  die  Curve  ABGrA 
dem  «i-maligen  Umlanfe  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  äqniTa> 
lent  ist,  so  hat  man  den  Sats:  alle  mdgliehen  Integrationswege  «wi- 
schen A  nnd  H  rednoiren  sich  snletst  anf  eine  beUeUg  vielfaebe 
Dnrohlaninng  eines  um  T  besehriebenen  Elemeotarkreises  und  auf 
den  geradlinigen  Weg  AE,  Dieses  Theorem  ist  leicht  in  einer For^ 
mel  darzustellen,  wenn  man  mit 


deiyemgen  Werth  beseichnet,  welchen  das  obige  Integral  bei  dar 
Integration  längs  der  Oeraden  AH  erreicht;  ee  ist  dann 

J  J{z)dz  =  Jfiejdz  ±  2ninl, 


wobei  die  verschiedenen  Yorseichen  den  verschiedenen  Drehongshch- 
tungen  entsprechen.  Wie  man  sieht,  ist  ein  Integral  unendlich  viel- 
deutig, sobald  ein  Ausnahmepunkt  vorkommt. 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die 
Function  f{z)  zwei  Ausnahmepunkte  besitzt.  Als  Integrationsweg  zwi- 
schen A  und  //  nehmen  wir  zunächst  eine  Curve,  die  von  A  ausgeht, 
erst  den  einen,  dann  den  anderen  Ausnahmepunkt  mehrmals  umwin- 
det und  in  II  endigt  (Fig.  23).  Ersetzt  man  den  Bogen  EF  durch 
EAF  und  analog  Gr// durch  GAH,so  zerfällt  der  gesammte  Integra- 
tionsweg in  2wei  geschlossene  Curven,  von  denen  die  eine  den  ersten. 
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Fig.  23. 


die  andere  den  zweiten  Auaoahmepunkt  mehrfach  umkreiet,  und  in  die 

gerade  Linie  AU,  Das  all- 
gemeine Integral  besteht 
daher  aus  drei  Theilen ;  die 
beiden  ersten  Theile  ent- 
Bpreofaen  beliebig  vielen  Um- 
läufen in  Elementarkreisen 
um  die  AnsnAhmepunkte; 
der  letsto  TheÜ  ist  das  ge- 
radlinige Integral  swisehen 
den  gegebenen  Grenzen.  Bei 
umgekehrter  Anordnung  bat 
man  demnach,  wenn  Uli  und 

t)a  die  Umlaufszahlen  bedeuten, 

Man  kff""  Bioh  anob  yorstellen,  daas  der  Integrationsweg,  tc«  A  aus- 
gebend, mnäcbst  den  ersten  Ansnabmepunkt  p-mal  nmkreise,  dann 
den  aweiten  Ansnahmepunkt  i»s-mal,  bieranf  wieder  den  ersten  2>mal 
und  nun  erst  dem  Punkte  H  solanfe.  IHes  ändert  aber  nichts  an  der 
obigen  Formel.  Wie  leipht  zn  sehen  ist»  besteht  das  Integral  in  die- 
sem Falle  aus  vier  Theilen;  die  ersten  drei  sindi  2ijri>Aj,  +2  jÄ«2^jf 
+;  2in<iki,  den  letzten  bildet  wieder  das  geradlinige  Integral.  Durch 
Zusammenziehung  von  i  i?  dl  1£  i  erliält  man  wieder  die  ▼0» 
rige  Gleichung. 

Sind  überhaupt  k  Ausnahmepunkte  vorbanden,  so  gilt  die  allge- 
meine Formel 

A  =  Xim[d/(E+^], 

und  es  ist  dabei  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  die  Uml&ufenm 
die  Ausnahmepunkte  gedacht  werden.  Nur  mag  noch  einmal  daran 
erinnert  ßein,  dass  die  ganze  Betrachtung  eine  monodrome  Function 
f(z)  voraussetzt,  weil  im  Gegenfalle  die  vorgenommenen  Wegever- 
legungen (a.  B.  EAF  statt  EF  in  Fig.  23)  nicht  erlaubt  sein  würden. 
Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  die  Function 
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welche  nur  einflii  AuBnahmepnnkt  fOr  «  =:  0  beditst  Hier  ist  A  s=  1, 
mithin  für  #0  =  1  und     =s  ß 

dir  =zr  Jl  -^de  ±^  %%nn. 

Dm  Integral  rechter  Hand  ist  der  eindeutige  Logarithmiu  Ton  8, 
d.  h.  derjenige  Logarithmtis  von  welcher  für  £r  =  l  verschwindet; 
das  Integral  linker  Hand  ist  der  allgemeine  Logarithmus  von  Zy  den 
wir  mit  Lz  bezeichnen  und  durch  die  Gleichung  e^^  definiren.  l)i© 
Formel  lautet  demnach 

36)  Lz  ^  le  -\r  2in3t, 

und  enthält  den  bekannten  Satz  Von  der  nnendliofaen  Vieldeatigknt 
dee  aligemeinen  Logarithmus.  Wftre  diese  Ftmetion  nicht  schon  ans 
der  Algebra  bekannt,  so  wflrde  man  sie  durch  die  Integralrechnung 
kamien  gelernt  und  mittelst  der  Gleichung 

z 

definirt  haben;  diese  Definition  hätte  dann  auch  die  Vieldeutigkeit 
von  Lz  gezeigt,  sobald  nur  alle  möglichen  Integrationswege  zwischen 
=  1  und  z  =  z  berücksichtigt  wurden. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

^^^^  ~  1  ^  g2* 

welche  swei  Ausnahmepunkte  an  den  Stellen  jr  =  -f  i  und  ß  =^  —  i 
besitat.  Es  ist  hier 


1   _  o  1  ,  1 

I9  SS  Lm'        —  — —  L 

»  +  d)»  -.2i+d  2t' 

mithin  fftr  9^  s=  0,  0^  =z  0, 

wobei  i  Wi  +  %  au  einer  bcKebigen  ganzen  positiven  oder  nega- 
tiven Zahl  n  auflammengezogen  werden  kann.  Das  Integral  rechter 
Hand  ist  sr=  arcian  e  in  dem  gewönlichen  eindeutigen  Sinne,  wonach 
orefoftO  verschwindet;  das  Integral  linker  Hand  bezeichnen  wir  mit 
Arctang  und  verstehen  darunter  irgend  einen  Bogen,  der  0  zur  Tan- 
gente hat    Die  Gleichung 
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eathilt  ntm  den  bekannten  Sati,  data  einer  gegebenen  Tangente  nn- 
endlich  viele  Bögen  entBprecben,  die  um  je  ft  von  einander  difife- 
riren* 

Eine  etwits  andere  Behandlung  verlangt  die  Function 

Fig.  24.  weil  dieselbe  nicht  mono- 

^  drom  ist  und  für  <gf  =  -f- 1 

sowie  für  z  =  —  1  gleich- 
zeitig Aiisnahmepunkte  und 

Verzweiguugspunkte  be- 
sitzt, welche  in  Fig.  24  mit 
Fx  und  JFs  beaeiohnet  sind. 
Analog  dem  vorigen  Bei- 
spiele Boll  hier  der  Werth 
dea  «allgemeinen  Integralea 

j/  Vi  -i»« 

für  einen  ganz  beliebigen  Integrationsweg  iinterBucht  werden,  oder, 
was  dasselbe  ist,  man  verlangt  alle  möglichen  Wertlie  von  Arcünz^ 
wenn  unter  diesem  Zeichen  irgend  ein  Bogen  verstanden  wird,  derx^ 
zum  Sinus  hat. 

Dem  Wertliü  z  —  {)  entspricht  der  Anfangswerth  /(O)  =^  i  1 ;  * 
um  diese  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  wollen  wir  /(O)  =  -|-  1 
nehmen,  also  nur  den  einen  Zweig  der  Curve  beachten.  Femer  sei 
der  Punkt  P  der  Repräsentant  der  oberen  Integrationsgrenze  z\  wir 
haben  dann  wieder  au  imtersnoheo,  welche  Werthe  das  vorige  Inte- 
gral annimmtf  W^n  der  Integrationsweg,  von  Oansgehend,  die  Punkte 
JP]  und  JFj  mehr&ch  omwindet'imd  in  P  endigt. 

Lassen  wir  znnftohst  die  Yariabele  »  von  0  ans  die  geaefalos« 
sene  Gnrve  OMx  Ni  0  durchlanÜBn,  welche  den  Punkt  Fi  einmal  um- 
kreist, so  können  wir  wie  früher  diesen  We|f  mittelst  aweier  HuIüb- 
Hnien  auf  die  Gerade  OA],  den  Kreis  AiBi  0,  und  die  Gerade  A^O 
zurückführen.  Bei  einer  raonodromen  Function  würde  der  Werth, 
den  f{z)  im  Anfangspunkte  Ai  des  Kreises  bat,  derselbe  sein,  wie  der 
Endwerth,  den  f(z)  nach  Durchlaufung  des  Kreises  bei  der  Rückkehr 
in  Ai  erhältj  bei  der  vorliegenden  Function  verhält  sich  aber  die 

Sache  gerade  omgekehrt,  weil  l/l  —     beim  Umlaufe  um  den  Vev- 
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Zweigungspunkt  sein  Vorzeichen  ftnderi  (Saite  43).  Die  ('unctioii 
ist  daher  poaitiY  auf  dem  Hinwege  OAu  n^ativ  auf  dem  R&ekwege 
Ai  0,  und  wenn  m  wieder  nach  0  lorückgelangt  iit,  hat  /(#)  den 
Werth  —  1  angenommen.    IKeeer  Umstand  influirt  weaentlieh  aof 

das  Integral  ff(g)dz.  wenn  dasselbe  längs  der  Curve  OMiNiO  ge- 
nommen wird;  in  der  Gleichung 

/(Oif,  Ni  0)  =  J(OAt)  +  UAiBiCiAi)  -f  I(Ai  0) 
hehen  sieh  nämlich  die  Integrale  KjOAi)  und  I{Ax  0)  nieht  auf, 
vielmehr  geben  sie  zusammen  2I{0A\).  Setsen  wir  AiFi  =  r, 
sehreiben  im  ersten  nnd  letzten  Integrale  x  statt  «r,  sabstitniren  im 
swmten Jntegrale  «  =  1  ^  re'^  und  beseiohnen  den  absoluten  Werth 
von  Vi  —      mit  (VT  —  g'i),  so  haben  wir 

J(ÖJlfiJViO) 

i— r                                in  0 
=  f^—l—dx-iVr  f-r    '        }"'d«+  f   r(te. 

Durch  Uebergang  sur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  r  wird 
hieraus 

liOMiNi  0)  =  jr. 
Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi  bleibt  diese  Betrachtung  im  Wc- 
ßentliclien  dieselbe,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen,  weil  jetzt  /(z) 
mit  dem  vorhin  erwähnten  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
werthe  -\-  1  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also  der  In- 
tegralwcrth  —  7t.  Bezeichnet  Ini^i)  den  Werth,  welchen  das  In* 
tegral  nach  n  Umläufen  um  Fi  erhält,  so  ist 

Eine  gerade  Anzahl  von  Umläufen  giebt  denmaeh  Dasselbe  wie  kein 
Umlauf  und  wenn  daher  flberhaupt  von  Umkreisungen  des  Punkte« 

^1  die  Kede  sein  soll,  so  muss  deren  Anzahl  eine  ungerade  Zahl  aus- 
machen. 

Nach  einer  solchen  Reihe  von  Umläufen  ist  s  wieder  zu  Null, 
f(z)  zu  —  1  geworden,  und  man  kann  jetzt  zu  Umläufen  um  jP^ 
übergehen.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  er- 
giebt  sich  hierbei,  wenn  für  das  Integral  längs  des  Kreises  A^Bt  C^A^ 
die  Substitution  g  =  —  1  .-f        benutst  wird, 

--(1— r)  2» 


f—i— 


und  bei  verschwindenden  r 
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ü(lfi)  =  n. 

Nach  diflsem  Umgänge  bat  die  FWetion  den  Werth  +  1  erhalten» 
welcher  dem  Anfaagswerihe  entgegengesetat  isL  Geht  man  wieder 
von  diesem  Werthe  tm,  bo  findet  man  für  den  sswmten  Umlauf  den 
Integralwerth  —  «,  folglich 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  zwischen  g  =  0  und  z  ■=  » 
besteht  nun  darin,  dass  man  erst  a -mal  den  Punkt  jPi  umkreist,  dann 
/3-mal  den  Punkt  i\i  hierauf  wieder  /-mal  um  Fi,  d-mal  um  F% 
n.  8.  £  und  aoletat  Iftngs  der  Geraden  von  0  nach  P  geht.  Der 
Werth  des  allgememen  Integralee  ist  hiernach  gleich  der  Summe  von 

7«(F,)  +  /^(F.)  +  /y(F,)'  4-  IS{F,)  +  •  •  •  • 
vermehrt  um  das  geradlinige  Integral  zwischen  0  und  z.  Hierbei  sind 
aber  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Hört  man  mit  Umkreisungen  des 
Punktes  Fi  auf,  so  enthält  die  vorstehende  Reihe  der  I  eine  gerade 
Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Iu(F.i)  ist  und  wobei  a,  /3, 
7 ,  .  .  .  ungerade  Zahlen  bedeuten,  weil  sonst  die  betreffenden  Um- 
läufe gar  nicht  zu  rechnen  wären;  als  Summe  der  obigen  Reihe  hat 
man  jetzt  2njc^  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Nach  diesen 
Umläufen  kommt  f(js)  mit  dem  Werihe  /(O)  1  in  0  an,  mit- 

hin ist 

t  M 

Hört  man  dagegen  mit  Umgängen  um  Fi  auf,  so  enthftlt  die  Rdhe 
der  /  eine  ungerade  Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Iy(Fi) 
ist;  die  Summe  heträgt  daher  (2w -f-  1)tc.  Dann  kommt  aber  J(z) 
mit  dem  Werthe  /(O)  =  —  1  in  0  an  und  es  wird 

Zu  untersuchen  ist  nur  noch,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
man  umgekehrt  yerOhrt,  d.  h.  mit  /(O)  =  +  ^  anfangend ,  zuerst 
Fi ,  dann  Fi,  dann  wieder  Ff  u.  6.  w.  umkridst,  so  daas  die  Beihe 
der  J  lautet 

7«(F,)  +  Iß(F,)  -\-  Iy{F.;)  4-  I^{F^)  -f  •  •  •  • 
Man  findet  nun  leicht  liOM^Ki  0)  =  /,  (Fo)  =  —  n,  und  ersieht 
daraus  ohne  Rechnung,  dass  es  in  den  obigen  Gleichungen  nur  einer 
Vorzeichenänderung  bedarf,  um  sie  dem  jetzigen  I'alle  anzupasseu. 
Allee  Bisherige  luiammen  führt  au  den  zwei  Formeln 
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37)  Äresm£  =  +  2ii9r  +  aresmMt 

38)  Aresk^  jer  =  ±  (2  n  + 1)«  —  airminMt 

welche  sich  in  die  eine  Gleichung 

39)  Aresin z  =  i^p  f  (J«  —  armne)  +  2mn 
zusammenziehen  lassen. 

An  diese  Beispiele  kntkpft  sieh  noch  eine  allgemeine  Bemerkung. 
Man  sieht  nSmlich«  class  da«  Integral  einer  Function,  die  Ausnahme^ 
punkte  oder  Yenweigungspunkte  enth&lt,  im  Allgemeinen  unendUch 
vieldentig  ist  und  dass  sich  die  Terschiedenen  Werthe  desselben  am 
Yiel&che  einer  gewissen  Constanten  unterscheiden.  Bei  Lb  ist  2  %% 
diese  Gonstante,  bei  Artians  ist  sie  ar,  bei  Atamg  betrftgt  sie  2%. 
Betrachten  wir  überhaupt  das  Integral  ' 

m 

M 

e 

als  Function  seiner  oberen  Gfrenze  g  und  setoen  demgemäss 

a 

nennen  wir  femer  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  und  y 

jene  Gonstante,  so  ist  bei  geradliniger  Integration 

(f)  (z)  —  w , 

dagegen  hat  man  als  allgemeinen  Werth  des  Integrales 

Hieraus  iblgt  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  inversen  Fune* 
tion  von  9,  d.  h.  deijenigen  Function  ^,  welche  entsteht,  wenn  man 
die  Gleichnng  (p{z)^i  nach  g  auflöst ,  was  ein  Besultat  von  der 
Form  £r  =  1^  (^)  giebt  fSsa  erhilt  nämlich  für  den  Fall  der  gerad- 
linigen Integration 

dagegen  im  Allgemeinen 

e  =  ^(10  +  ny), 

mithin ,  weil  e  als  obere  Integrationsgrense  in  beiden  Gleicfaungen 
dasselbe  ist, 

tlf  (  w  +  n  7)  =  ^  (w). 
Diese  Relation  zeigt,  dass  die  Function  ^  immer  wieder  dieselben 
Werthe  bekommt,  sobald  diei  Variabel e  w  um  y,  2y,  3y,  etc.  au- 
oder  abnimmt,  dass  also  t}j  eine  periodische  Function  von  Uf  ist» 
Die  Gonstante  y  heisst  dann  der  Index  (auch  Modulns)  derPeriodi* 
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dt&t.  Demnach  masB  z,  B.,  wenn  Le  :=  w  gesetzt  wird,  die  inverae 

Punction  =  c**  als  periodisch  gelten,  und  zwar  ist  hier  der  Perio- 
dicitätsindex  y  imaginär  =  2  iTt.  Ebenso  führt  die  Glpichuug 
Ardan  z  =  w  z\x  der  inversen  Function  tan  w  mit  der  Periode  JT, 
endlich  giebt  Arcsinz  w  die  Function  smw,  deren  Periodicitäts- 
indez  =2;c  ist.  Wir  kommen  später  auf  diese  Betrachtungen  zurück. 

vn.  .  Die  Potenzenreüien. 

Eine  itiiendliehe,^^  nach  Potenaen  der  complezen  Variabelen 
=:  jr  +  *y  for^sohreitende  Beihe,  also  eine  Reihe  von  der  allge- 
meinen  Form  . 

40)  Co  +  Ciz  -h  C,z^  +  03^3  -f  

nennen  wir  convorgcnt,  wenn  sowohl  ihr  reeller  als  imaginärer  Theil 
für  sich  eine  convergireude  Reihe  bildet.  Diese  beiden  Bestandtheile 
sind  leicht  zu  sondern  mittelst  der  Substitutionen 

von  welchen  die  eiMe  flellwtyeratftndlieh  nur  fttr  den  Fall  gilt,  dass 
die  Goeffidenten  complexe  Zahlen  sind;  die  erwfihnte  Reihe  wird  dann 
sur  folgenden 

Ko  +  AVrrosOi  4-  ())  -f  K2r^cos(y^2  +  +  

+  i{KirsiH(yi  -f  ö)  +  K^r^sifi^yi  +  ^0)  -f  ). 

Wie  man  leicht  bemerken  wird  (vergL  ßd.  I,  §.  40),  convergirt  jede 
dieser  Reihen  unter  der  Bedingung  lÄm^K^r*)  =  0,  welche  sicher 
erüQllt  ist,  wenn  die  Reihe 

JTo  +  Kit  +  J^r*  +  

oonrergirt  *).   Dazu  gehört  nach  Bd.  I,  Seite  174,  dass 

*)  Es  möge  hier  folgende  allgemeinere  Bemerkung  Hafes  finden. 
Bezeichnen  tQ,  .  redle  positive  Zahlen,  welche  eine  eonvos 

girende  Reihe  « 

r  =  «0  -f-  ^1  4-  ^2  -I-  ^3  +  

bilden,  sind  ferner  ^,  ^2>  •  •  *  positive  echte  Brüche,  so  bildet  der 
Ausdruck 

eine  Function  von  n,  welche  gleichseitig  mit  n  fortwährend  wächst,  aber 
immer  kleiner  als  T  bleibt;  dies  beweist,  dass  die  Reihe 

mit  der  vorigen  zugleich  conv^girt  Sind  femer  /ig,  f^2f"  irgend 
welche  theUs  positive,  tiieils  negative  echte  Brüche^  so  bilden  nach  dem 
yorigep  die  positiven  Glieder  der  Reihe 


t 
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ist;  die  anfangs  erwähnte  Ktilu-  coiivergirt  demnach  unzweifelhaft^ 
und  swar  stärker  als  eine  geometrische  Progression,  wenn 

genommen  wird.   Setzt  man  rar  Abkttnrang 


■o  |(aun  man  aueji  iagen:  die  ftagliöbe  Reihe  isonvergirt  fttr  alle 
deren  entsprechende  Punkte  innerhalb  eines  mit  dem  Halbmeteer  1{ 
beBchriebenen  Kruses  liegen.  Bieten  Kreb  püegt  man  den  Gonyer- 
genz kreis  der  Reihe  zu  nennen. 

Mittelst  der  soeben  benutzten  Schlussweise  ergiebt  sich  auch, 
daas  die  Reihen 

f        1  C'i  +  2C^jf  -f-  SCfljer«  -j-  ^C^ß^  -|-  .  .  . 

(  1.2ft  +  2.3(iier  +  S.4C4jer*  H  , 

n.  ■.  w. 

eonvergiren,  sobald  die  entsprechenden  Reihen 

lÄ'i  +  2A^r  +  SJTar-^  -f  ^K^r''  -f-  ,  . 

1..2ü^      2,3iC8r2  -I-  3.4iC4r-'  +  , 

n.  8.  w. 

die  nämliche  Eigenschaft  besitsen;  nach  einer  bekannten  ConTergena- 
regel  ist  dies  unter  der  gleichen  Bedingung 

der  Fall,  mithin  convergiren  die  Reihen  40)  und  41)  innerhalb  einea 

und  desselben  GonvergenzkreiBes. 

Definirt  man  die  Functionen  /(^f),  etc.  als  Summen 

der  vorigen  Reihen,  nämlich 

für  sich  genommen  eine  convergirende  Reibe;  dasselbe  gilt  von  den 

negativen  Gliedern,  mithin  convergirt  aucli  die  ganze  Reihe  und  zwar 
unbedingt,  weil  die  Convergenz  ungestört  bleibt,  wenn  statt  der  Facto- 
ren  ^li^,  ^j,  etc.  ihre  absoluten  Werthe  genommen  werden.  Endlich 
folgt  noch,  dass  die  Convergenz  der  aus  positiven  Gliedern  bestehenden 
Reihe 

die  Convergens  der  con^ezen  Reibe 
nach  sich  rieht»  falls  alle  f*  und  r  swisohen  —1  xaad       enthalten  sind. 


•  •  •  • 


•  •  •  • 
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f{g)  =      +  Cj^e  -h  C,z'^  4-      C-iZ-'  -f  , 

42){/iW=:        ICk    -^2GiS  4-    3C3-?2  -f  , 

Mg)=:  1.2Ct     +2.BCkg  H  , 


80  sind  dieselben  innerludb  des  GonTergenikreiflea  emdUehe  Fonetio- 
nen  Ton  dan  ne  auch  eandentig  sind,  yeratebt  sioh  toh  selbft, 
weil  eine  oonyergiiende  Beibe  nicbt  swei  venohiedene  Sommen  baben 
kann.  Wobl  aber  bedarf  ee  einer  specieUen  Untersncbnng,  ob  jene 
Functionen  stetig  und  monogen  sind.  Dieser  Diacnssion  wollen  wir 
erst  eine  Bemerkung  voranschicken. 

Bei  ganzen  positiven  m  hat  man  nach  dem  binomischen  Satze 

worin  rar  AbkOnning 

»  3.4  \»  ) 

gesetat  worden  ist   Nennt  man  ^  den  Modnlns  Ton  — wonacb 

sein  möge^  so  etbftlt  8  die  Form 
und  awar  ist 

_  m  —  2       ^  ,  (w— 2)(w  — 3)  „  , 

17=  1  H  — ^eos^  +  V  ^Li^  ^o«cos2^  H  , 

_  «—  2      .    -    ,    (Sl^2)(lll  — 3)    ,   .  . 

S  3.4 
Der  absolute  Wertb  ▼on  U  betrftgt  weniger  als 

-1-1  _  ^  4-  i  ..j  <;  (1  4-^)«-a, 

man  bat  folglich 

<  (1  4- 

Femer  befa^  der  absolute  Wertb  von  7  weniger  als  (l4-p)"*~*~l 
oder  es  ist 

F«<  [(1  -f  ^)".-«~ip, 

und  mit  der  vorigen  Ungleichung  zusammen 

U'l  ^   72  <^  2(1  4-  ^)2ra-4  —  2  (1  4"  ^)'«-*  4"  1. 

Wie  man  leieht  bemerkt^  gilt  för  jede  reelle  Zabl  ^ ,  wenn  sie  mehr 
als  I  beträgt,  die  Ungleicbnag 
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2««  -  2«  4-  1  < 

daher  ist 

TP    F»  <  f  (1  -h  Qy^-* 

oder,  wenn  die  Wurzel  ausgezogen  wird, 
Man  darf  daher 

setsen,  wo  X  einen  positiven,  weniger  als  J  betragenden  echten  Bruch 
beaeiehnet   Hiernach  ist 

5  =  2  A(l  -f.        2(cosö  +  isino) 

und 

43)  (js  +  ^e)'" —i^ssmig^-'^^js  -|-  m(m— l)ier^^jpU(l  +0)*^^^. 
In  der  Gleichnng 

44)  f(z)  =  Co  +  CV  +  0?^-  -\~  C,^'  -f  

ertheiien  wir  nun  der  Variabelen  ß  einen  Zuwachs  Je  von  solcher 
Kleinheit,  dass 

mod —  =  p   1 

e       ^  ^  r 

ist,  was  immer  geschehen  kann,  weil  r  <^  E  vorausgeselst  wird  nnd 
daher   1  einen  positiven  die  Null  übersteigeiiden  Werth  hat. 

Es  ist  dann 

mod(z  +  Jjs)  =  mod^z(^l   j  =  ntodg .  mod(l  -f 

=  r Vi  +  Sqcos^  +         r(l  +  q) 

mithin  um  so  mehr 

demanfolge  liegt  g  +  jdg  nooh  innerhalb  des  Oonvergenikreises,  nnd 
es  gilt  daher  cUe  Gleichung 

fiz  -I-  z/jer)  ==  Co  -f        4-        -f  (^lip  -}-  Js)'  -f  

Diese  giebt  in  Verbindung  mit  Nro.  44)  und  unter  Anwendung  des 
Hülfesatzes  in  Nro.  43) 

=  ä8\\0^  +  2CiÄ  +  3Qjer«  +  A.Q^b%  J\  ,] 

-f-  ^z^lOi  +2 . 3  Cs  Aiver (1  +  ^Y^x  -f  3.4  O4  A, z'^ix  q^e'^^^  +  •••], 
worin  Ai ,  A^, ,  .  .  .  positive  echt(3  Brüche,  Ö, ,  ,  .  .  .  irgend  welche 
Bögen  bedeuten.    Die  erste  der  obigen  £eihen  convergirt  und  hat 


Die  Functionen  complexer  Variabelen.  81 

eine  bestimmte  endliche  Samme,  die  schon  mit  fi  (js)  bezeiehnet  wor» 
den  ist.   In  der  zweiten  Beihe  kann  man  den  allgemeinen  Term 

n(n  + 1)  CS,+aA«««(l  +  qY  (cos  a„  +  isinön) 
durch  Einführung  der  Werthe 

^^«4  2  =  ^n  +  2icosy„^2-\-isiny„  +  2),  z  =  r(cosö +  tswö) 
umformen  i  derselbe  erhalt  dann  die  Gestalt 

n(»  +  1)  Jj;4.,[r(l  +  ^)]-A»(«Mr«  + 1  si«rj. 
wobei  es  auf  den  Winkel     nicht  weiter  ankommt  Die  zweite  Reihe 
wird  jetzt 

C%  4-  2 . 3  A'3  r(l  -f     ^1  icosti  ■\-  i Sinti) 

+  3.4/r3[r(l  -j-       L(cüsT',  -1- ismrj)  4-  .  .  . 
Wegen  r(l  +  g)  <  E  conyergirt  die  ßeihe 

2  .  3Äir(l  +  ^)  -I-  3  .  4J2i[r(l  +  rt?  H  

und  da  sich  die  Torhergehende  nur  durch  die  echt  gebrochenen  Fac- 
toren 

liC08ti,    Ai«mT],    Ajcosra,  AjSmra,.«.. 

davon  unterscheidet,  so  convergirt  auch  jene  Reihe.    Nach  diesen 

ErörteruügeQ  kann  man 

4Ö)  f(z  -f       -  /(^)  =  /,  (z)  ^z  H-  W2iz^ 

setzen ,  wo  /i  (z)  und  W  endliche  Grössen  sind,  so  lange  g  + 

innerhalb  des  GonTcrgenzkreises  liegt. 

Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  Zweierlei!  Einmal  folgt  dar- 
aus für  unendlich  abnehmende  Ö  und  e ' 

Lim[f(z^d)  -/(^-^)]  =  0; 

die  Function  f{z)  ändert  sieb  demnach  stetig  für  alle  innerlialb  des 
Convergenzkreises  liegenden  z.  Zweitens  ergiebt  sich  bei  unendlich 
abnehmenden  z/j 

— /iW  oder 

die  Function  besitzt  demi^ach  einen  eindeutigen  Differentialquotien- 
ten, d.  h.  sie  ist  monogen. 

Die  bisherigen  Unten^chungen  beweisen  zusammen,  dass  die 
Summe  einer  unendlichen  Potenzenreihe  eine  synektische  Function 
ihrer  Variabelen  ist,  so  lange  die  letztere  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises  bleibt. 

Hieran  knüpfen  sich  noch  zwei  andere  Bemerkungen.  Die  Reihe 
für  /i  {£)  war  aus  den  Differentialquotienteu  der  Reilienglieder  von 
f{z)  gebildet;  nachher  fand  sich,  dass  f\{z)  der  Differentialquotient 
von  f{z\  also  =  f{ß)  ist,  mithin  besteht  der  Difierential4|uotient  von 

Soblömilob,  Analyus.  II.  0 
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der  Summe  einer  Potenzenreihe  tm  der  Summe  von  den  Differential- 
qnotienien  der  eimselneo  Gliedet.  Küracr  heiMt  dies,  eine  Gleichnng 
von  der  Form 

f{2)  =  To  +  Cixr  4-  Cz-^       0,g^  -\  

darf  ohne  Weiteree  differensirt  werden,  und  es  ist 

fiz)=:    I0i+    2ftjp+    SCijr* +  ••••. 
dann  wieder 

/\0)  =  1.2 C's  +  2.3Cie  +  3.4  Q^^*  -f  .  • 

U«  B.  W. 

Gebt  man  umgekehrt  vom  Differentialquotienten  /'(^)  zu  f(e)  «tt- 
rück,  so  folgt,  dass  eine  Potenzi  iiieilie  ohne  Weiteres  «wiBchen  sol- 
chen Grenzen  integrirt  werden  darf,  die  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises  liegen;  der  Integrationsweg  bleibt' dabei  willkürlich  inner- 
halb deB  Convergenzkreisefl. 

Wir  discutiren  noch  £e  verwandte  Frage,  ob  ein  Integral  von 

der  Form 

»0 

worin  F{z)  eine  synektische  Function  bedeuten  möge,  auf  die  Summe 
von  den  Integralen  der  einzeiueu  Glieder  zurückkommt,  ob  es  also 
der  Reihe 

gleich  gesetzt  werden  darf;  wobei  natürlich  anzunehmen  ist,  dass  der 
Integrationsweg  innerhalb  des  Convo  genzkroiscs  liegt.  .  Noch  allge- 
meiner wird  diese  Untersuchung,  wenn  man  sich,  statt  der  Potenzen- 
reihe irgend  eine  andere  Ileihe  denkt,  etwa 

2i  -|-  2i  -f-  Zi         ^8  +  •  •  • 

welche  innerhalb  eines,  den  Integrationsweg  einschliessenden  Kaumes 
convergiren  möge.    Zerlegt  man  die  vorliegende  Reihe  in 

z=:  Zo  +  Zt  +      -\  -f  4- 

worin  selbstverständlich  =  Zn  -\-  Z„  ^  i  -f-  etc.  ist,  so  erhält  man 
dorch  Integration  der  einzelnen  Ausdrücke  rechter  Hand 


s 
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JF{z)  [Zo  +  Z,  -\-      +  .  .  ^}dz  -  J F{js)Rndz 

=  j  F{z)Z^dz  -h  j  F{z)Zide  +  •  •  •  +  j  F(z)Zn^xde. 

Ans  der  Gleielmii^ 

jB«  =  Zo  +  Zi  +      H  (Zo  -i-  Zi  4- . . .  -f  Z»-.x) 

folgt  nun,  weil  bei  unendlich  waehsenden  n  der  Sabtraliend  densel- 
ben und  zwar  endlicben  Wertb  erlangt,  welchen  der  Minnend  lohon 
besitzt^  lAmB^  =  0;  es  kann  daher  auch  das  Prodnct  aas  der  end- 
lich bleibenden  Function  F{e)  und  der  unendlich  al^ehmenden  Grösse 
Bn  beliebig  klein  gemacht  werdeq.  In  Folge  dieses  Umetandes  ist 
wieder*) 

=  0, 


*)  Um  jedem  etwai^ren  Zweifel  an  dieeem  Schiasse  zu  T)egeguen,  fu- 
gen wir  noch  folgrende  Erläuterung  bei.  Es  sei  #  =s  «  »y,  F{ß)M^ 
=      4-  »t?«,  80  wird 

J  F{s)B»dM  =  J (i».  +  »«.)(da;+  idy) 

und  hierin  sind  u„,  v„  Functionen  von      y,  n,  welche  für  unendliche 

n  peq-en  die  Null  converpfiren.  Zufolge  cics  pog-phenen  oder  -willkürlich 
gewählten  Intrgrationsweges  kann  man  sicli  ferner  y  als  Function  von 
X  vorstellen,  etwa  y  —  (j.{x)^  und  diesen  Werth  im  ersten.  Integrale  rech* 
ter  Hand  substituiren;  letzteres  erhält  dann  die  Form 

u^dx 


I 


und  darin  ist  nur  von  x  und  n  ahhängig".  Dass  nun  dieses  Integral 
gleichzeitig  mit  u»  gegen  die  Null  convergirt,  folgt  sehr  leicht,  namentlich 
wenn  man  Bich  das  Integral  als  Fläche  einer  Curvo  denkt.  Für  das  nächste 
Intogral  gelten  genau  dieselben  Sdi^üsse.  Bei  den  letzten  zwei  Integra- 
len bedarf  es  nur.  der  .kleinen  Modi&cation,  dass  man  umgekehrt  x  durch 
y  ausdrückt,  also  auch  m  und  «»  als  Functionen  von  y  und  n  darstellt. 

6» 
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nnd  es  gilt  demnaeh  die  Oleichang 

46)  Jf^z)  [Zo  +  Z,-\-       +      +  '"]äß 


*\ 

=  J  F(ß)Zodg j  Fiz)Z,dz      jFiz)Ztdjs  +  

«6 

Torausgesetst,  dasK  der  Integrationsweg  innerhalb  des  Convergens- 
ranmea  der  Reihe  Zo  +  Zi  +  titc  Hegt,  und  dass  F(e)  innerhalb 
des  Integrationsweges  synektisoh  bleibt. 

Dio  vorigen  Bclrachtunprn  lassen  ßicli  mit  geringen  Modifica- 
tionen  auf  solclie  Ktilioii  ausdehnen,  welche  nach  absteigenden  Po- 
tenaen  von  e  fortschreiten,  d.  h,  auf  Keihen  von  der  Form 

Co  -I-  —  +  -jr  +  ^3  -1- 

Zunächst  findet  man  leicht,  daaa  die  vorliegende  Reihe  unter  der  Be- 
dingung 

mod  e  >•  nwd  (^m  ^r—^ 
convergirt,  dass  sie  also  ausserhalb  des  Kreises  convergent  bl^bt, 
innerhalb  dessen  die  frOhere  Reihe  convergirte.  Setat  man  —  =  i», 

80  sind  F^^-^j^  für  s  ^  Ii,  sowie  i\u)  iür  m  <  jB  gleichzeitig 

synektisch,  und  es  reicht  diese  Bemerkung  aus,  um  die  früheren 
Sätze  auf  den  gegenwärtigen  Fall  zu  ftbertragen. 

Um  nun  die  allgemeinen  Bedingungen  zu  erhalten ,  unter  wel- 
chen eine  Function  F(.z)  in  einer  Potenzenreihe  entwickelbar  ist,  er- 
innern wir  an  die  am  Ende  des  Abschnittes  V.  bewiesenen  Formeln 
22)  und  24).  Bleibt  nämlich  die  Function  F{e)  syuektisch  innerhalb 
eines  bestimmten  Knumes  und  wählt  man  femer  als  Integrationsweg 
für  jp  «ne  innerhalb  desselben  Raumes  liegende  geschlossene  Curve, 
welche  den  Punkt  t  einmal  umkreist,  so  hat  man  die  beiden  Formeln 

1.2.3...»       2««7     — J)«  +  i  • 

und  wie  leicht  zu  sehen  ist,  enthalten  die  Gültigkeitsbe^ingnngen  deo> 
selben  keine  überflüssige  Einschränkung.  Wenn  nun  F(m)  qrnektisch 
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bleibt  für  jedes  r ,  dessen  Modulus  weniger  als  eine  bekannte  Grösse 
B  beträgt,  und  wenn  zugleich  7)io(fl  <<  -R  ist,  so  kann  man  als  In- 
tegrationsweg einen  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreis 
wählen,  dessen  Radius  mod^  aber  <Z  R  ist;  dieser  Kreis  nm- 
Bchliesst  den  Punkt  J,  und  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  ist 
modz  >  modt.  Zufolge  des  letzterea  Umstandes  gilt  die  Beihen- 
entwickelung  *) 

'   -  '      '    =±  +  -L  +  ^  +  


und  man  hat  daher  nach  der  ersten  der  Torigen  Formeln 
oder,  wenn  man  beide  Formeln  für  (  =  0  anwendet, 

^«)=^(o)+im  +  CT  +  

Durch  diese  Formel  wird  der  Satz  von  Mac  Laurin  auf  complexe 
Variabele  ausgedehnt,  und  zwar  unter  der  Bedingung,  dass  der  Mo- 
dulus von  i  kleiner  als  der  Radius  des  KreiJ^os  ist,  innerhalb  dessen 
die  zu  entwickelnde  Function  synektisch  bleibt.  Die  Convergenz  der 
erhaltenen  Beihe  versteht  sich  yon  8eH>Bt,  weil  die  Reihe  einer  end- 
lichen Grtae  F(t)  gleich  ist**). 

Dieses  einfache  Theorem  gewährt  dadurch  einen  wesentlidien 
Vortheil,  dass  es  die  Unienmehiing  Aber  den  Rest  der  Mao  Lanrin> 


•)  Als  identische  Gleichung  gilt  die  Formel 

=  i  +  g  4-     ^  .  .  .  -1- 

ebenso  für  complexe  wie  für  reelle  q.   Setzt  man 

q  —  r  {cos  0-\-i  sin  o) , 
so  ist  bei  e<dit  gebrochenen  ;*  und  unendlich  wachsenden  n 

Lim{c)  —  0, 

mithin  auch 

und  man  erhält  die  Formel 

"  1  • 

|— ^  =  1  -f  (7  -f  f/2  _^  33  -f  .  .  .  ■  , 

deren  Gültigkeit  hiernach  an  die  Bedingung:  modq  <  1  gebunden  ist. 

*♦)  Ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  rühren  diese  Betrachtungen  von 
Cauohy  her  (Considcrations.  nouvelles  sur  la  thcorie  des  suitcs  et  sur 
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sclieii  Rdlie  völlig  erapart  und  unmittelbar  aas  der  Katuc  einer  ge- 
gebenen Function  die  Bedisgungen  ihrer  Entwiokelbarkeit  erkenneii 

läset.    Ist  z.  B.  (i  keine  ganze  positire  Zahl ,  so  bleibt  die  Function 

(1  -|-  ji)."  eindeutig,  endlich  und  stetig,  wt  nn  man  von  dem  Aiifange- 
werthe  1;"  =  1  ausgeht  uud  den  Mcduhis  von  r  die  Einheit  nicht  er- 
reichen lässt,  während  {ür  niod z  —  l  ein  \  <  rzweigungspunkt  auftritt. 
Der  allpenu'ino  hinoniieche  Satz  gilt  daher  für  jedes  dessen  Modulus 
unter  der  Jb^iulieit  liegt.    Ein  anderes  Beispiel  liefert  die  Function 


e'-r 

welche  fflr  ir  =:  t ,  2  X  disconiinuirlich  und  augleieh  unendlich  wird, 
aber  für  jedes  ^,  dessen  Modulus  weniger  als  2n  beträgt,  synektisch 
bleibt;  die  Entwickelung  dieser  Function  ist  daher  au  die  Bedingung 
modz  <C  27t  gebunden. 

Wir  kehren  noch  einmal  zu  den  vorigen  allgemeinen  Tormein 
zurück,  um  mit  wenigen  Wojtcn  zu  zeigen,  wie  sich  auf  ähnliche 
Weise  die  Taylor'sche  Reihe  entwickeln  lässt.  Hält  man  nämlich  die 
früheren  Bedingungen  fest  und  ersetzt  den  Nenner  #  —  £  duroh  B  —  Y 
^  (£  —  'y)9  Bo  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

^•-^      2%nJ  B  —  Y  —  (t  —  Y) 

_         rF(z)dz      t-v  rF{z)dz     (X-yy  fF(z)  dz 

=  nr)  +  ^^r(y)  +  ^^^F"{y)  +  . 

welche  für  S  =  y  -f-  Ä  den  Taylor'schen  Sota  daxstellt.  Zur  Gül- 
tigkeit  der  Entwickelung  gehört^  dass  madh  weniger  betrftgt  als  der 
Modulus  desjenigen  b,  fflr  welches  F{y  -f  z)  aulh((rt  j^ynektisoh  au 
sein. 

Die  vorigen  Betrachtungen,  welche  auf  der  Voraussetzung  be- 
ruhten, dass  F{g)  innerhalb  einer  Krcisiläche  synektisch  bleibe,  ge- 
statten noch  eine  wesentliche  Verallgemeinerung,  sobald  man  sich 
eine  Function  F{z)  denkt,  die  innerhalb  eines  ringförmigen  Raumes 
synektisch  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  um  den  Coordinatenanfang 
zwei  Kreise  von  der  Beschaflieuheit  construiren,  dass  F(js)  sowohl  auf 

le3  lois  de  leur  convergenco  in  den  Exercices  d'Analyse  et  de  Fhysique 
mathematique;  livraison  9,  Paris  1810).  Den  Ilerleitungen  von  Cauchy 
uud  seinen  Nachfolgern  (Puiseux,  Briot  und  Bouquet)  fohlt  indes- 
sea  der  jedenfalls  erforderliche  Nachweis,  dass  man  unendliche  compiexe 
Bethen  ohne  Weiteres  integriren  darf. 
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als  jprischen  beiden  KreiBumföngen  synektiscb  bleibt;  innerhalb  des 

entstandenen  Kreisringes  möge  wit^der  der  Punkt  ^  liegen.  Bezeich- 
net To  den  Radius  des  inneren  Kreises  und  wird  die  Peripherie  des 
letzteren  als  Integrationsweg  des  z  genommen,  so  hat  das  Integral 

('•.) 

einen  gewissen  Werth  W,  welcher  nur  von  den  etwaigen  innerhalb 
des  Kreises  (t'u)  liegenden  Ausnahmepunkten,  niclit  aber  von  ^  ab- 
hängt, weil  dieser  Punkt  ausserhalb  des  genannten  Kreises  liegt. 
Nimmt  man  dagegen  den  grosseren,  mit  dem  Radius  ri  beschriebe- 
nen Kreis  zum  Integrationsweg,  so  enthalt  das  Integral 

FC) 


■      f  FC) 


da 


nicht  nur  alle  vorherigen  Ausuahmepunkte ,  sondern  auch  den  Aus- 
nahmepnnkt  %  und  zwar  nor  diesen  einen  mehr,  weil  F(js)  innerhalb 
des  Kreilringes  synektisch  ist  und  daher  F{»)  :  innerhalb 
dieses  Baumes  nur  fiOr  ^  =  (  unendlich  wird.  Zufolgd  dieser  Be- 
merkungen gelten  die  beiden  Formeln 

-  ^  —  6 

und  man  erhftlt  daraus  durch  Subtraction 
oder 

Im  ersten  Integrale  ist  ri  =  modz  >  mod^^  also  wie  früher 

1  1    .6    X  6"  -I- 


im  zweiten  Integrale  ist  Tq  =  mod  z  <^  mod  J ,  mitbin 

;      1  L  4-  J-  4-  il  4- 

— j  —  {  i-  g2  ^       ^  •  •  •  • 

und  nach  Substitution  dieser  Beihen  erhilt  man  durch  Integration 
der  einzelnen  Glieder  ein  Besoltat  von  der  Form 
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J     -t-  J2 

Ist  also  F(i!)  synektisch  iiuerhalb  eines  Kreisringes  und  liegt  {  in- 
nerhalb  detaelben  Riogei,  so  läa&t  sich  F(t)  in  eine  Doppelrcdhe  Ver- 
wandeln, die  nach  steigenden  nnd  fallenden  Potenzen  tou  {  foit- 
sebreitet'*).  Die  Coefficienten  Oof  Oii  etc.  sind  die  nämlichen  wie 
in  der  Mac  Laar  in' sehen  Reihe;  die  Coefficienten  &|,  hi  etc.  be- 
stimnien  sich  mittelst  der  Formel 


Ab  Beispiel  kann  man  die  Function 


nehmen,  wenn  man  modct  <^  mod  J  C  mod  ß  yoranssetzt ;  es  ist  dann  Tq 

zwisqhen  niodcc  und  modti  rj  zwischen  mod^  und  niodß  zu  wählen. 

Wir  betrachten  schliesslich  noch  den  Fall,  wo  F(z)  ausserhalb 
eines  mit  dem  Radios  ro  beschriebenen  Kreises  synektisch  bleibt,  so 
dass  ri  beliebig  gross  genompien  werden  dari  Das  erste  Integral 
in  Kro.  47)  läset  sich  dann  dnrch  Einführung  von  g  =  nef^  folgen- 
dermaassen  'darstellen : 

in 


nnd  wenn  F{ri  e*&)  bei  unendlich  wachsenden  Vi  die  Null  sur  Grenze 
hat,  so  oonvergirt  der  Werth  des  vorstehenden  Integrales  eben&lls 
gegen  die  NulL    Die  Formel  47)  rednoirt  sich  dann  auf 

48)      •     m=^^.^.  f^'^ dz 

(ro) 

und  giebt  die  Entwickelung 

Letztere  gilt  demnach,  wenn  F{z)  ausserhalb  eines  bestimmten  Krei- 
ses (ro)  s^ynektisch  bleibt,  wenn  zweitens  F{)'ie'0)  für  Ti  =  oo  ver- 
schwindet, und  wenn  drittens  mod^  ^  mod  vQ  ist. 

Ein  Beispiel  hierzu  liefert  wieder  die  Function  ' , 


*)  Das  obige  Theorem  ist  von  Laurent  gefunden  worden;  s.  Briot 
und  Bouquet,  Theorie  d.  period.  i  unot.  Nro.  30. 
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^(0  =  («_j)(/j_f) 

wenn  moda  <^  rnodß  <^  modt  genommen  wird,  in  welchem  Falle 
ro  einen  beliebigen,  swiseben  moäß  ond  modS  einzuscbaltenden  Werth 
bentst 


Vm  Die  Faoultätenreilien. 

Bereits  in  Tbl.  I,  S.  1G9  wurde  für  eiiieu  speciellen  Zweck  eine 
Reihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder  Quotienten  aus  je  zwei 
Facultäten  sind;  wir  betrachten  hier  diese  Reihe  noch  einmal  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  vorkommenden  Grössen  compleze  Zahlen 
sind,  und  wollen  nachher  die  allgemeinere  Frage  erörtern,  unter  wel- 
chen Umständen  eine  gegebene  Function  in  eine  solche  Facult&ten- 
robe  entwickelbar  iei 

Ans  der  irtiberen  Formel 

_L    r/^       /3(^  +  l)(^  +  2)...(^-|-n-l)1  . 
a  ^  ßla       «(«  -f  l){a     2). . ."(«  +  w—  l)j 

^       ß       .        ß  (ß_±2\  J.  . .  j1        +  1)  .  .  .  Qj  4n-2) 

a(a-f  1)  ^  «(« -[- l)(a  4- 2)"^'  .  .  .  1) 

folgt  für  «  ==     /3  =  t  und  durch  Addition  der  Gleichung 


die  neue  Formel 

AQ\      -l-  Fl  -      ■¥^){t  ^2),.,{t  -vn-\y\ 
A  —  ^L       A(A4-l)(A  +  2)...(;iH-n-l)J 

_  i    ■        t  i{t  +  l)  t(t  -^l)...it-^n-2) 

l  ■*"A(A-|-l)'^A(A  +  l)(A  +  2)"^.*  *"^A(A  +  l)...(A+n— 1)* 

und  darin  sei  * 

t  =  U  -\-  iVy    X  =  ^  iv. 
Um  den  Grenswerth  an  ermitteln,  welchem  sich  das  Produot 

t(t  ^  !)(/  -I  2)  (7  L  ^^-l) 

»~"  A(XH-l)(A  +  2>  (A  +  w— 1) 

bei  unendlich  wachsenden  n  nähert,  denken  wir  uns  n  als  die  Summe 
einer  constanten ,  nachher  zu  bestimmenden  Zahl  k  und  einer  ver- 
änderlichen Zahl  ni,  und  zerlegen  P„  in  zwei  Producte,  von  denen 
das  erste  ist,  während  das  zweite  nach  Substitution  der  vorigen 
Werthe  von  t  und  A  folgende  Form  erhält: 
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'Iii  +  /.  )-'  1-     "(tT-f  A-  -f  1)-'  4-  {u  4-  my  -f 


wobei  es  auf  den  Werth  von  a  nicht  weiter  ankommt.  Der  noter 
dem  Wnnelseichen  stehende  Aasdnick  heisse  Q«,;  ee  ist  dann 

60)  =      V\>,.  .  e**^ 

und  ferner,  wenn  <t-       t;*  ~  r^,  /tt^  +  v'-*  —  ^-  gesetzt  wird, 

1  4-  _  -L  _    1  _L  _i_      ^  1  4_  _  _L  _ 

_  ^      ^  A;^    ^  jfe  +  1  ^  (ib  +  I)^   ;  ^  w  ^  w»  ^ 

Man  kann  nun  /c  so  gross  wählen,  dass  der  absolute  Werth  jedes  der 
beiden  Ausdrucke 

2u  ,    »■»  2/t 

_  +  _  and  —  +  p 

weniger  als  |  beträgt,  nnd  dann  läsat  sich  l     mittelst  der  Formel 

7(1  +     =  a?  —  fflf«,      0  <  e  <  1, 

entwickeln,  welche  bei  positiven  und  negativen  x  gilt,  wenn  x-  <^  \ 
ist  *).    Hiernach  erhält  man 

'«-  = +  rn  +  rh  +  ■  •  •  +  i) 
+  '"-"lF  +  (£Töi +  •■■  +  »)  ■ 

-«■(t  +  S)'- •,-—(" +  S) 

worin  «f ,  •  •  .  Mm  nnd  ßk*  •  •  •  ßm  nicbt  ü&her  bestimmte  positiTe 
echte  Brüche  bedeuten.  Bei  unendlich  wachsenden  m  divergirt  die 
erste  der  obigen  vier  Reihen;  die  Übrigen  cpnyergiren,  mithin  ist 


3 


*)  Bezeichnet  nämlich  £  den  absoluten  Werth  von  so  ist  bei  echt 
gebrochenen  I 

xmä  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  <  }  oder  gleich  einem 

echten  Bruche  r.  Ferner  hat  man 

1(1-1)  =  - I  -  {2(i4.l,t^l{a  +  .  .  . 

nnd  für  $  <  ^  ist  die  Smume  der  eingeklammerten  Reihe 
d.  h.  <  1.  Beides  zusammen  giebt  die  obige  Formel. 
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und  hieraus  folgt,  dass       die  Null  zur  Grenze  hat,  sobald  u  — 
negativ  ist    Unter  dieser  Yoraussetzung  giebt  die  Gleichung  50) 

LmFn  =  0, 

wofern  nichi  Pk  nnendlicli  ist,  was  nur  dann  Torkommen  könnte, 
wenn  v  =  0  und  ft  eine  negative  ganze  Zakl  wftre.  ScfaUesflen  wir 
dielen  Fall  aus,  so  haben  wir  nach  Nro.  49)  die  Gleichung 

61)  =  '  + 

-  ^  •  A  —  r    X  ^  i{x-^i)^     +  i){k -f  2)  ^ 

und  zwar  unter  der  doppelten  Bedingung,  dass  der  reelle  Theil  von 
A,  verminderir  um  den  reellen  Theil  von  einen  positiven  die  Null 
ftbersteigenden  Rest  giebt,  und  dass  keine  der  Grössen  A,  A  +  1* 
A  rf-  2 ,  eto.  yenMdiwindet. 

Nach  dieser  Yoruntersuchung  erinnern  wir  wieder  an  die  unter 
Nro.  47)  bewiesene  Formel 


worin  sich  die  erste  Integration  auf  einen  mit  dem  Halbmesser 
die  zweite  auf  einenr  mit  dem  Halbmesser  ro  heschriebenen  Kreis  be- 
zieht, während  auf  und  zwischen  beiden  Integrationswegen  syn- 
ektisch  bleiben  muss.  Das  erste  Integral  lässt  sich  nach  Formel  51) 
für  X  •=  IS  •=  r^^'Ö  und  <  =  ^  =  J-|-?r;  nicht  entwickeln,  weil 
der  Punkt  t,  zwischen  beiden  Kreisen  liegt  und  ebendeshalb  die  Be- 
dingungen fi^  ^  -f-  f]'^  und  r\COSÜ  —  |  ^  0  innerhalb  des  In- 
tervalles  0  =  0  hi»  0  =  2  7t  mit  einander  unverträglich  sind.  Viel 
günstiger  gestalten  ^ch  die  Verhältnisse  bei  dem  zweiten  Integrale, 
wenn  in  Nro.  51)  ^  =  £  =:  £  -f~  t  =  =  r^e*^  genommen 
wird;  die  Bedingungen 

'       <  i«  +  1?»  <  ri«  und  f  —  neo$e  >  0 
lassen  ßich  nämlich  dadurch  erfüllen,  dass  man  |  positiv  und  grösser 
als  ro  wählt,  womit  die  Möglichkeit,  dass  eine  der  Grössen  ^,  ?  -f-  1, 
i  ~\-  2,  etc.  verschwindet,  von  selber  ausgeschlossen  ist  Man  erhält 
jetzt  ein  üesultat  von  der  l'orm 

■    "^  f     ?(S+i)  S(S+i)«-h2)'^*'" 

und  zwar  gilt  dasselbe  so  lange,  als  ro  <C  Vi'  "h  *C  zu- 
gleich I  ^  ro  ist,  d.  h.  wenn  der  Punkt  £  innerhalb  des  Krei^ 
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abBchnittei  liegt,  der  einerseits  Ton  dem  mit  dem  Radios  fi  beeclirie- 
baien  Kreise,  andererseits  von  der  im  Abstände  fo  parallel  mr 
jf*Ac1i8e  gezogenen  Geraden  begrenzt  wir4*  Die  Coefficienten  c^,  Cjt 
etc.  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel 

e.  =  -^  fz{z  +  1) . . .  {»■lrn-S)F(B)d» 

(r«) 

und  können  leicht  auf  die  Goeffidenten  &i ,  Ih,      etc.  mrackgefübrt 

werden,  welche  bei  der  Entwickelung  von  F(t,)  nach  absteigenden 
Potenzen  von  ^  vorkommeu.  iStizi  man  nämlich  gemäss  einer  frühe- 
ren Bezeichnung 

e(e  +  l)(ir  +  2)(Äf  -f  3)  .  .  .  (if  +  m  —  1) 

mm  m  m 

so  erhält  man  durch  £ntwickelung  der  unter  dem  IntegraUeichen 
stehenden  Facultät 

c^^z^cIk  -h'c'X-i  +  

Die  vorige  Entwickelung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  F{2)  für 
jedes  ausserhalb  des  Kreises  «(fo)  liegende  z  synektisch  bleibt  und 
wenn  zugleich  F{x\e^^  für  =  oo  verschwu^det}  das  AnfSuigsinte- 
gral  föUt  dann  weg  nnd  es  bleibt 

63)      J'(S)  =  |.H-^^+^^^_ +  ...., 

wobei  der  reelle  Bestandtheil  von  ^  grösser  als  ?*n  f^ein  musp.  Die 
Coefficienten  Ci,  Cg,  etc.  behalten  die^-elben  Werthe  wie  vorhin*). 
Ein  passendes  BeiiBpiel  hierzu  liefert  die  Function' 


falls  der  Logarithmus  eindeutig,  d.  h.  so  genommen  wird,  dass  71  =  0 
ist,  und  wenn  man  dein      einen,  die  Null  übersteigenden  sonst  aber 
beliebig  kleinen  Werth  ertheilt.    Die  Bedingungen  für  F{z)  sind 
dann  erfüllt,  auch  kennt  man  unmittelbar  die  Werthe  von  &j, 
etc.  zufolge  der  Entwickelung 


\   ^  g)'^  \   g        2  g^^  Z  g* 

modg  I>  1 , 


•  •  •  •  . 

•I 


*)  Der  Verfasser  hat  die  obige  Untersuchung  zuerst  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Köni;^»-!.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaiten  mitgetheüt. 
(Bericht  vom  1.  2<üvcniber  1863.) 
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imd  ei  ist  daher  filr  jedes  £,  dessen  reeller  Theil  einen  positiTen 
Werih  beeitst, 

Für  die  Coeiäcienten  hat  mau  Ci  =  1  und 

{ n      i  n  i        "1  \ 

c.,.  ^  -  C.-  +     —  -  . . .) 

oder  in  kflrzerer  Fassung 

=  (-1)«  y  — 2)...(<  — ?7^;<i<. 

0 

Setzt  man  deu  positiven  Ausdruck 


1 

*  (1 — 0  (2 — 0 .  • .  (» — 1  —  0  <  =  «« . 


sQ  wird  cw^i      —  mithin 


•  • « 


(J  +  2) 

und  die  Werthe  der  Coefücienten  sind: 

=  Ji         ==  ii     *3  =  i»     <*4  =  jo»     «5  =  {i  •  •  •  • 
Als  zweites  Beispiel  wfthlen  wir  die  Function 

•    1\       1  ^  11,11 

welche  den  Bedingungen  für  die  Gleichung  53)  ebenfalls  genügt^ 
wenn  der  Logarithmus  eindeutig  wie  vorhin  genommen  wird.  Setit 
•  man  zur  Abkürzung 

> 

0 

so  findet  man,  immer  vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  ^  po- 
sitiv und  von  Null  verschiede  n  ist, 

ßi  Ä 


2 


55)i-e.(i  +  i)  =  il- 


£6  +  1)    £(6  +  1)  (6+2) 

und  zwar  sind  die  Werthe  der  Goef&cienten: 

ßl  =  h  ~  12»  —  iö^     ^4  ~  «5»     ß'ü  ~         '  '  •  * 

Gelegentlich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  sieh  Entwickelun- 
gen  dieser  Art  au  einer  vortheilhaften  Transformation  mancher  endli- 
chen Reihen  benutzen  lassen.  Ertheilt  man  nftmlioh  in  dem  Ausd^acfce 
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 1  

£(t+i)tt+2)...(e+*-i) 

dem  {  der  Beibe  nach  die  Werthe  1,  2,  3,  .  , ,  p  und  addirt  alle 
entfitehenden  Brüche,  so  erhält  man 

11,,  1 

-r  •  •  •  -r 


1.2...Ä;   '   2.3...(Ä;+1)  -fl) ...  (i> +*— 1) 

l...(fc-l)U  Ä(ik  +  l)(*  +  2) 

,         1  .  2  .  3  . . .  (p  —  1)  \ 

'^>kik^  l)(^.4-2)...(Aj-f  2,-1)1 

und  hier  lässt  sich  die  in  Parenthese  stehende  Ivoihe  nach  Formel  49) 
für  X  =^  kt  t  =  l,n=j>  Bummiren;  dies  giebt 


1.2...*  ^  2.3...(*  +  l)  '  '  l>(j>4-l)...0P-h^— i) 
 i  ) 

~  »j  — Ui.2...(fc  — 1)     (p-f- i)(iv-h2) . . .  (2> -f /^"-~  i;/' 

wobei  selbstverständlich  k  ^  1  sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  in  der 
GleichoDg  54)^=:l,2,...j9  und  addiren  alle  Ergebnisse,  so  kön« 
nan  wir  rechter  Hand  die  Formel  66)  anwenden  nnd  erhalten 

i(i>  +  i)  =  Y  +  ¥  +  i+"-+F' 

_  aj_  n  i_l  _  f!?./ J  1  1 

Iii       i>^lJ        2(1.2      (l?  +  l)U>  +  2)i 
oder,  wenn  die  ¥on  p  unabhängige  Summe 

«1     1    ,   «,      1     ,    «3         1       .         _  . 
1     1^2     1.2  ^  3     1.2.8  ^ 

geeetst  wird,  ^ 

III  1 

67)  —  +  —  4-  —  -I  •  +  -- 


• .  •  •> 


1  j>+l       2  (p  +  l)(p  +  2) 
Mittelst  dar  vorhin  angegebenen,  Werthe  der  Ooeffieienten  tf],  «9,  ete. 
findet  man 

A  =  0,5772156649  .  .  . 
Die  Gleichung  57)  bietet  den  Vortheil,  dasa  die  vorkommende  Fa- 
cultätenreihe  immer  convergirt  und  zwar  um  bo  stärker,  je  grösser  j> 
ist  £ine  .Summe  wie  z.  B.  |  -|-  3  +  *  *  *  +  Im?  ^^t  sich  hiernach 
mit  groeeer  Leichtigkeit  berechnen. 
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Multiplicirt  man  die  Gleichung  54)  mit  |,  aubtrabirt  davon  die 
Oleiobnsg  65)  imd  setoi  sur  Abkürzung 

l 

= J*(l - 0<(1  - 0(2  - 0  ...(«- 1  - t)di  =  Yn. 
80  kann  man  dem  Besultate  folgende  Form  ertheilen 

 Ti  Vi  y.i  

£(£  +  1)     6(£  +  i)(S+2)     £(£+ i)(£+2)(e+3) 

Durcb  Addition  aHer  der  Gleicbungen,  welcbd  bierans  für  £  =  1^ 
2^  •  .  .  p  berrorgehen,  erbftlt  man 

(P  +  J)?(p-f  1)  -  ?(1.2.3  ..p)  -1» 

 ri  (i  i_l  _     IJ  -1— — 1  _ 

~"        1   11       J»+lJ        2   11.2      (p  +  l)(p  +  2)l 
oder,  wenn  die  Yon  p  nnabb&ngige  Summe 

1     1^2     1.2  ^  3     1.2.3  ^ 

gesetzt  wird, 

68)  K1.2.3...J?)  =^  -h  (p+^liP  +  l)  —  P 

1   yi      1  ya  

lj>  +  J       2  (i>+l)(p  +  2) 
Die  Wertbe  der  Goeffieienten  sind  - 

yi  =  —      ^2  =  0,     =         =  ^,     =     .  •  • . 

und  mittelst  derselben  findet  sich 

£  =  —  0,0810614668  . .  . 
Eine  etwas  besBere  Gestalt  bekommt  die  Formel  68),  wenn  man 
p  ='fl  —  1,  ferner 

1  -f  ^.  =  0,9189385332  =  C 
setzt  und  beiderseits  /g  addirt;  es  wird  dann 

69)  /(1.2.3..,fl)  =  C  +     +       —  g 

1  yi    1    r-2  1   

la    2fl(ä+i)  3fl(a-hi)a+2) 

Mittelst  der'  anf  Seite  437  des  ersten  Tbeiles  ausgefftbrten  Betracb- 
tung  kann  man  sieb  (Uangens  leiobt  übenseugen,  dass  C  bier  densel- 
ben Wertb  besitst,  wie  dort,  nSmliob  C  :=  iK^n)*). 


*)  7on  einem  anderen  Gesiobtspnnkte  ansgebend,  bat  der  Yerfasser 
die  FaoaltStenreiben  behandelt  im  Jahrgänge  1869  der  Sitsangsbertohte 
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IZ.  Die  KeilLen  von  Bürmaun  imd  Lagrange. 

L  Wir  gehen  noeh  einmal  anf  die  Seihenentwickelimg 

60)  F(t)  =  Co  +  Cii  +  a,t^  +  Cii*  +  

zorftck,  deren  Convergenzkreis  oder  Gültigkeitskreis  durch  die  eine 
Bedingung  bestimmt  i^t,  dass  F(t)  innerhalb  desselben  synektiscb 
bleiben  muss.  Die  Fläche  dieses  Kreises,  also  den  Spielraum  der 
complexen  Yariabelen  denken  wir  uns  auf  die  Weise  entstanden, 
dass  zunächst  DwJt  von  Null  an  bis  zu  dem  grüssten  erlaubten 
Werihe  ^riebet  und  dass  nachher  der  so  erlialtene  Radius  des  Con- 
vergenzkreises  eine  volle  Umdrehung  am  den  Mittelpunkt  ausführt. 
Demzofolge  ist  modt  eine  endliche  und  eindeutige  Variabele,  wel- 
che von  Null  bis  zu  einem,  durch  die  Natnr  von  F(t)  bestimmten 
Maximnm  eontinnirlich  snnimml      Setzen  irir  nxm 

so  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  GO)  die  folgende 

61)  f(z)  =  Co  +  Ci9W  +  ('2^(J^)'  +  Cnq:(^^y  + 

und  für  diese  sind  noch  die  Bedingnngen  der  Gültigkeit  zu  ermit- 
teln. In  dieser  Beziehung  erinnern  wir  erstens  an  den  ümztand, 
dass  t  und  F{i)  endliche,  eindeutige  und  stetige  Variabele  waren;  es 
müssen  daher  anch  (p{£)  xmd/(e)  inneriialb  eines  gemeinschaftlichen 
Spielraames  q^nektische  Functionen^  sein.  Weil  femer  in  Nro.  60) 
mottt  sein  Wachsthum  mit  dem  Werthe  Noll  anAngt,  so  mnss  es 
wenigstens  einen  speciellen  Werth  jb^  =  üTo  geben ,  für  welchen 
mod(f(z)  den  Anfangswerth  Noll  erh&lt,  mithin  auch  9)(j)  =  0  wird; 
die  AnflSsong  dieser  Gleichung  liefert  die  verschiedenen  Werthe  von 
Zq.  Lassen  wir  jetzt  die  V  ariabele  von  z  —  Zq  ausgehend,  irgend 
einen  Weg  in  der  ii\?/-Ebene  durchlaufen,  so  muss  die  immer  positive 
Grösse  mod(p{,:)  von  Null  an  eine  Zeit  lang  wacliFcn  (denn  eine  mit 
Null  beginnende  Abnahme  würde  in's  Gebiet  des  Negativen  führen), 
wohl  aber  kann  es  geschehen,  dass  »löd  (p  {z)  späterhin  wieder  abnimmt, 
dann  nochmals  wächst  u.  s.  w.  Die  verschiedenen  Maxima  imd  Minima, 
welche  modt  =;  modfpijs)  erreichen  kann,  lassen  sich  auf  gewöhnli* 
ohem  Wege  ermitteln,  indem  man  moät  =.  fmN2^(dPH~*^)  ^  Fono- 
tion  der  beiden  unabhAngigen  Yariabelen  x  und  y  anriebt;  sie  mögen 
B^i      i2t  . . .  heissen  nnd  nach  ihrer  Grösse  geordnet  sein,  so  dass 

der  Könin-l.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  wovon  ein  Abdruck 
in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IV,  &  m  * 
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JBo  das  Ueiiiste  jener  Haxima  und  Mimma  ist.  Da  non  wodt  in 
Nro.  60)  nnr  w&elnt,  so  moBS  der  Weg  dea  jr  an  die  Bedingung 
*>tod(p(e)  <^  JRq  geknüpft  werden,  denn  in  jedem  anderen  Falle,  z.B. 

inod(p(s)<^E2i  könnte  man  den  Weg  des  z  bo  wählcD,  dass  mod(p{z) 
anfangs  zwar  zunähme,  zuletzt  aber  bis  abniiliuie,  was  dem  steti- 
gen Wachstliume  von  moät  widerspräche.  Indem  man  mod(p{z)  = 
moä  q  ix  A-  iy)  durch  x  und  y  ausdrückt,  erhält  man  statt  der  Be- 
dingung mod  (p  (z)  <; Eq  eine  Ungleichung  vonder  Form  0 ^ (ic» «/)  -S*o > 
und  diese  bestimmt  denjenigen  Baum  der  .r?/- Ebene,  innerhalb  dea- 
flen  der  Punkt  bleiben  und  auch  der  Anfangspunkt  0^  liegen 
mnss. 

'  Um  diese  Betrachtungen  bu  TervoUständigen,  untersuchen  wir 
die  Hazima  und  Minima  Ton  mod^(g)  etwas  genauer.  Es  sei  an 
dieaem  Zwe<&e 

(p{z)  =z  (fix  +  iy)  z=  u  iv 
mitbin  ^ 


modfp(g)  =  Vu^  + 
80  haben  wir  als  Bedingungen  für  die  Maxima  und  Minima  von 

'  du   ,     dv       ^        du   ,  dv 

oder  kürzer  die  eine  Gleichung 

'     ■  ■    du    ,     dv       J  du    ,  dv\ 

Weil  ferner  u  +  eine  (monogene)  Fittiction  von  -f-  ist 
(Seite  45),  so  gelten  die  Beaiehmigen 

du         dv       dv    du 

dx       dy  *     dx  dy 

und  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  Aber  in 
Dies  giebt,  weil  u  —  iv  nicht  =  0  ist, 

mit  anderen  Worten:  diejenigen  Werthe  von  gj  welche  mod<p(z)  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  isind  Wurzeln  der  Gleichung 
ip'(z)  =  0. 

Alles  Bisherige  zusammen  liefert  folgende  Kegel  zur  Beurthei« 

Schlömilob,  AiMÜjsifl.  U.  7 
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Imig  der  GHÜiagkmt  Ton  Nro.  61):  man  beiiaune  sneni  die  Wuneln 
der  GleiohoDg  tp(g)  =  0,  tos  denen  e%  eine  sein  mdge;  man  löie 
femer  die  Gleichnng  (p'(s)  =  0  ai4  deren  Wuraeln  Zq,  Zu  2«, .  .  . 
beissen  sollen,  berechne  luerans  die  Hodnli 

^  =  mod(p{ZQ),    Ri  —  mod(p{Zy),    R2  =  wjd(p(Z^)^  .... 

imd  ordne  dieselbe  nach  ihrer  Gr  Asse;  die  Ungleichung 

verbunden  mit  dem  Anfangswerthe  2  =^  Zq,  bestimmt  dann  alle  zu- 
liSBigen  Wege  des  z ,  vorausgeseiat,  daea  auf  jedem  derselben  f(e) 
und  (p{z)  syncktiscli  bleiben. 

Um  endlich  noch  die  Coefficienten  der  Reihe  in  Nro.  61)  au  be* 
stimmen,  geben  wir  letalerer  die  bequemere  Form 

62)  /(*)  =  il,  -1-  4^SP(»)  +  i^VW  +  7X3''^'^'  + 

Daraus  folgt  aonächst  für  if  =  «^0 

68)  Ao=/(iero); 

femer  ist 

und  nach  der  Lehre  von  der  Yertauschung  der  unabhängigen  Varia- 

belen  (Seite  19,  Formel  34) 

wobei  die  angehangene  Gldehnng  b  =  bedeutet,  dass  nach  ge- 
sehehener  Differentiation  e         zm  setaen  ist*). 

•)   Die  Formeln  62),  63)  und  64)  wurden  1796  von  Bürmann  (in 

Maunbeim)  auf  anderem  Wege'  entwickelt  (Memoires  de  Tlnstitut,  tome 
II,  pa<,'.  14)  jedoch,  dem  danialigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  gemäss, 
ohne  Angabe  der  Gültigkeitsbedingungen  für  die  Gleichung  62).  Neuer- 
dings ist  Pniseux  (Liouville's  Journal  Bd.  16)  von  der  leicht  be- 
weisbaren iormel 


/ 


ausgegangen,  worin  sicli  die  Integration  auf  eine  geschlossene  Curve  be- 
zieht, innerhalb  deren  /'(-:)  und  fp{^)  synektisch  bleiben  und  wobei 
80  beschatfen  sein  muss,  dass  die  Gleichung  (p{z)  —  y  (0  —  0  nur  durch 
iP  =  C  erffillt  werden  kann.  Unter  der  Voraussetzung  mod9>{Q  <  ff^od  g>{g) 
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Wir  geben  im  Folgenden  eine  Eeihe  von  Beispielen  zu  diesen 
allgemeinen  Erörterungen. 

a.  "Eb  aei  (p(js)  =  0(c  —  s)  und  =  0.  Die  Gleichung  g)'(^)  ==  0 
hat  dann  nur  die  eine  Wurzel  =  |c,  welcher  ip(Zq)  =  ent- 
Bpdoht.  Denken  wir  uns  der  AUgemeinheit  wegen  e  als  compleze 
Zahl,  nämlich 

e^a  +  ih=x  h(eo88  4-  tnne), 

so  i«t 

und  ab  Bedingnng  fUr  die  Gttltigkeit  der  Entwickelang 

65)   /(ir)==Ao  +  ^;^(c-ir)  + 
A.=/(0),      A„  =  I):-.(Ä^^ 

erhalten  wir 

mod  [z  (c  —  ^)]  <C  i  1 
▼oransgesetst,  daes  f{z)  innerhalb  des  so  bestimmten  Baumee  ^ynek- 
tisoh  bleibt.   Der  geometrische  Sinn  hienron  tritt  am  deutlichsten 
herror,  wenn  man  statt  rechtwinkeliger  Coordinaten  Pohurcoordinaten 
benntst,  also 

jr  =  «         =  r(po8B  +  %Bin$) 
■etit;  et  ergiebt  rieh  nftmlioh 

r  V/i2  —  %hrcos{f}  -^)'  +7«  <  \ hK 
Fig.  25.  Ist  nun  (Fig.  25)  OP=r, 

=  ß,  OC  =  ^  COX  =  s, 
OD  =  gÄ,  so  mnss  hiernach  der 
Punkt  P  im  Innern  der  halben  Lern* 
nisoate  DEF  liegen»  nnd  /(m)  für 
alle  solche  Punkte  synektisch  bleiben. 
Statt  der  Wnrsel  0^  =  0  könnte  man 
auch  =  c  nehmen,  ddch  erhili 
man  dabm  kein  wesentlich  neneaBe- 
Bultat. 

kami  man  linker  Hand  nach  Potenzen  von        entwickeln  and  erhftlt 

ein  Resultat  von  der  Form 

/'(O  =  tp'iC)  [Yi  H-  ya  ^f  (C)  +  n  <pW  +  •;••],  ^ 
welches,  wenn  s  tSae  C  geschrieben  wird,  den  Differentialquotienten  der 
Gleichung  62)  darstellt.  Die  Bedingungen  f&r  die  Entwiökelang  stimmen 
mit  den  eben  angegebenen  aberein;  die  CoefBcienten  y^^  etc.  be- 
stimmt Puiseux  nur  als  sogenannte  Beaidaen,  ohne  sie  aof  Differentiale 
qnotienten  sarückzofuhren. 

7» 
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Die  oben  angegebene  Bedinpnn^^  lilsst  sich  in  speeidlMl  fWen 
mittelst  der  gew«)hnlirhon  Convcrgenzrcgeln  leicht  verificiren.  So 
erhält  man  z.  B.  aus  Nro.  G5)  für  c  =  1  und/(r)  ~  (1  —4",  wo- 
bei  diese  Potenz  eindeutig  und  zwar  so  genommen  werden  möge, 
cUbs  dem  Werthe  2;  =  0  der  Anfaugswertb  If^  =  l  entspricht, 

/i(ft-4)f»-5)Ca~6)   

^  1.2.3.4)  ^  ' 

Es  8^  ferner  0{l^ß)i=s  tiposct-^  ismm\  »0  oonrergirt  diese  Reibe 
gleicbzeitig  mit  der  folgenden 

1  ^     1.2  1.2.3  ^ 

und  in  dieser  nihert  sieb  der  Qnotient  ans  dem  (ti  +  i)ton  GUede, 
dividirt  dnrob  dos  nte,  der  Grense 

\  {n l)(ii  —  n)  J 

woraus  die  Convergenzbedingung 

<<J  oder  i«o<i[i»(l— je)]  <  i 
folgt,  «elcbe  mit  der  früberen  Angabe  tlbereinstinmit.  Besebrftn- 
kung  anf  reelle  a  ist  biernacb  0  ^    <C  |  sa  nehmen. 

b.  Für  eine  zweite  Anwendung  der  Formri  62)  sei  (p(s)  = 
ier(l  +0^)  und  =  0.  Die  Gleicbnng  <p'(e)  =  0,  d.b.  1  +  Be^=0 
giebt  in  diesem  Falle  2o=:  +  i  •  iVi*«  Zi  =  —  t .  iVs,  and  es  ist 

modq>{Z(i)  =  mod(p(Zi)  =  fVs.    Die  Reiheneutwickelung 

gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

vorausgesetst,  dass  /(xr)  innerhalb  der  so  bestimmten  Grenzen  synek» 
tisch  bkibt 

Als  speoiellen  Fall  betrachten  wir  die  Annahme  /(^)=arc<an<gr, 
wobei  d&c  Einfachheit  wegen  ^  reell  sein  möge.    Dies  giebt 
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ardmgz=  y  3         -h  j-^  ^ 

8.9.10  js^il  -[-g^y  , 
1.2.3         7  ^ 

und  ans  der  Bedingung,  dass  der  absplnte  Wertli  von  0(1+ 
niger  als  |V3  betragen  muss,  folgt  dann 

—  0,34401  +  0,34401  .  .  . 

Anch  hier  ißt  die  Yerifioation  mittelßt  der  gewöhnlichen  Convergenz- 
regeln  sehr  leicht  Ab  GrenzwerUi  des  Yerhältnisses  swäer  aufein- 
ander folgenden  Glieder  findet  man  nämlich  (dem  absoluten  Werthe 
nach) 

i     n.2»(2»H-l)      2n -\-  l  f 
mithin  convergprt  oder  divergirt  die  obige  Bohe,  je  nachdem 
^2(1  _|_  ^2)2  weniger  oder  mehr  als  ^  betrftgt,  was  mit  dem  FMheren 

übereinstimmt. 

c.  Fiair(p{^)=ze-'  uud0o  =  OynrdZa  =  l,  modip(Zo)^tr^i 
die  Reihenentwickelung 

67)       f(,):=k,  +  ^0e-'^^»'r-*'  +  ---- 

gilt  daher  unter  der  Bedingung 

mod(0e-*)<.'j-j 

falls  f(0)  fttr  alla  solehe  i  synektisoh  bleiW. 

Hieraus  folgen  z.  B.  die  speciellen  Formeln 

^==Y         "^l.S  ^1.2.3  ^ 

e"  =  1  +  Y^^-^  -h  --f7^         +  1.2.3  '  ' 

^1.2.3.4  ^ 

•  wobM  sich  die  unter  der  vorigen  Bedingung  stattfindende  Conver- 
gm  der  Reiheii  auf  gewöhnliche  Weise  v«rificij»n  läset  Bei  reellen 
0  geht  jene  Bedingung  in  0  ^  «  <  1  über. 
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d.  Wir  betmobten  noeh  den  sehr  bemokenswerthen  Fall 

Die  Gleichung  fp'(js)  =  0  wird  jetzt 

 r  =  0,   oder  coss  4-  jssinz  =  0 

welche  man,  weil  9ing  nieht  =  0  sem  kann,  durch  sine  di^idken 
darf.    Um  die  complezen  Wurzeln  der  nunmehrigen  Gleichung 

cot  z  -\-  s  =  0 

zu  finden,  substituiren  wir  z  ==z  x  iy  und  erhalten  dadurch  die 
beiden  Gleichnngen 

69)  t,  -   0 

aus  denen  durch  Klimination  des  gemeinschaftlichen  Nennen  folgt 

YoranageBetst,  daas  weder  «  =  0  noch  ^  =  0  ist,  giebt  die  DiviBion 
mit  4jcy 

e*»  —  r-«»  ,  sin2x 

oder  nach  bekannten  Beihen 

sm2x      (2yy  (2;/)' 
%x    "^TTES  +^:2~6^:•••  =  ^• 
Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich,  weil  sowohl  1  +  J^^^^^ .  ^ 

2x 

die  nachfolgende  Reihe  nur  positive ,  die  Null  übersteigende  Werthe 
annehmen  kann;  die  Gleichungen  68)  und  69)  besitzen  daher  keine 
Auflösungen,  bei  denen  und  i/  gleichzeitig  von  Null  verschieden 
sind.    Ist  nun  erstens  ^  =  0,  so  wird  aqs  Nro.  70) 

und  diese  Oleidlrang  hat  unendHeh  viele  positive  und  negative  Wur- 
seln,  deren  absolute  Werthe  zwischen  \n  und  it,  ^tc  und  2n,  \n 
und  3«  etc.  enthalten  sindj  man  kann  also  die  Wurzeln  unter  der 
Form 

±a^  +  «),  ±ii7i+ß),  ±(iÄ+y)  ■ 

darstellen,  worin  «,  /3,  y, .  • .  gewisse  Bögen  des  ersten  Quadranten 
beaeichnen.  Ist  zweitens  «  =  0,  BD  folgt  aus  Nro.  71) 
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y  —  .7      -„    oder  y  =  1  + 


—  6-f  ,        ^  e^f  ^  1* 

und  dieser  Oleicfaung  genflgt  nur  der  eine  Werth  y  =  1,199678, 
■o  dass 

IT  =  f.  1,199678 

die  einzige  im^ginftre  Wurzel  von  0      cots  =  0  ist.    Die  mit  Bo, 

Bit  Ji^i  ,  .  bezeichneten  Werthe  von  mo(l(p{z)  sind  liiernach 

•  •  '    a      i  •••••• 

mce  ^i»}' 

and 

.    ^    /.  1,19968  1,199... 

(»w(t.  1,19968)  i(ei.w»..  -I- e-*»i»»-)       '  ' 

wobei  mau  gleich  bemerkt,  dass  der  letzte  Modulus  der  kleinste  ist. 
Die  Reibenentwickelung 

70)"       -[-.^(— w y4--"- 

'     '^'^  »1  \eossf/      1.2  \cosB/ 

Xo  =/(0),      kn  —  I>r'  |/W«W»^](*-0) 
gilt  demuaob  unter  der  Bedingung, 

.     inodl"^—]  <  0,662742, 

falls  f(z)  fÖr  derartige    synektiseh  bleibt. 

Die  zur  Bestimmung  von  A„  dienende  Differentiation  ist  u.  A. 
in  dem  Falle  f(z)  =  e  leicht  ausführbar,  wenn  man  die  auf  Seite  261 
dea  ersten  Theiles  angegebenen  Formeln  9)  und  10)  benutat.  Bei 
geraden  »  findet  man     =  0,  bei  ungeraden  n 

X,  =  \  |(n)oM"-'  +(»)i(n^2)— i  +  (n),(n-^4y>-^4..> 

•  •  •  +  Wi       8*"*  +  1"-"M 

mitbin 

A,  =  -  1(32  +  4.1«)  =  - 8, 

A5  =  +  i(5*  +  5  .  3*  +  10  .  1*)  =  +  65, 

A7  =  —  i(7«  +  7.5«  +  21.  36  +  35.1«)  =  —  3787, 

n.  B.  w. 

die  vollständige  Entwickeluug  ist  also 
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cosj     1.2.3\COiiz/       l.2..b\coss/      l  ,2..7  \co$isJ 
moä(—\  <  0,662742. 

\C08/S/ 

Auf  fthnHelie  Weise  ergiebt  sich  in  dem  Falle  f(js)  =  aifii^, 

dass  l„  bei  geraden  n  verschwindet  und  bei  ungeraden  M  4iireh  die 

Formel 

+  («»  +  1).  (»  -  8)-'  4-  •••  +  (»  + 
betämmt  wird;  m  ift  daher 

.     _  M  4     /  ^  y       96    /      Y      5888  f  s  Y' 

^  eose     1,2.^  \cosz)     1.2  ^bxcosz)  l,2,j\costs) 

Besohrftnkt  man  e  anf  reelle  WerÜie,  so  darf  esece  hdehaftena-  = 
0,662742  werden,  woraus  folgt,  dase  der  absolute  Werth  von  B  we- 
niger als  0,561118  =  arc82^8'68''8  betragen  muss. 

IL  Unter  einem  anderen  GMchtspunkte  betraclitet,  enthalten 
BeiheuTerwandlungen  der  vorigen  Art  zugleich  die  Lfisnng  eines 
Problemes,  welches  die  ümkehrnng  gegebener  Functionen 
genannt  wird.   Besteht  nSmIich  zwischen  den  beiden  Yariabelen  u 

und  z  eine  Gleichung  von  der  Form 

u  =  (p{z), 

80  ist  auch  umgekehrt  e  eine  Function  von  t»,  etwa 

und  es  entspringt  hieraus  die  Aufgabe,  c  durch  n  auszudrücken,  oder 
allgemeiner,  irgend  eine  vor^feschriobt  ue  F  unction  von  etwa  f(z), 
durch  u  auszudrücken.  In  so  weit  nun  f{z)  nach  Potenzen  Ton  u 
entwickelbar  ist,  ergiebt  6ich/(4f)  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

/W  =  Ao  +      9W  +  +  •  •  •  • 

und  zwar  durch  Substitution  yon  u  für  fp(z))  mau  hat  also 


9 


wobei  die  GKiltigkeitsgrenaen  und  Coefficienten  ebenio  wie  früher  be- 
stimmt werden. 

Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  u  =  (p(js) 
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mehrere  Umkehrungen  haben  kann  *) ,  dass  also  entschieden  werden 
mus^i,  welche  dieser  Umkehrungen  durcli  die  obige  Reihenentwicko 
liing  geliefert  wird.  Aus  der  Untersuchung  über  die  Gültigkeits» 
grenzen  weiss  man  aber,  welche  Wurzel  der  Gleichung  q)(z)  ~  0 
den  Anfangswerth  de«  e  bildet,  man  kennt  also  dasjenige  js  = 
welches  dem  Falle  n  ==*0  entspricht,  und  damit  ist  z  eindeutig  be* 
stimmt.  (Geometrisob  heisst  dies :  yod  d«n  möglichen  ▼erschiedenen 
Zweigen  des  jer  ist  deijenige  su  nehmen,  welcher  durch  den  Punkt  iPo 
geht).  Daaeelbe  gilt  Yon  der  Function  f(ß%  weil  diese  synektisch 
sein  mnss« 

a.  Beispielsweis  betrachten  wir  die  Gleichung 

u  =  eer* 

und  beschränken  der  Einfachheit  wegen  u  und  £^  auf  reelle  Werthe. 
Da  u,  als  Function  von  z  angesehen,  fuisf  =  ö  verschwindet,  für 

jy  i=5 1  sein  Marimnm  —  erreicht  nnd  ßkr  e  z=:  co  gegen  die  Null 

eonyergirt ,  so  entspreohen  mngekehrt  jedem  u  <C  —  sw^i  pomtiye 

von  denen  das  eine  kleiner,  das  andere  grösser  als  die  Einheit  ist. 

Pig,  26,  Die  nebenstehende  Figur 

(Fig.  26)  wird  dies  ver^ 
anschaulichen;  in  ihr  ist 
Oil=l,  OB=AO= 

— ,  und  zo,  emer  gege* 

benen  Ordinate  OIT~U 
gehören  die  beiden  Ab- 
Nach  den  in  I,  c.  gegebenen  Entwickelungen 


scissen  NP  und  NP]. 
hat  man  nun  für  /(r)  = 


2^ 
l72 


3« 


1.2.3 

0  <tt<  — 
e 


U  'i  -|- 


wobei  =  0  als  Anfimgswerth  des  js  genommen  ist  Die  Formel  giebt 
daher  dasjenige  m,  welches  ittr  «  =  0  verschwindet,  rie  liefert  also 
von  den  beiden  yorhandenen  Umkehrungen  nur  die  kleinere  jer=i7P, 


*)  Aus  der  Gleichung  z.  B. 


n  = 


24r 


folgen  die  beiden  Umkehrungen 


if  Ä  I*  +  Vi  -I-  t*iä  und  jf  =:  «  —  Vi  +  tt*. 
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b.  Als  iweitet  Beupifll  diene  die  Aufgabe,  aifijr  aui  der  Olei« 

chung 

M 

U  =r  

cose 

zu  berechnen.  Nach  deu  iu  I,  d.  gegebenen  £utwickeluBgen  hat 
man  sofort 

4  ,       96      ,        6688    ,  , 

Sin  z         U  —   W  -4-   Ii«  — *  %L*  -¥-**• 

1.2.3     ^1.2. .6         1.2. .7  ^ 

modu  <  0,662742, 

und  dabei  ist  iiuter  diejenige  Umkehruug  zu  veratehen,  welche  für 
1»  =  0  verBchwindet. 

III.  IBt  einer  geringen  Modiftcation  ittbren  die  Betraebtmigen 
in  I.  ancb  aar  Löeuug  des  Problemes,  eine  Gleiobong  von  der  Form 

umzukehren,  d.  h.  aus  ihr  oder  allgemeiner  /(<?),  als  Function  von 
u  herzuleiten.  Schreibt  man  nämlich  statt  dieser  Gleichung  die  mit 
ilir  identische 

8  —  e 

u  =    ,  ,  V  ■  oder  kurz  u  ==  cpU), 

80  erkennt  man  augenblicklich,  dass  es  sich  eigentlich  um  dasselbe 
Problem  wie  in  Nro.  II.  handelt,  dass  also  eine  Keiheuentwickelung 
von  der  Form 

/»  =  '.  +  ^(V5f)  +  nCw)'+- 

henustellen  ist   Der  Ausdruck 

z  —  c 


verschwindet  nun  für  ;er  =  c,  wobei  jedoch  vorausgesetzt  werdm 
muss,  dass  ^(c)  nicht  =  0  sei;  es  ist  daher  jer«  =:  e.   Wenn  ferner 

in  Null  übergehen  soll,  so  muss,  falls  der  Nenner  endlich  bleibt,  die 
Gleichung 

stattfinden,  deren  Wurzeln  Z^t  Zi^  etc.  heissen  mögen.  Die  gefor> 
derte  £ntwickelung  besteht  dann  unter  der  Bedingung,  dass 

z  c 

mod—rrt  d.  h*.  modu 
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weniger  betragt,  all  die  kleiiigto  der  GrÖBBOD 

ümknrs  Bein  sn  können,  wollen  wir  unter  dem  kleinsten  u  dasjenige 
verstehen,  weLehee  den  kleinsten  Modvlns  besitzt;  ansserdem  mdge 
znr  Erspanmg  der  Anhangsgleiobung  jer  =  c  statt  o  der  Bnchstabe  v 

geschrieben  werden;  man  bat  dann  folgenden Sata:  ans  der  Gl^iobung 

71)  .    *  =  «*^(«)  +  V 
folgt  durch  Umkehrong 

72)  /W  =  A.  +  i!.»  +  5^«»  + + 

und  zwar  gilt  diese  Formel  unter  der  dreifachen  Yoraussetziing,  dass 
erstens  if{v)  weder  Null  noch  nnendlieh  wird,  dass  zweitens  der  Ho> 
diflus  von  ^  weniger  beträgt  als  der  Hodnlns  des  kleinsten  «,  wel- 
ches durch  Anfliösnng  der  beiden  Gleichungen 

73)  i,(M)  =  i0^vW(M),  «=~^ 

gefunden  wird,  und  dass  endlich  f(si)  innerhalb  der  hiermit  bestimm- 
ten Grenzen  synektisch  bleibt*). 

a.  Ein  einfi^hes  Beispiel  liefert  die  Annahme /(^)  =  (p(e) 
s=  4^,  wobei  p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge.  Die  Glei- 
chungen 73)  geben  daun 

 (p— 1)^"^ 

und  als  Wurzel  der  algebraischen  Gleichung 

erhftlt  man 

gz=:v+  }(p)o,«f^  +  J(2|»)if*««ap-* 

+  i(^J>)2«VJ»-» +  ...., 


*)  Die  obige  UmkehrungsforTnel  findet  man,  jedoch  ohne  die  su- 
gehörigen  Bedingungen,  zuerst  bei  Lag  ränge  (Mcmoires  de  l'Academie 
de  Berlin,  an.  1768,  p.  275);  die  Grenzen  der  Gültigkeit  hat  auf  etwas 
anderem  Wege  Cauchy  entwickelt  (Moigno,  Legons  de  oalcul  diü'eren- 
tiel  et  de  calcol  integral,  tome  I,  legon  18,  p.  162). 
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16 

Für  II  =5  — ,  t;  =  —  liegt  hierin  eiue  Aufloeang  der  irinomuclien 

Gleichung  ^-teii  Giudeb 


nämlich 


gp  —  ajg  -\-  b  = 


1 


2  a«i'+» 


und  zwar  musB  bei  reelleu  a  uud  b  der  absolute  Werth  yod 

Ol»  |)P 

sein.  Nach  der  gewöhnlichen  Convergeozregel  und  mit  &(Üfe-  der 
leicht  bewebbaren  Formel 


00, 


kaon  man  sich  auch  a  posteriori  leicbt  übensengen,  daas  die  Beihe 
jenseit  der  angegebenen  Grenae  divergirt 

b.  In  mancher  Hinsicht  bemerken&werth  i^t  die  Auflösung  der 
trauBcendeuteu  Gleichung 

74)  £  =  usixz  -\-  V, 

welche  bei  geometrischen  und  mechanischen  Problemen  vorkommt*). 

Die  erste  der  Gleichungen  73)  wird  hier 

76)  HnM  =s  (m  —  v)coBB  oder  m  —  tane^zv, 

welclie  für  =  o;  +  iy  und  bei  reellen  v  in  die  beiden  Gleichun- 
gen zerfällt: 


Fig.  27. 


FIT 


*)  Soll  z.  B.  in  einer  Ellipse  0J5 
der  Kadiusvector  FP  so  gelegt  wer- 
den, (luss  der  Sector  AFP  eine  gege- 
bene Grösse  S  hat,  so  ist  Zl  A0(^=  ai 
mittelst  der  Gleichung 

o  —  tMne»  =  — r 

ao 

zu  bestimmen  (Theil  1,  beite  375,  For- 
mel 2).  In  deir 'Theorie  der  Planeten- 
bewegung heissi  die^e  Angabe  daa 
Kepler'sohe  Problem. 
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 28fa2a?  _^  

Man  übersieht  eofor^  dass  und  p  von  abhängen  ,  und  dass  eben- 
deshalb eine  YoUfltftndige  Aaflösnng  der  vorigen  zwei  Gleichungen 
nur  dann  möglich  ist,  wenn  v  einen  gegebenen  Zahlwerth  hat.  Um 
aber  hierbei  nicht  stehen  zn  bleiben,  wollen  wir  anf  die  genaue  An- 
gabe des  kleinsten  Modulus '  von  u  verzichten  nnd  dttgegen  nnter- 
suchen,  wie  viel  modu  wenigstens  betragen  rauss,  gleichgültig,  wel- 
chen Werth  V  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  ertheüen  wir  der  Glei- 
chung 76)  die  Form 

cos2x  =  =  

2y  2 

und  riehen  hieraus 

oder  nach  bekannten  Beihen 

worin  rechter  Hand  alle  Glieder  positiv  sind.  Diese  Gleichung  lehrt, 
dass  jedem  y  unendlich  viele  :c  entsprechen,  ausgenommen  in  dem 
Falle,  wo  die  Summe  der  Reihe  (ganz  abgesehen  von  dör  linken  Seite) 
mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Weil  ferner  jene  Summe  gleichzeitig 
mit  y  wächst,  so  ist  der  grösstmdgliohe  Werth  von  y  derjenige,  bei 
welchem  die  erwähnte  Summe  =s  1  wird;  der  Maximalwerth  von 
y,  welcher  Y  heissen  möge,  bestimmt  sich  daher  durch  die  Gleichung 


sin*«  =  J—  YT.  f" 


oder 


'^^^  ^        —  e-^        +  e^J^  —  1 

Wie  in  I,  d.  folgt  hieraus 

Y=  1,199678. 
Auf  u  zurückgehend,  können  wir  die  Gleichung  ^ . 


u  = 


mittelst  Nro.  75)  einfacher  schreiben: 
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wir  erhalteii  hieraus  für  den  Modulua  von  u,  welcher  M  heiisen  möge, 

=   

oder,  unter  Zuhülfenahme  TOu  Nro.  76), 

1  1 


Der  Nenner  dieses  Bruches  wächst  gleichzeitig  mit  y  und  wird  am 
grösäten  f ür  ^  =  IT  j  es  ist  daher 


wofür  man  wegen  Nro.  77)  schreiben  darf 

B>:Tj-rr^  p.,  d.  i.  B  ^  0,662743. 

Das  Ueniflte     welehoi  man  dnro^  Auflösung  der  Gleiehongeii 

finden  könnte,  besitzt  demnach  einen  Modulus  von  wenigstens 
0,662742;  die  gesuchte  Keihenentwiokelung  gilt  daher  ohne  Zweifelt 
sobald  moäu  <[  0,662742  genommen  wird*)*  Ans  der  Gleichung 

0  —  usine  =  v 
folgt  nunmehr  fiOr  jedes  reelle  v 

modu  <  0,662742, 
wobei  die  Coeffimenten  mittelBt  der  Formeln 


*)  Die  Uebereinstimmung  der  ohigen  Bedingung  mit  den  Bedingungen 
in  I,  d.  mid  II»  b.  erklärt  sieh  durch  den  ümstand,  dass  die  Gleiäiung 

g  —  uHng  V 

für  i;  =  jTi  und  <&  =  i7j-)-Cmitdcr  dortigen  Gleichung 

t  —  U  C05  C  =  0 

identisch  wird.  Der  Modulus  des  kleinsten,  den  BedinguiifTBgleichungen 
genügenden  u  erreicht  dann  gerade  die  untere  Grenze  0/662742. 


Digitized  by  Google 


I 


Die  Functionen  complexer  Yariabelen.  III 

zu  bestimmen  sind. 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  hat  z.  Ii,  in 
dem  Falle  J(z)  —  0  keine  Schwierigkeit;  sie  giebt 

0  =  V  -\-  usinv  +  ^u^sin2v 

+  3§4ttHl25m5f»  — 81«f»3v  +  2«wit>)  +  . .  . . 

und  bei  reellen  M  ist  0  ^  u  <^  0,602742  zu  nehmen*). 


*}  Die  liedingungen  tür  die  Convcrgenz  der  obigen  und  einer 
ähnlichen  lieihe  sind  zuerst  von  Laplace  mittelst  eines  ziemlich  weit- 
läufigen Verfolire&s  entwickelt  worden  (M^moim  de  rAcad^mie  des 
■oiences,  tome  VI»  an.  1823,  p.  61),  welohee  auf  einer  bei  grossen  n  ange- 
näherten Bestinmrang  des  Werthes  Yon  :  {nK)  beruht.  Eine  ge- 
nauere, von  der  Theorie  complexer  Yariabelen  ausgehende  Untersachnng 
hatCauchy  geliefert  (Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  math^matique, 
1841);  sie  ist  später  von  Puiseux  verYoUatändigt  worden  (LionTillOi 
Journal  de  Mathem.  tome  XI Y). 
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Die  perio.dischen  Reihen. 


L  Einleitende  Betraohinngen. 

Wenn  eine  Function  der  Variabelen  is  in  eine  Potenzenreihe  ver- 
wandelbar ist,  wenn  demnach  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  Glei- 
ohoug  von  der  Form 

eziatirt,  eo  bietet  die  SnbsHtntton  0  =  rifosu  V—  lainii)  dn 
Mittel,  um  ewn  nene  Oleichnngen  abnleitent  In  denen  die  Torkonu 
mendenBeihen  nicht  nur  die  Bneoeesiven  Potenzen  von  r,  sondern  anoh 

die  Cosinus  und  Sinus  der  aufeinander  folgenden  Multipla  von  u  ent- 
halten.   £s  ergeben  sich  nämlich,  wenn 

f(rco8U  +  V^l  rsinu)  =  9>(r,«)  +  Y^l  ^(r,M) 
gesetit  wird,  dnreh  YergLeichnng  der  beiderseitigen  reellen  nnd 
imaginftren  Beetandthefle  $e  neaen  Formeln 

(p(r,u)  =  Co     Circosit'+C2r^ü082u  +  Csr^co8BU'\-*  •  • 
tl^  (r,u)  =  Ci  rsinu  +  C2    sin  2u  -\-  c-^r^ sin  3  u     >  •  • 
So  erhält  man  a.  B.  aus  der  bekannten  Beihe  für  Z(l — g)  die 
GleiehuBgen 

8* 
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^    /   rsifiii  \ 

aräan i  ,  ) 
\1  —  reo8u/ 

wobei  jedoch  der  absolute  Wertli  von  )•  ein  echter  Bruch  sein  miun*). 

Gleichungen  dieser  Formen  gestatten  eine  doppelte  Ansicht,  je- 
nachdem  man  nämlich  r  oder  u  als  die  Hauptvariabele  ansieht.  Im 
ersten  Falle  handelt  es  sich  nur  um  Potenzenreiheo,  und  dann  müssen 
■elbstveratändlich  die  Coefficienten  derselben  nach  der  fikr  den 
Mae«  La nrin 'sehen  Sata  geltenden  fiegel  gebildet  sem,  also 

1.2...«       df^  ' 

wobei  nach  Ausführung  der  Differentiationen  r  =  0  zu  setsen  isL 
Während  man  hier  auf  Bekanntes  aorückkommt,  bietet  dagegen  der 
aweite  Fall  Gelegenheit  au  einer  neoen  Untersnehnng;  denn  sohreibt 
man  anr  Yereinfachong 

1)  9M^eo  +  Aieo8u  +  Aiea82u  +  AiCa8Bu-^  

2)  1/;  (m)  =  Bi  sinu  +     «i«  2«  -f  P.,  sin  3  ?/  -j-  •  •  .  . , 

so  kann  die  Frage  nach  dem  Bildungsgesetze  der  Coefficienten  Cq, 
^1,^2  etc.,  Bi.B^etc.  gestellt  werden.  Dieselbe  lässt  sich  mittelst  des 
leicht  beweisbaren  Satzes  beantworten,  dass  die  bestimmten  lo* 
tegrale 

~J  co8mueo8nudu  =  ^J^ [<!08(m~-n)u  +  co8(m -\- )i)  ii]du  - 


0 

nnd 

71 


^Jsmmu  Hnnu  du  =       [eo8(m  —  n)u^co8(m  +  n)u]  du 

0  0 

den  gememsbhaftUchen  Werth  NnU  besitaen,  so  lange  die  beiden 
gmnaen  Zahlen  m  ond  »  yon  einander  yerfchieden  sind ,  dass  sie 
hingegen  £är  m  =  »  den  gemeinschaftHeben  Werth  1  erhalten. 

MultipUcirt  man  nun  die  Gleichnng  1)  mit  ^caanudu  nnd  integrirt 

»wiflehen  den  Grenzen  w  =  o  und  «  =  ;r,  so  verschwinden  rechter 

*i  Hinsichtlich^der  Bedingungen,  unter  denen  die  Substitution 

LTLT/'^'rvtJ^T-l  «f^**»*  ^»  verweiBen  wir  auf  den  vorher- 
genenden  Absohrntt. 
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Hftnd  aUe  Integrale  mit  Antnahme  des  einen ,  welches  A„  als  Factor 
enthSlt,  and  es  ist  bei  umgekehrter  Schreibweise 

n 

Für  den  ersten  Coeffidenten     findet  man  ähnlich 

n 

\  r  I 
4)  Co  =  -  /  ip(u)du  —  -  A^, 

Anf  gleiehe  Weiee  erhält  man  ans  Nro.  2)  durch  Multiplicatiou  mit 
— sinnudu  nnd  Integration  von  «  =  0  bis  m  = 


n 

\sinnudu. 

0 

Hiernach  ist  z.  Ii.  mit  Eücksicht  auf  das  vorhin  gegebene  Beiapiel 
für  »  ^  0 

r«  2   r  1  ,  ^  • 

"5"  ~ — IrV  2"  •  ^ — 2rcüsi*  +  r^CöSttttd« 


0 
n 


7t  J  \1  —  rcosuj 

Diese  Betrachtungen  bedürfen  einer  wesentlichen  ModificatioD, 
sobald  die  Existenz  derGleichungen  1)  und  2)  nicht  sicher  iat;  dieser 
Fall  tritt  aber  ein,  wenn  die  Functionen  9  nnd  ^  nicht  erst  ans  einer 
Fnnetion/ mittelst  der  anfange  erwähnten  Snbfltitation  abgeleitet»  son- 
dern nnmittelbor  gegeben  sind.  So  lässt  sich  a.  B«  schon  in  dem  eio- 
fschen  Falle  ^(tt)  =    nicht  absehen,  ob  die  Gleichnng 

tf  =  J^i  stn u  -4-  -^2  stw  2m  -|-  2?3  6m  3m  -f- .  •  .  • 
überhaupt  bestehen  kann;  gewiss  ist  sogar,  dass  die  etwaige  Gültig- 
keit derselben  auf  bestimmte  Grenzen  eingeschränkt  sein  muss,  weil 
die  Reihe,  für  sich  betrachtet,  eine  periodische  Function  von  u  bil- 
det, welche  für  i*  =  v,  i#  =  2ä  +  i;,  u  4tn  v  etc.  dieselben 
Wert  he  annimmt,  während  die  linke  Seite  diese  Eigenschaft  nicht 
beaitat.  Um  alle  derartigen  Fragen  zu  entscheiden,  wollen  wir  Ton 
den  linken  Seiten  der  Gleidmngen  1)  nnd  2)  abstrahiren  nnd  die 
Snmmen  der  Torkommenden  Reihen  direot  aufrnohen,  wobei  wir  den 
CoefiBdenten  J«,  Bn  die  in  Nro«  8),  4)  und  5)  gefimdenen  Warthe 
geben«  Schrnben  wir  in  den  lotsten  dreiFoiaieln  i  statt  «,  so  haben 
wir  unmittelbar 
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^Aq  +  Äimu  +  AiCoa2u-\  -i-AnCOsnu 

n  n  n 


7< 


Hier  können  wir  alle  Integrale  in  ein  einziges  zusammenziehen  and 
logleieh  jedei  doppelte  Prodnot  zweier  Cosinus  in  eine  Summe  zweier 
Connw  serlegea;  die  rechte  Seite  wird  dann 


n 


(0[1  +cos(*  — u)  +  «i2(«  — «)H  n) 


+  <Jw(«  +  t*)  +  c<w2(<+«)  +  .-  .  +co««(#  +  »)]<l«, 
imd  wenn  die  Reihen  der  Gosinoi  mittebt  der  bekannten  Formel 

eainmirt  werden,  8o  erh&lt  jene  rechte  Seite  die  Form 

Fflr  unendlich  wachsende  w  iat'  daher 

J-4o  +  J.1  Cös  M  4-  -4.2  Cös  2  w  4-         3 1*  + .  •  •  • 

ond  auf  ganz  gleiche  Weise  findet  sich 


n  n 


1  /  - .     /  6m (n  4- 1)   —  ") ,  /.X       r  •  r ^'^^  (^^  + 1)   + «0  ,  ,  ,x 

=  -  j&zm  /      '  .   r^j/;(OÄ— in»  /  -  '  ■  i>,  .  \  '^{i)dtY 

%\     J    2s%n\i^  —  u)         •        J    2smJ(i+iO  J 

Wie  man  sieht,  kommt  die  Summirung  der  Reihen  in  1)  und  2)  auf 
die  Ermittelung  der  Grenzwerthe  zurück,  welchen  sich  zwei  Integrale 

*)  Von  der  Richtigkeit  derselhen  ftbenengt  man  äoh  leiehtdadnrdh» 
dass  man  beide  Seiten  derOleiohnng  mit  2«tii|M  mnltiplioirt  tmdlinker 
Hand  die  Formel 

2coaa«i»fr  SS  sm{a  +    —  «111(11  »  h) 
lEv  a  SS     2  W|  8  «, . . «  n»  und  d  s  |a»  in  Anwendung  brii 
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von  ähnlicher  Zusammensetzung  bei  unendlich  wachsenden  n  nähern. 
Setzt  man  im  ersten  Integrale  \(t  —  u)  =  6,  im  zweiten 
l  (t  u)  ssz  6 ,  so  erhalten  heide  Integrale  die  gemeinsohaftliohe 
Farm 


und  es  Ueihi.  demnaoh  nnsere  Aufgabe,  den  GreniwerÜh  in  finden, 
g^gen  welchen  der  Torliegende  Auedmck  hei  nnendlioh  wachsenden 
n  eonTergiri.  Dieees  Piroblem  steht  übrigens,  wie  sich  nachher  zei- 
gen wird,  mit  einem  anderen  nnd  elwas  ebfSseheren  in  nahem  Zn- 
sammenhange;  wir  werden  nns  daher  snnSebsfe  mit  dem  letateren  be- 
schäftigen. 


IL  Bestimmimg  von  Lim j  ^^2^JF'(6)<i6  für  w  =  <». 


Denken  wir  uns  a  nnd         als  poritive  Grössen  nnd  m 
länfig  als  irgend  eine  endliche  pcMnÜYe  ganaeZahl,  so  können  wir  das 
Ftodnct  m(ß  —  a)  in  ein  Viel&ehes  yon  n  nnd  in  einen  Rest  ler- 
legen,  der  jedenfalls  weniger  als  n  beträgt;  dasjenige  Mnltiplum  von 

Ä,  welches  nächst  kleiner  als  miß  cf)  ist,  heisse  g»,  der  Rest  möge 
mit  ^  bezeichnet  werden.    Hiernach  ist 

«(/J  — a)  =  g«  +  9    oder  /J=:«+if-iS, 

woraus  beilftnfig  folgt,  dass  die  positive  ganae  Zahl  ^  gleichzeitig  mit 
m  ins  tJnendliebe  wftehst  Das  obige  Integral  gestattet  nnn  folgende 
Zerlegung 
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«  « 

•+:7  a  +  ---  «4. — 


imd  hier  bmmtien  wir  naolittehende  SnUtiiationen : 

im Int^al swifdieiiir  nnd  «+— . 

m  ' 


w»  m  m 


ftt 


w  »i     m  '"in 

Die  enien  Integrale  werden  hierdurch  auf  das  gleiche  IntegratioiiB. 
intervall  J2  =  abia??  =  a-1-^  reducirt  und  lasaen  sich  daher  in 
ein  eanzigei  Integral  susammeniieheD,  nämlioh: 
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>  cc 

«  +  —  /  jc\ 


1^- 


i?H —  «?H — 


+  (— l)-/-!  (g~.i);g 


+  (—  1)'  I   ""^ 

#   

Unter  der  Voraussetzung,  cImb  die  Function  F{d)  von  ^  =  <k  bis 
S  =z  ß  oontwttirlich  abnimmt  und  dass  sowohl  ihr  grttnrter  Werth 
F(fi)  als  ihr  kleinBter  JP(^)  eine  endliche  pontiTe  Grösse  ist,  betrSgt 
jedes  Glied  der  Reihe 

£«  -  fi^il) + !fctM)  _ . . . .  ■ 

mehr  als  das  nächstfolgende}  die  Siynme  der  Keihe  ist  daher  positiv 

und  Idemer  als  — mithin  auch  kleiner  als  — Bas  Prodnctans 

iy  « 

der  Reihe  und  sin  m  w  liegt  demuach  zwischen  -|  ^  und  

und  folglich  ist  das  erste  Integral  rechter  Hand  in  Nro.  1)  awischen 


a  i   '  am 


und 


L      «  J  ff  «in 
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enthalten.    Wir  können  es  deshalb  =  £ — —* —  setzen, 


wenn  wir 

a  m 


unter  b  einen  nieht  nXher  bestimmten  positiven  oder  cegatiTen  echten 
Bruch  verstehen.  Gans  fthnltohe  SchlüaBe  gelten  für  das  letzte  In- 
tegral in  Nro.  1);  es  ist  nämlich 


*     m  m 
und  hiemnt  folgt,  dass  jenes  Integral 

m  m 

gesetzt  werden  kann ,  wo  Si  zwischen  —  1  und  -{-  1  liegt.  An  die 
Stelle  der  Gleichung  1)  tritt  jetzt  die  einfachere 


m 


und  wenn  a  nieht  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  angenbEctUieh  fOr 

Ml  =  00 


8)         UmJ^^^F{e)de  =  0,  0<«</3. 

ce 

Dieses  Resultat  bleibt  auch  in  dem  speciellen  Falle  richtig,  wo 
F{ß)  von  0  ==  cc  bis  ß  =  ß  einen  oonstanten  Werth  hat  Die 
Sehlflsse,  weldbe  zieh  auf  die  Reihe  in  Nro.  2)  bezogen,  Andern  sich 
nimlicb  unter  dieser  Yoranssetzung  nieht,  und  das  letzte  Integral  in 
KrOb  1)  oonTergiit  immer  noch  gegeh  die  Null ;  ez*  ist  daher  b.  B. 
für  F(e)  =  1 

ß 

« 

Wir  wollen  zweitens  voraussetzen,  dass  die  Function  F(ä)  bei 
ihrer  continuirlicben  Abnahme  negative  endliche  Werthe  erhalten 
könne.  Dann  lässt  sich  immer  eine  Constante  C  so  gross  (jedoch  von 
endlicher  Grösse)  wählen,  doBB  C-\-F(6)  nur  positive  Werthe  anniramt, 
und  in  der  Thst  reicht  hiersa  schon  die  Annahme  C  =  —  F(jß)  amk 
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Die  Formel  8)  iit  naa  auf  die  poeitiv  abnehmende  Fmction 
C  +  Fiß)  anwendher  imd  giebt 

^stnmd 


Lim f^^lC+Fmdd  =  0 

« 


oder  dnroh  Integration  4er  emaehien  Theile 


C.Lim /f*^dö.  +  Lim f^!!t^F(6)de  =  0 

«  a 
d.  i.  unter  Rüoheicht  auf  Nro.  4) 

/  —g—F(d)de  =  0. 

Mit  anderen  Worten,  die  Gleichung  3)  gilt  auch  für  endlich  bleibende 
continuirlioh  abnehmende  Functionen,  welche  das  Gebiet  des  Nega> 
tiTen  betreten. 

.Wenn  drittens  F(B)  von  $  =  ahia  ß  =  ß  continuirlioh  wäebii 
ohne  jedoeh  unendlich  an  werden,  wo  F(ß)  —  F(6f)  eine  stetig 
abnehmende  FWction;  fät  diese  gilt  die  Gleichung 


.  Am 


oder 

ß  ß 
F(ß).Lm  1  — dd  —  Lim  1         Fiff)d$  s=  0. 

a  tt 

Durch  Anwendung  von  Nro;  4)  kommt  man  wieder  auf  die 
Formel  3)  zurück,  welche  hiermit  auf  endlich  bleibende,  stetig  wach« 
sende  Functionen  ausgedehnt  ist. 

Es  sei  viertens  F{(J)  eine  Function,  welche  innerhalb  des  Inter- 
valleB  0  =  a  bis  d  =  ß  bald  wächst  bald  abnimmt,  sonst  aber 
stetig  und  endlich  bleibt.  Die  Function  bestitzt  dann  Maxima 
und  Minima,  welche  der  Reihe  nach  für  6  =  "ö"!»  'S"«  i  •  •  •  ^*  eintreten 
mögen;  die  Grössen  ,  ^2  etc.  denken  wir  uns  hierbei  nach  ihrer 
Grösse  geordnet  also  a  <  ^1  <  . .  •  <  <  Es  ist  nun 
identisch 
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u  a  9i 


+ 


tmd  dabei  nnd  die  eimelnen,  rechter  Hand  Torkotnmendea  Inte- 
gmücneiiiierTalle  so  besehaffen,  dass  F(ff)  innerhalb  einea  solchen 
InterraUeg  entweder  nur  wftchst  oder  niur  abnimmt.  Zufolge  dieeea 
Umstandes  eonyergirt  jedes  der  rechts  Temeiehneten  Integrale  gegen 
die  Null«  und  es  ergiebt  sich  wiederum 

Die  Function  F(li)  ißt  hier  nur  den  beiden  Bedingungen  der  Stetig- 
keit und  der  Endlichkeit  unterworfen,  doch  läBst  sich  auch  die  erste 
derselben  noch  wegschaffen.  Erleidet  n&mUeh  ^(6^)  eine  Unterbrechung 
der  Continnität  an  der  iwischen  a  nnd  ß  liegenden  Stelle  A,  so  ent- 
spreehen  dem  Werths  0  =s  il  zwei  FtmotionswerÜie  F  {X  —  0)  und 
F{k  -|-  0),  und  die  disoontinnirliche  Function  F(d)  lAsst  sich  dann 
als  Aufeinanderfolge  awaer  eontinuirUcher  Functionen  betrachten» 
deren  erste  yon  dem  Anfangswerthe  F(a)  bis  zu  dem  Endwerthe 
F{X  —  0)  gebt,  und  deren  zweite  mit  F{1  +  0)  anfängt  und  mit 
F{ß)  aufhört.    Diese  Bemerkung  YeraulasBt  folgwude  Zerlegung 

in  jedem  der  rechts  stehenden  Integrale,  Ür  sich  genommen,  ändert 
sich  ^(Qcontinuirlioh,  bleibt  nun  ausserdem  ^(0)  endlich  Ton  ß=a 
lÖM  6  ^ßt  so  conyergiren  die  beiden  erwfthnten  Integrale  gegen  die 
Noll,  und  es  ergiebt  sich  wieder  die  ursprttngliche  Formel.  Falls  die 
Function  F(fl)  zwischen  6=a  und  S=ß mehrere  Unterbrechungen  der 
ContinuitSt  erleidet,  gelten  die  vorigen  Schlüsse  für  jede  einzelne  Sprung- 
stelle j  man  gelangt  damit  zu  dem  allgemeinen  Resultate,  dass  die  Formel 

5)  Un  J'J]1^  F(e)dO  =  0,  0  <  «  <  /3. 

a 

für  jede  Ton  ß  =z  a  bis  6  =^  ß  endlich  bleibende  Function  rich- 
tig ist. 

Die  vorigen  Betrachtangen  yerlieren  ihre  Anwendbarkeit»  wenn 
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ff  =  0  ist,  wl  diDO  bei  nnendliob  wftdifenden  m  nieht 

DotbweDdig  gegen  die  Null  convergirt.  Um  diesen  Fall  genauer  zu 
erörtern ,  geben  wir  auf  die  Gleicbung  1)  zurück  und  benutzen  die 

Sabftiiiitioii  «  =  •=-;  es  ist  dann  ffir  a  =  0 

m 

y'sinmO 
—F(ff)de 


n 


j./e+(ä-i)^\ 


6  +    -  i)3r 

0 

wobei  die  Summe  der  aus  g  Gliedern  bestebenden  Reibe  rechter  Hand 
kurz  mit  Sq  bezeichnet  werden  möge.  Setzen  wir  zunächst  voraus, 
dass  von  ö  =  0  bis  0  =  ß  continuirlich  abnehme,  ohne  ne- 

gative Warthe  zu  erhalten,  so  ist  in  der  erwähnten  Reihe  jedes  Glied 
grösser  als  das  nächstfolgende,  mithin  beträgt  die  Summe  der  Reibe 
,  mebr  als  eine  gerade,  aber  weniger  als  eine  ungerade  Anzahl  von  Glie- 
dern zusammengenommen.  Es  ist  also,  wenn  2k  1  eine  beliebige 
ungerade  Zabl  <[  ü  bezeichnet^ 

*  Sit  <^  Sq  <Z 

folglich,  weil  9ini  von  0  bis    positrr  Ueibt, 
n  n  n 

0  0  0 

Diese  Umgleicfaung  ersetzen  wir  bequemer  durcb  eine  Gleichung,  in- 
dem wir  einen  nicht  näher  bestimmten  positiTen  echten  Bruch  e  ein* 
fahren;  es  ist  dann 
71  n  n  n 

oder  zufolge  des  Wertbes  von  Sn^i  Stjt 
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0  0  »0 


)  • 


Das  l0teto  Integral  in  Nro.  6)  gwtattet  eina  dar  firfllimn  Ahnlulia 
Baliandlnng.  Bar  Qootiant 


erhält  nAmlioh  au  Anlang  dea  Integrationaintervallea  aeinfii  grOeeten 
Warth 


qit  mß  —  p  • 


und  daher  ist  der  Werth  des  genannten  Integrales  gleich  einem 
Bmehthaile  Ton 

\  mit  \  '  ¥A  I 


0 

Zufolge  dieser  Erörterungen  können  wir  die  Gleichung  6)  durch  die 
nachstehende  ersetsen 


n 


0 


■   ■  'i^  -  ^) 

Laasen  wir  jetzt  m  ins  Unendliche  wachsen,  ohne  vorläufig  die  be- 
liebige gerade  Zahl  2Ä;  au  ändern,  so  con?ergirt  iSa«  gegen  den 
Grenzwerth 

-  rfs  +  rFäi    •  •  -  {  +  (ai  -  ««)• 

nnd  die  vorige  Oleichnng  Tarwaodatt  aioh  in 


uiyiu^L-ü  Uy  Google 


Die  periodischen  Beihen.  127 

6 

rsmmß 


n 

=  m  f  It 


Jkt  Werth  dm  letaten  IntegndeB  irt  potitiT  und  kleiner  e]e 

er  l&88t  eieh  daher  auf  jeden  belieUgen  Orad  der  Kleinheit  herab- 

briDgen  wenn  man  k  gross  genug  wählt;  für  unendlich  wachsende  k 
folgt  hieraus 

wo  die  Beihe  ine  ünendliehe  fortgeht  nnd  eonvergirt  mit  elleimger 
Aomhme  dee  FalleB  £  =  0.  Das  Prodnct  ans  der  Beihe  nnd  «m£ 
nimmt  fBr  £  =  0  den  Werth  1  an  nnd  ist  flEbr  0<C  ^  <C  ^  ein  posi« 
tiver  echter  Bruch;  das  Integral  des  genannten  Productes  hat  daher 
einen  endlichen  positiven  Werth,  der,  wie  man  sieht,  unabhängig  von 
ß  ist  und  folglich  nur  eine  absolute  Constante  sein  kann,  die  vor- 
l&nfig  g  heissen  möge.    Wir  haben  daher  die  Gleichung 

7)  JAm J^iat^FißydQ  =  gF(0), 

nnd  bemerken  noch,  daw  dieselbe  eng  naheliegenden .Qrttnden  nneh 
für  ein  constantes  F{ß)  gilt  nnd  demnaoh  fttr  F{iSlj  =s  1  in 

ß 

8)  Lim J^^—^dßss^g 

übergebt  ffierana  kSnnte  man  den  Werth  rai  g  aUeitent  doeh  wird 
eieh  naehher  an  einjaehere»  Ifittel  den  finden. ' 

Wenn  die  Function  F(P)  bei  ihrer  eontinnirfiohen  Abnahme  ne- 


uiyiu^L-ü  Uy  Google 


128  Die  periodischen  Reihen. 

gative  endliche  Werths  erreicht,  so  kann  man  eine  Constante  C  so 
gross  wählen,  dass  C  -j-  F(6)  positiv  bleibt,  und  es  ist  dann 


0 


Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  unter  Rfloksicht  anf  Nro.  8) 
folgt  hieraas,  dass  die  Gleiohuig 


auch  für  endlich  bleibende,  continuirliche  Fonetionen  gilt,  welche  das 
Gebiet  des  Negativen  betroten. 

Ist  F{ß)  eino  von  0  —  0  hiß  6  =  ß  wachsende  aber  endlich 
bleibende  Function,  so  lässt  sicli  die  vorige  Gleichung  auf  die  ab- 
nehmende Function  F(ß)  —         anwenden;  sie  giebt 


und  daraus  folgt  nach  Intagration  der  emaelnen  Theile^  dass  die  For- 
mel 7)  auch  fOr  endlich  blähende,  oontbuirlich  wachsende  Funetionen 

•  ihre  Gültigkeit  hehÜt 

"Wenn  F(ß)  innerhalb  des  Integrationsinter valles  bald  wächst 
bald  abnimmt,  so  kann  man  zwischen  0  und  ß  eine  Zahl  /u.  von  der 
Beschaffenheit  einschalten ,  dass  F(0)  von  ö  ==•  0  bis  0  =  u  ent- 
weder nur  wächst  oder  nur  abnimmt,  und  dann  lässt  sich  das  ur- 
sprüngliche Integral  folgendermaasaen  zerlegen 


Bei  unendlich  wachsenden  m  oonyergirt  das  einte  Integral  lediter 
Hand  gegen  ^J*(0),  das  aweite  gegen  die  KuU  ^ormd  5^  und  di^ 
mit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  7)  aurdck.  Die  nimliche 
Zerlegung  lAsst  aneh  erkennen,  dass  die  Bedingung  der  Gontinuitftt 
nipht  erforderlich  ist  Man  kann  nftmlioh  (i  so  klmu'  w&hlen,  daw 
F(6)  von  ^  =  0  hifl  (9  sss  ^  kerne  Unterbrechung  der  Gontinuitftt 
erleidet,  dass  mithin  alle  Sprungstellen  im  zweiten  Intervalle  0  ~ 
bis  ß  =  ß  liegen;  die  übrige  Schlussweise  bleibt  dann  ganz  wie 
vorhin.  Die  Formel  7)  gilt  daher  für  alle  Functionen,  welche  von 
'$  =  0  bis  ß  ==ß  nur  endliche  Werthe  annehmen. 

Da  die  Constante  g  weder  von  ß  noch  von  der  Natur  der 
Function  F  abhängt,  so  können  wir  irgend  eine  Specialisirung  von 


0 


Lim 


dd  =  9[F(ß)  ^  F(0)l 
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fi  und  F  za  ib|rer  Beatimmiing  benntEen;  am  besten  eignet  eicb  hier- 
in die  Wahl 

amß 

'wobei  .F{ö)  der  angegebenen  Bedingung  genügt.    Um  nun  die  in 
der  entitandenen  Gldchnug 

J   sinü  ^ 

0 

angedeutete  Integration  anmf&hren,  denken  nne  m  ala  nngerade 
Zahl  2m  +  1  nnd  benntzen  die  Gleichung 

diese  giebt 


In 


sine    .'^  =  i*'  »  = 

0 

Das  Endresultat  der  Untenmohung  besteht  also  in  dem  Satze,  dass 
die  Formel 


/  smmf) 


»)        .  Lim J  —g-  F{U)dD  =  \nF{<i),      ß  >  0, 

0 

für  alle  von  0  =  0  bis  0  =  ß  endlich  bleibenden  Functionen  gilt. 

Um  hier  gleich  ein  pfuur  Anwendungen  zu  zeigen,  wollen  wir  die 
BO  'eben  benutzte  Summenformel  allgemeiner  swisohen  den  Grenzen 
^  =  0  n^d  B  =s  ß  integriren;  diese  giebt 

•    +^ain2ß  +  ^m^ß  H  +  ^sin2nß 


/sin(2n  +  l)e^^_ 
$in6  J 


'sinmO  0 


Unter  der  Yoranssetzung  ß  <i  tc  bleibt  dieFonction  BisinO  endlich 
Ton  $  =  0\n»  6  ß^  mithin  iet  dnvoh  Uebergang  sor  Grenae  Ar 
nnendlieh  wachsende  n 

ß  +  \ein2ß  +  ^sin^ß  +  IsiniSß  -f  •  =  i^r, 

0  <  ^  <  Ä, 

oder  für  /8  =  J  « 

|(3r  — m)  ==  \8inu  +  J^n2u  +  |«j»3u  + 

0  <  I»  <  2  ». 

S«MOmUoh,  Aiuklyri»  U.  9 


Digitized  by  Google 


130  Die  periodischen  ßeihen. 

Hsn  gelangt  m  emein  analogen  Kesnltatei  wenn  man  die  leioht 
beweiabare  Gleichung*) 

2[siH20  4  siniO      sm6fl  -!-•••  +  «m2nö] 

=  cot    +    w  2  M  0  —  cos  2  n  I)  cot  (I 

^0(48  +  Bin2nB  ^  -^^^  

mit  mnltiplioiTt  und  awiachen  zwei,  vorläufig  noch  nicht  näher 
bestimmten  Grensen  (9  =  «  und  d  =  integrirt  ZonAehst  ergiebt 
sich 

cos2a  — cös2/3  ,  ros  4a  — cös 4/3  co8  2na^co92nß 
 i  +  2  ^'"^  n  

2j         6        9in8  '  2j         6  nnd 

und  wenn  hier  0  <i  a  <^  ß  KZ  ^  genommen  wird,  so  bleibt  die 
Function 

endlich  innerhalb  des  Integrationantenrallea.  Nach  Formel  5)  hat 
man  nun  durch  Uebergang  zur  Grenze  ÜBa  unendlich  wechselnde  » 

cos 2a  — <Jöfi2/3  ,  eos^a-^cosAß  ,  cos^et  —  cosQß  , 
 i   +  2  +-  3  

=  Isinß  —  1  sina,  0  <^  a  <^  ß  <Z  ^^ 

Specieller  für  /J  =  J^,  «  —  ht  und  unter  Anwendung  der  bdcami- 
ten  Formel  1  —  |  +  i  —  i  +  o*«»  =  '2  folgt  hieraus 
—  2(2sfnJ«)  =  ieasu  +  \ea82u  +  \ca83u  +  •  • 

'   0  <  «  <  sr. 

Die  beiden  erhaltenen  Summenformeln  geben  zu  erkennen,  dass  die 
auf  S.  115  beispielweis  angeführten  Reihenentwickelungen  auch  in 
dem  Grenzfalle  r  —  1  gelten,  sobald  die  (sonst  beliebige)  Vaiiabele  u 
auf  ein  bestimmtes  Intervall  eingeschränkt  wird. 

♦)  Wird  nämlich  beiderseits  mit  stnO  multiplicirt  und  linker  Hand 
jedes  doppelte  Product  zweier  Sinus  in  die  Dififerenz  zweier  CosinuB  um- 
gesetzt» so  entsteht  eine  identische  Gleichosg. 
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ß 

HL  Bestimmung  von  Um j'J^f(ß)de  für    =  oo. 

Im  Folgenden  wollen  wir  die  Gleichung  9)  auf  den  Fall 

anwenden  und  dabei  ▼oratweetzen,  dase  f{9)-  eine  von  Ö  =  0  bis 
$  =  ß  endlich  -bleihende  Function  eoi.  Für  6  =  0  erhält  F(()) 
den  endlichen  Werth  F{0)  =f(0),  für  ö  =  Jr,  2jr,  3;r,  etc.  wird 
dagegen  F(0)  im  Allgemeinen  unendlich;  um  diese  Fälle  anszu- 
Bchliessen,  müssen  wir  vorläufig  ß  <^  jt  voraussetzen  und  haben 
dann 

ß  ^ 

f  ^^^^^^^  =  i*'^^^)»      0  <    <  ar. 

0 

Anders  geetaltet  sich  die  Sache  für  <9  =r  gr.  Da  hier  die  Glei- 
chung 9)  nicht  anmittelbar  smr  Anwendmg  kommen  darf,  lo  be- 
nntoen  wir  erst  die  Zerlegung 

/iSr^(«>''^  =ß^mäe  ^r^mäo 

und  Bubstituireu  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  0  i=z  tC  — 
wodurch 


r sinmß    ^  ^  i sinmn 


1^     •      :  «  ' 


sm(i  J  Sinn 


wird.  Hiernach  ist,  wenn  wir  m  als  ungerade  Zahl  ▼oraiusetaen  imd 
statt  71  wieder  6  schreiben 


  /  srnm 

J  sind 


Das  letzte  iutegral  ist  ebenso  gebildet,  als  wenn  in  Kro.  9) 

9» 
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gesetzt  worden  wäre,  und  da  diese  Function  von  0=0  hw  0  \x 
endlich  bleibt,  bo  folgt 

n 

0 

Durch  die  genaue  Scbreibweite /(«  —  P)  wird  hier  angedeutet,  wel- 
chen  Wertti  TOn  /(«)  man  m  dem  FaUe  su  nehmen,  hat,  wo  etwa 
/(Ö)  f  ür  «  =  «  eine  Unterbrechung  der  Ck>ntmuitl.t  erleidet 

Mittelnt  (1er  Formel  11)  ist  Imcht  au  entaoheiden,  wie  sich  die 
Sache  gestaltet  ,  sobald  ein  Vielfachei  von  «  aoimacht,  etwa 
ß  —  ha.    Die  Zerlegung  des  Integrationfinterrallee  giebt  zunächst 


hn  ^ 


+ 


»TT 


und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ö  =  i;,  im  aweiten 
^  ^     _j_       im  dritten  0  =  2;r  +  i?  etc.  substituiren,  eo  erbal> 

ten  wir 


0 

n 


Die  Integrale  rechter  Hand  lassen  sich  in  ein  einziges  zusammen- 
ziehen,  wobei  wir  wieder  Ö  statt  i?  schreiben  wollen.  In  der  so  ent- 
stehenden Gleichung 


sinnt  1]  ...   ,     .  - 


/ 


^ÜLÜL?       +/{«  +  6)  +/(2  «  +  ö)  + +f(h  -  1 3r+Ö)]<f  a 
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'ist  die  rechte  Seite  ebenso  gebildet,  als  wiire  iu  Xro.  11)  statt /(^) 

die  eudlicho  Reihe  /{f))  f  (ji  +  0)  {-  etc.  gesetzt  worden  j  der 
Uebergaug  zur  Grenze  für  m  =  oo  liefert  demnach 


2  ■T"**"r  2 

4-  Ifihn  -  0)}. 

Wir  haben  endlich  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo  ß  zwischen 
zwei  benachbarten  Vielfachen  von  Jt  liegt,  mithin  ß  =  h  7t  f-  y  und 
0  <^  y  <^  jt  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  zerlegen  wir  wie  folgt 
hn  +  y  hn  hn+y 

und  sabstitairen  im  sweiten  Integrale  reehtor  Hand  ß  =  hjt  17, 
wobei  wir  zoletzi  wieder  d  statt  tj  schreibeh;  diess  giebt 

hn  +  y  hn  Y 

— y(fl)dO  =y  -^mdt)  +.J  -^Mn  +  0)dO. 

Fär  das  erste  der  rechts  verzeichneten  Integrale  benntzen  wir  die 

Formell  2),  für  das  zweite  die  Formel  10),  indem  wir  das  in  letzterer 
vorkommende /(Ö)  durch  J\h7t  •\-  0)  ersetzen j  wir  erhalten  so*) 
hn+y 

'/(23r-0)+/(2g4-0)  ,       I  JVi^-0)^/(h7c-j-0)\ 
T  2  •  2  J' 

0  <  y  <  jr. 

Hiernach  läset  sich  auch  der  Fall  ß  =  co  behandeln,  indem 
man  sich  h  als  unendlich  waehsende  Zahl  denkt,  also  die  Reihen  in 
12)  und.  18)  ins  Unendliehe  fortsetst  Wenn  diese  Reihen  direiw 
giren,  so  hat  das  Resultat  keine  Bedeutung,  convergiren  sie  aber, 
so  muss/(^3r)  bei  unendlich  wachsenden  h  ins  Unendliche  abnehmen, 


*)  Die  Formeln  10)  bis  13)  hat  zuerst  Lejeune-Dirichlet  ent- 
wickelt in  Grell e's  Journal  Bd.  IV,  S.  94  und  mit  mehrfachen  Erläu- 
terungen reproducirt  m  Do  v  e's  T\f  pi  rtonum  der  Physik  Bd.  I,  S.  1.52, 
An  beiden  Orten  transfürinirt  dcrKrtinder  das  oben  betrachtete  Integral 
mittelst  derselben  Methoden,  welclie  wir  auf  das  einfachere  Integral  in 
I  angewendet  haben;  der  hier  eingeschlagene  Weg  durfte  indessen  be- 
qaemer  seiu« 
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und  cUmn  ist  es  gleichgültig,  welche  von  den  Formeln  12)  und  13) 
in  Anspruch  genommen  wird.    So  erhllt  man  s.  B.  flOr  = 


mO 
Sind 


IV.  Suinmirung  periodiBolier  Reilien. 

Bnrbh  die  Torigen  Untersnohongen  rind  wir  in  den  Staad  ge- 
■etat,  die  Summen  Bolcher  unendlicher  Reihen  au  finden,  dmn  allge- 
meiner Term  durch  das  Integral 

n 

Jj{t)öosn(t^  x)dt  '  . 

0 

dargestellt  wird}  zur  Abkürzung  benutzen  wir  hierbei  folgende  Be« 
Zeichnungen 

14)  ün==\ Jfif)dt+  Jm(m{t'-x)dt-\- Jf(t)co82it'-x)ät+" 


0 


0  0  .  0 

n 

•••  +  J'/(t)cosn(t  +  x)dt. 

Wae  nun  die  erste  Beihe  hetrifft,  lo  kfinnen  wir  dieselbe  auf 
folgende  Form  briugen 


n 


= y/(Oli  +  cos{t  —  ä)  +  cos  2(t  —  x)  +  *»'  +  co8n(i  —  x)]dt 

0 

und  erhalten  nach  einer  schon  mehrmals  benutzten  Summenformel 
Statt  i  itihren  wir  eine  neneVariabele  m  ein  mittelst  der  Suhsfdtutioii 
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l(t  —  x)  =1  m  oder.  <  =  2  c»  a?  und  bezeichneü  die  ungerade  Zahl 
2ll  -|-  1  kurz  mit  m;  es  ist  dann 


^  r sinmi 
17,  =  /  — 


Dieses  Integral  lässt  sich  in  die  beiden  Theale 

zerlegen,  und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  m  —  6,  im  zweiten 
a  =2  ß  setzen,  so  wird 


0  0 

Mittelst  der  im  yorigen  Absclmitte  bewiesenen  Sfttze  kSnnen 
Jelzt  die  Grenzwerthe  bestimmt  werden,  gegen  welcbe  die  beiden 
Integrale  eonvergiren,  sobald  n  und  m  unendlich  wachsen.  Jene 
Grenzwerthe  hingen  aber  von  dem  Betrage  des  x  ab,  und  daher  mfls« 
aen  wir  hinsichtlich  des  letzteren  bestimmte  Yoranssetzungen  machen. 
Wir  beschrftnlcen  uns 'dabei  auf  drei  Ffille,  ob  nämlich  x  =s  0, 
oder  zwischen  0  und  ä  enthalten,  oder  =  tt  ist.  Im  ersten  Falle 
verschwindet  das  erste  Integral  wegen  der  gleichen  Inte.,'rationsgren- 
zen,  und  das  zweite  convergirt  gegen  den  Werth  \7t/(-\-  0).  Liegt 
zweitens  X  zwischen  0  und  7t,  so  hat  man  gleichzeitig  0  <^  jic  JT 
und  0  <C  —  x)  <^  7t,  mithin  convergirt  das  erste  Integral  gegen 
den  Grenzwerth  l7tf{x  —  0),  das  zweite  gegen  i;r/(:r -f- 0).  End- 
lich für  X  =  7t  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  16)  und 
das  erste  convergirt  gegen  \xf{Jt  —  0).    Demnach  ist 

ffttr  »      0,  =  i«/(-f-  0), 


17) 


0  <^  X  <^je,  u^  =  7C  g  I 


^  «  =  sr,  u^  =  \7t  f(7t  —  0). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlang  gestattet  F».  Man  ündet  zu« 
nächst 

sin{n-\-l)it-\-x) 


und  ftr     +  ^ 
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lg 

oder  durch  Zerlegung  ' 

0  0 

Im  Falle  a;  =  0  verschwindet  daa  zweite  Integral  von  selbst, 
und  daa  erste  convergirt  gegen  ~7rf{^  0).  Liegt  x  zwischen  0  und 
:nr,  so  sind  \(7t  -f-  und  \x  gleichzeitig  zwischen  0  und  ;r  enthalten; 
dann  convergiren  beide  Integrale  gegen  einen  und  densell)en  Grenz- 
wei-th.  Endlich  für  x  —  n  convergirt  das  erste  Integral  (nach  N ro- 
ll) gegen  \7tf{7t  —  0)  -|-  \nf{—  Jt  ■\-  0),  dae  zweite  gegen 
|9K/(—  »  +  0).   Zusammen  giebt  diess 

|£ur  «  =  0,  ==  i«/C4-  0),  . 

18)  L  0  <  »  <  jr,  Fo,  =  0, 

\     X  —  Tt,  —\  nfijt  —  0). 

Addirt  man  jetzt  die  Gleichungen  14)  und  15)  für  «r=  cö,  indem 
man  ihre  unter  Nro.  17)  und  18)  angegebenen  Summen  beachtet,  80 
findet  man  nach  beiderseitiger  Division  mit  ar,  dass  die  Summe  der 

unendlichen  Beihe 

n  n  .  71 

)tS ^^^^^^  -\'^J*f{!)costdt,casx  +  ^ f{t)co8  2tdt.m2x  +  ... 
duroh 

/(+0).     f±:l^^Ii£±l>,  /(,_o) 

ansgedrttokt  wird,  jenachdem  x  =  0  oder  0.<^x  <^9C  oder  »  =  a 
ist.   Dieses  Resultat  l&sst  sich,  wenn 

n 

19)  An  =  - f/(t)eosnidi 

0 

gesetzt  wird,  zu  folf^^endem  Theoreme  zusammenfassen: 

Wenn  die  Function  f{x)  von  x  —  ^  bis  x  •=.  71  end- 
lich und  stetig  bleibt,  sjo  gilt  die  Gleichung 

für  alleWerthe  von  dP=Obisa;  =  är  inoliudve  beide  Gren- 
zen; erleidet  aber  f{x)  innerhalb  dieses  Intervalles  eine 
Unterbrechung  der  Gontinuitftt,  ohne  jedoch  unendlich  zu 
werden,  so  ist  die  Samme  der  obigen  Reibe  gleich  dem 
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arithmetisphen  Mittel  aus  den  beiden Wcrthen»  W6lche/(ji;) 
an  der  betreffenden  Sprunf^s teile  besitzt. 

Durch  Subtraction  der  Gieichung  15)  von  Nro.  14)  ergiebt  aich 
auf  ganz  ähnliche  Weise,  dass  der  unendlichen  Reihe 
n  n 

0  5 

die  Sommen 

2  •  • 

zukommen,  jenachdem  a;  =  0,  oder  0  <^  x  <^  n  oder  x  =  n  ist. 
Mittelst  der  Abkürzung 

n 

20)  Bn=^Jf{f) sinnt  dt 

0 

gelangt  man  jetzt  zu  dem  analogen  Satze: 

Wenn  die  Function  f{x)  von  a?  =s  0  bis  d;  =  9r  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die. Gleichung 

für  alle  swischen  Ound«  liegenden  Werthe  vona?  exolusive 
beide  Greil  zeu ;  erleidet  aber  f{x)  innerhalb  dieses  Inter- 
valles  eine  Unterbrechung  der  Coutinuität,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen, 
welche  f{x)  an  der  betreffenden  Sprungstelle  b  esitz  t. 

Zur  vollständigen  Discussion  der  vorigen  Keihen  gehört  noch 
die  Ennittelong  der  Keihensummen  für  den  Fall,  dass  x  ausserhalb 
des  Intertalles  0  bis  ff  liegt.   Betrachtet  mim  nun  in  der  Reihe 

X  als  willkühiliche  Variabele  und  versteht  unter  J  irgend  eine  zwi- 
schen 0  und  71  Hersende  Zahl,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  jeder  eiii- 
zelua  der  vorkommenden  Cosinus  für 

a?  =  2«— -S,  4«  —  J,  4ä  +  {,  6«  —  {,  6«  -j-J,..«. 

denselben  Werth  erhält  wie  för  =  |.  Bas  N&mliche  gilt  auch  von 
der  Beihensnmme,  welche  demnach  eme  periodtiohe .  Function  yon 
»  ist  Ffir  negative  x  bleibt  die  Reihensumme  dieselbe  wie  fikr  gl^ch 
grosse  positive.  0?.  Diese  Verhältnisse  werden  sehr  ansdiauUch,  wenn 
man -sich  die  beiden  Ourven  constroirt  denkt,  deren  Glnofaungen  in 
rechtwinkligen  Coordinaten  sind  y  =  f{x)  und 

21)  r  =  5^  +  A^cosx     A2C0S2X  ■{  
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Die  «rate  Gurve  NP  QiRvd  wilMhrlioh,  (Fig.  28)  nnd  es  sei  dem 
P  Qi  der  Bogen ,  welcher  der  Abscisse  OLi  =  tc  entspricht.  Die 

Fig.  28. 


sweite  Curve  fUUt  von  x  =  0  hi&  x  =  tc  mit  der  ersten  Corve  zu- 
sammen, für  X  ^  n  sowie  für  <^  0  besteht  sie  aus  einer  Reihe 
von  Bögen,  die  dem  Bogen  P  Qi  congment  sind.  In  der  Gleichung 
21)  hat  man  daher  ein  Mittel  aar  Gonstmetion  «iner  wellenförmigen 
Gorre,  in  welcher  der  von  =  0  his  =  reichende  Bogen  mit 
dem  entsprechenden  Bogen  irgend  einer  gegebenen  Gnrye  überon* 
stimmt. 

Qanz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Rohe 

7?i  si)i  X  4-  BiSin^x  +  BzSxnZx  -f  ••• 
Auch  hier  besteht  die  Curve,  welche  die  Reihensumme  darstellt, 
aus  congruenten  Bögen,  jedoch  liegen  dieselben  abwechselnd  über  und 
unter  der  Abscissenachse  (Fig.  29).  So  oft  «  gleich  einem  Vielfachen 

Fig.  29. 


von  7t  wird,  yersdiwindet  die  Beihensamme;  die  iweite  Gnrve  hat 
demnach  unendlich  viele  anf  der  Absdssenachse  liegende  isolirte 
Funkte  wie  z.  B.  0^  Xi«  Xi»  n;  s.  w. 

Bevor  wir  Anwendungen  der  beiden  Theoreme  neigen,  wollen 
wir  erst  die  Frage  erörtern,  nnter  welchen  Umst&nden  es.  erlaubt  sein 
würde,  die  Gleichungen 
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22)  f{x)  =  I  ^0  -\-  Aicosx  -\-  AiCos2x  -\-  AiCos^x  -\- 

23)  f{x)  =  Bi  sinx  -f  Il>  sin  2x  +  BsSinSx  -]  

in  BezieBuDg  auf  x  zu  düferenzuran.  Die  Differentifttion  der  ersten 
Gleichung  gieht 

24)  fix)  =  —  lAiSin»  —  2A98in2x  —  ^A^sinSx  — 
und  efl  bedarf  nun  der  Entfleheidung,  ob  diese  Gleichung  richtig  ist 
oder  nicht.  Soll  aber  f'(x)  wie  eine  nach  Sinus  fortschreitende  Reihe 
entwickelbar  sein,  so  muss  erstens  f'{x)  von  x  =  0  bis  a:  —  n:  end- 
lich bleiben  und  zweitens  ist  der  Coef&cient  von  ainnx  mittelst  der 
Formel 


7» 


^jsinntdt 

0 

8U  bestimmen;  die  Gleichung  24)  würde  daher  richtig  sein,  wenn  der 
Yolliegende  Coefficient  =  — -  nÄ^  w&re.  Durch  theilweise  Integra» 
taon  ergiebt  sich  leicht 

n  n 


=  ||/(3r)«t»wjr  — /(0)«<»o|  —  nAn 


und  wenn  hier  /(O)  und  f{%)  endliche  Grössen  sind,  so  ergiebt  sich 
in  der  That,  dass  der  gesuchte  Coefficient  den  Werth  —  nAn  hat  Die 
Differentiation  der  Gleichung  22)  ist  also  erlaubt,  wenn  /(«)  und 
/'  {x)  Ton  x  .=iOhiB  X         endlich  bleiben« 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  Gleichung  28), 
deren  Differentialquotient  sein  würde 
26)      f  {x)  =r  1  Bi  eosx  4-  2B^eos2x  +  3  J?3  cos  Sa?  +  • 
Verwandelt  man  nämlich  f'{x)  in  eine  nach  Cosinus  fortschreitende 
Keihe,  so  hat  man  als  Coef&cienten  von  cosnx  den  Ausdruck 
n  n 

\j  /'(t)mntdi=~f^f(x)co8n«—fi0),  +  n J^f(t)  sinnt  dt^ 

0  -  .  Q 

=  I  [/"W^ös  nx  -/(0)|  +  nB„ 

welcher  mit  dem  in  Nro.  25)  Torkommenden  Goefficienteii  nJS^  nicht 
übereinstimmt,  ausgenommen  den  Fall  /(tc)  =:/(0)  =  0.  Die 

Differentiation  der  Gleichung  23)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn 
f(x)  und  f*(x)  von  =  0  bis  a;  =  «  endlich  bleiben  und  wenn 
ausserdem  /{O)  =  /(«)  =  0  ist 
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* 

V.  Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

A.  Beispiele  su  Formel  22). 

Für  j\x)  ~-  X  erhalt  mau 

.  '  '        .  2    1  —  C08UX 

mithin 

 ar      4  (cüsx      cosSx  .  cos6x  }    '     -  . 

*  —  2      5117      ""3^        6«        '  '  i. 

oder 

26)  — jp)==i^^  +  5^  3a5+"ico86« -|- 

0  ^x. 

Die  SpeciaUsinrngen  =  0  und  x  =  «  führen  zn  Summenformeln, 
welche  nach  §.  50  des  ersten  Theiles  schon  bekannt  sind. 

Die  Anualimc 

f{x)  =r        4-  c-^', 
worin  X  eine  beliebige  Constante  bezeichnen  möge,  liefert 

»  • 

und  daraus  folgt 

.  '    ;r  c^-' -\- e~^'       1       kcosx      kcos'lx  .  kcos'dx 

2  *  e'^"  —  e-'^''  ~  21  ~  1 2  -f        22  -f  A2     32  **' 
Da  der  Ausdruck  linker  Hand  für  negative  x  derselbe  ist ,  wie 
für  gleich  grosso  poeitive  x^  so  gilt  die  Gleichung  unter  der  etwas 
erweiterten  Bedingung  —  fC  ^7C. 

FHarfXx)  =  casftXi  wo  ft  keine  ganse  Zahl  sein  möge,  ergiebt 

sich 

-   28injtn   2gtiifi3r  ( —  1)"+^ (i 

^'^"'^^   ^""-~5       n>  —  f»«  '  ' 

mithin 

:r  cosftfl?       1        « rojag         c<>s2  .r     n  cos  3^* 

2sf»JI5~"2fi"^  1»  — fi«~2«^^  '  ' 


was  Dasselbe  ist,  als  wenn  man  iu  Nr.  27)  A  —  \/ —  1  gesetzi 
hätte.  Auch  diese  l^'ormel  lässt  sich  auf  das  Intervall  x  =  —  tc  bin 
X  -\-  7t  ausdehnen.  Die  speciellen  Werths  .r  =  0  und  ;r 
fähren  zu  Gleichungen,  welche  von  den  im  ersten  Theile  in  §.50  eut- 
wickelten  Formeln  6)  und  3)  nicht  wesentlich  Tcrschieden  ebd. 
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B.  Beispiele  zn  Formel  28). 

Die  Annahme  f{x)  =  1  giebt 

2    1 — cosnic 

jf  =;  —  •  — — — 

*      «  n 

mühin 

29)  \7r  —  \8inx +^8inBx+l8in6X'\- 

0  <C  «  <  «t 

woraus  z.  E.  fBr  x  =  \n  die  bekannte  Leibnitz *8che  Reihe  folgt. 
Nimmt  man  f{x)  =      so  n-hält  man 

demnach 

30)  \^  =  \  sinx  —  \8in2x  +  \  8in  3x  —  •  •  •  • 

Da  die  linke  Seite  für  x  —  0  verschwindet  und  für  negative  x  die 
nämlichen,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzten  Wcrthe  annimmt 
wie  für  i^eich  groflflo  poritive  x,  so 'lägst  sich  das  Gültigkeitsintenrall 
der  Gleichimg  ausdehnen  auf  —  X  <^  x  <:i  +  x. 

Ersetst  man  in  der  vorliegenden  Gleiohnng  x  durch  Tg  —  x^ 
so  gelangt  num  sn  der  schon  auf  S.  129  entwickelten  Formel 
13)       |(3r  —  x)  ~  \sinx  -j-  lsin2x  -\-  |sm  3a;  -|-  •  •  • 
welche  an  die  Bedingung  0  <^  x  <^  2  7t  gebunden  ist.    Das  arith- 
metische Mittel  der  Gleichungen  30)  und  31)  führt  aufNro  29)  zurück. 

Durch  Substitution  von 

/(«)  =  c**  —  e-^*  . 

erhält  man 

und  hieraus  die  Gleichung 

.       X  t^*  —  er-y       Isinx      2 sin 2 x  .  BsinSx 

2 'c*^^e-=^"'rH~A'^"~22  -f  32~PP 

deren  Gültigkeit  sich  leicht  auf  — 7t  <^  x  <^  -j-  7t  ausdehnen  läset. 
Dasselbe  Resultat  folgt  aus  Nro.  27)  durch  Differentiation  in  Be- 
ziehung auf  X.  .  . 

Mittelst  der  Substitution /[^)  =  sinfikx,  wo  fi  keine  ganse  posi* 
tive  Zahl  sein  möge»  findet  man 

,  ,  jr      n*  —  tt* 

,  und  demgemäss  ^ 

.       5  f^li?«-  ^sinx     Ü8m2x  ^  SsinBx 
^       2  ' Binfix ~  2«— f*«     3»—  f»«  * 
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an  Besnltat,  deesan  Gültigkeit  auf  die  Grenxen  —  +  ff 

ausgedehnt  werden  kann.   Man  orhilt  übrigens  dieselbe  Gleichung 

aus  Nro.  82)  wenn  X  =  ftV —  1  gesetzt  wird. 

0.  Transformation  von  An. 

Für  manche  Anwendungen  der  Formel  22)  ist  eine  Transfor- 
mation von  Wichtigkeit,  weldier  das  Integral 

n 


/(O  cosni  dt 


in  dem  Falle  unterworfen  werden  kann,  wo  f(f)  eine  Funetion  von 
eosi  darstellt,  wo  mithin  f(t)  =  (p(cost)  gesetst  werden  darf.  Maa 
gelangt  hiersa  auf  folgendem  Wege. 

Bezeichnet  wie  gewöhnlich  q)^"^  (e)  den  n-ten  Differentialquotienten 

von  <p  (£)f  so  ist  durch  theilweise  Integrutiüu 

Unter  der  VoranBsetanuig,  dass  die  Function  sowohl  für  =  a 
als  für  r=:l)  verschwindet  nnd  dass  tp^^^^^iß)  von  #  =  a  Ins  #  =  ^ 
endlich  bleibt^  folgt  hieraus 

»  h 

J (p^^\z)^{^z)  d0=^  Jfp^^-^^e)  i^\z)  dg. 

a  a 

Wendet  man  rechter  Hand  wieder  dasselbe  Verfahren  an  und  setzt 

voraus,  dass  i'' {(i)  ■=.  0,  =  0  und  (p^^~'^'^{z)  innerhalb  der  lu- 

tegrationsgrenzen  endlich  ist,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 
b  h 

Es  erhellt  yon  selbst,  wie  sich  dieses  Verfthien  fortsetaen  lisst;  die 
M-malige  Anwendung  desselben  giebt 

6  b 

J'(f'-\-)4'i^)dz  =  (—  1)" J  (p{ss)}l)^^\z)dz, 

a  a 

und  zwar  müssen  dabei  i^(^),  i^'C-s*),  .  .  .  ^^""^^(/ff)  sowohl  für  =  o 
als  für  ^  =  Z>  verschwinden  und  (p'{z\...  fp^'^~^^{z)  innerhalb 

der  Integrationsgrenzen  endlich  bleiben.  Den  für  iif{z)  ang^ebenen 
Bedingungen  genügt,  wie  leicht  su  sehen  ist,  die  Function 

^(«)  =  (1  —  B^Y-\ 
wenn  as*-l,  d  =        genommen  wird,  und  es  ist  dalier 
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—1  •        '  — 1 

Andererseits  hat  man  (S.  7,  Formel  10) 

^-i(l_^2)n-l  _  1.3.5...  i2n-  1),.,,.,,,,,-,,,,^ 
 J~;^     7  =  '  9m{nareeoBg) 

mithin  auch 

—1 

=  ;i  J   55  

—  1 

und  daraus  wird  mittelst  der  Substitution  areeQ8JS  =  t  oder  e  =  co8tf 

n 


0 

1 .3.5...(2n--  1)  ? 


sin^Hdt 


. (2n  —  1)  r 

—  ^ — :  /  q) (cos t)d (sinnt) 


n 


=  1.3.5...(2n  —  1) fp(cost)cosntdU 

Demnftob  ist  umgekehrt  ^ 

n  .  n 

3-4)  j  q>(ßa8t)cosnt  dt  =  ^  3  5  .^2^  — 1)7"^^"^^^^^^*"***^** 

und  hierin  besteht  die  abzuleitende  Transformation*). 

Um  ihren  Gebraueh  an  einem  Beispiele  m  zeigen,  wollen  wir  die 
Ooeffidenten  in  der  Beihenentwickelnng 

>  ^   =:  1^  4-  ÄiCOSX       AiC082x  ' 

Vi  —  2XC0SX  K'^ 

nfiher  untersuchen;  es  bedeute  hierbei  x  einen  positiven  oder  nega- 
tiven echteu  Bruche  Die  linke  Seite  hat  die  Form  (p(fiQ$x),  ,und 
zwar  ist 

mithin 


*)  Sie  findet  sieh  zuerst  in  einer  Abhandlung  von  Jacebi,  Grellere 
Jonmal  Bd.  XY,  S.  1. 
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und  naoh  deo  bisberigen.  Formeln 
n 


^  _  2    r        cosntdt    2x^  C  8in'^*täf  

n 

dt 


 2j(^  f/  sint  Y"  


Behnfii  einer  weiteren  Umwandlaog  benatMn  wir  die  SnbttitaiioD 

  sint 

•  —  — —  = 

Vi  —  2x<»s<  4-  x2 
und  neben  ans  derselben  die  beiden  Gleiohiingen 

Vi  —  Sxm"?/ 4-  x2  1  (1— xco5<)<^<  , 

■      ■—  — T    '     ' '  *  '   ■  ■  SS  w |#, 

1  —  X €osi  Vi  1  "~  2xco$t  -f- 

deren  Prodnofe  iet 

dt  du 


Die  t  ormel  für  ^„  geht  jetzt  in  die  folgende  über 


«  ^  Vi  —  «»«1« 


«»ein««* 


statt  deren  aneh  geecbrieben  werden  kann 

An 


^   Vi  —  x'wn»« 

Zur  völligen  Entwickelung  von  An  kann  man  sich  von  hier  an  nn- 

endliober  fieiben  bedienen,  indem  man't.  B.  den  binomisohcin  Sata 

-1 

auf  (1  —  X'S9»*u)  "  anwendet. 


VI.  Erweiterungen  der  Entwlokelungsfonneln. 

Für  manche  Anwendnngen  der  allgemeinen  Formeln 

/(x)  =  ^A4)  +  Aicosx  +  A2CO82X  -\-  A^cosSx      *  • 


*)  Auf  weit  mfibsamerem  Wege  gelangt  Legen dre  sn  denelben 
Formel  in  teinem  Trait6  des  foncftions  elliptiqnes,  Tome  n,  page  586, 
formnle  10. 
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f(x)  =  Bxsinx  -|-  Bi8in2x  +  BasmSx  +  ...., 


TT 


Bn  =  —  /  J(t)smnidt 


ist  es  «in  lästiger  UebelstaDd,  daes  die  Variahelc  x  auf  das  Intervall 
0  bis  9r  beschränkt  bleiben  muss,  und  os  verdient  deshalb  die  Frafre, 
ob  sich  möglicherweise  das  üültigkeitsintervall  erweitern  Hesse,  eine 
nähere  Untersuchung. 

a.  Seist  man  in  der  ersten  Formel 


wo  h  eine  willkflhrliohe  positiTe  Grösse  beaeiohnet,  so  erhält  mau  die 
nene  Oleiohang 

9(1))  =  Mo  +  A,eo»^  +  AtüoB^^  +  •  •  •  • 

» 

und  zwar  gilt  letztere  uuter  der  Bedingung  0  ^        ^       d.  h. 

0  ^  jf  ^  Jk;  man  gelangt  slso  zn  einer  neuen,  innerhalb  beliebiger 
poeitirer  Greneen  geltenden  Entwiekelnng.   Um  aueb  An  entspre- 

chend  umzuwandeln}  benutzen  wir  die  Substitution  t  =  — ;  sie  giebt 

b  h 


= y  ^  =  hj 

Schreiben  wir  endlich  in  den  gefundenen  (rleichungen  wieder  /,  X.,  i 
statt  9i      Uy  so  haben  wir  den  Satz,  dass  die  £ntwickelimg 

35)  /(«)  =  1^0.  +  Äicos—  +  Ä2COS-Y-  +  ^(^os -\  

fOr  alle  x  toh  xsstO  Ins  x  =ih  gilt,  wenn  die  CJoei&cienten  nadi 
der  Formel 


mti 
co$— — ai 


bestimmt  werden. 

ICttelst  der  niinliohen  Substitution^  gelangt  man  zu  dem  ana- 
logen Satze,  dass  die  Entwickelung 

37)   /(«)  =  Biswi-^  +  J5,«in— +  B^svii-^  1  

für  alle  zwischen  0  und  h  liegende  x  gilt,  wobei  die  Coeificienten 
nach  der  Formel 

ScBlSmllob,  Analysts.  n,  10 


uiyiu^L-ü  Uy  Google 


146  Die  periodischen  Reihen. 

h 

88)  B.^lf MHn^dt 

0 

zu  besiimmen  sind*). 

• 

b.  Um  auch  negatiTe  Wertfae  von  x  in  das  Bereich  der  Unter» 
snohang  va  stehen«  bemerken  wir,  daas  die  Gleiehnng  ,85)  f&r  nega-  ^ 
Ü9e  X  gültig  bleiben  würde,  wenn  die  Fonotion  f(x)  die  Eigensehaft 

/( —  x)  —  /(-f  x)  hätte,  und  daaa  analog  die  Gleichung  37)  ebenfalls 

bei  negativen  x  ihre  Geltung  behalten  würde,  wenn  /( —  x)-= —  /(+a;) 
wäre.  Bezeichnet  nun  F{x)  eine  beliebige  FuuQtion  von  a;,  so  be- 
sitzt der  Ausdruck 

die  Eigensobaft  /( —  x)  und  kann  daher  für  aUe,  von  a?=  —  h 

bis    =  +    reichenden  Werthe  des  x  nach  Formel  86)  entwickelt 
werden;  man  hat  also 

i  A    I    j              \    ä       2;ra;   ,     .       ^nx  , 
=  lA^  +  Aicos—  +  A^eos—  1-  A^cos—j^  1-  •  •  -i 

—  Ä  g  «  ^  -I-  Ä. 

Darin  ist 

h 


1 


dt 

0 

h  h 


Jm cos'^dt+  J F(-  i) cos  ^* dt 


0  0 

und  wenn  man  im  letzten  Integrale  statt  t  die  neue  Variabele   t 

einführt,  so  erhält  dieses  Integral  dieJPorm 

0 


F(i)ca8  —  dt, 


worauf  es  mit  dem  Torbergehenden  susammengezogen  werden  kann; 
dies  giebt 


«u  i^i«  o^igren  Entwickelnngen  hat  Lagrange  gefunden  und  in  den 
ilteren  Abhandlungen  der  Turiner  Akademie  miteetheüt  (MisceUanea 
Tannnenaia,  T.  in,  p.  261).  v«*«^««»"«« 
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—  h 

Wir  benutzen  aweitens  die  Formel  37)  zur  Entwickelung  des 
Ausdrucks 

welcher  die  Eigenscliaft  /(—  r)  =  —  /(«)  besitzt  und  deshalb  mne 
auch  fOr  negative  x  gUltige  Keihe  liefert»  n&mlich 

2 

=  Bi^n—  +  ^stn—  1«   1  

—  Ä  <  a?  <  +  Ä. 

Darin  ist 

und  wenn  man  im  aweiten  Integrale  —  ^  an  die  Stelle  von  t  treten  « 
Iftest»  80  wird  ein&cher 


42)'  Bn==jfF(t) 


.  nict  ^, 
n 

h 


Endlich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  89)  u.  41) 

43)     F(x)  =  IAq  +  -^1  cos        -j-  Aicos^^^  _[-.... 

+  JBi«m-jj — [- BiSin—^ — h  •  •  • 

und  diese  Eni  Wickelung  gilt  für  alle  zwischen  —  h  und  -|-  h  liegen- 
den Werthe  der  Variabelen  *). 

Ale  Beispiel  diene  die  Annahme  F{x)  =  e';  man  erhält  dann 

e*  — 

1      ,f     1         XX  1  29ex  .  ) 

+ "  l«» -f  T^^'"T  -  (2^öH^*^-jr + •  •  •  •)• 


*)  Die  Combination  der  Formehi  35)  und  37)  zur  obigeu  Entwickelung 
verdankt  man  Fourier;  s.  dessen  ThiSorie  dis  la  ohalenr,  Paris  1888. 

10* 
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c.  Die  bisherigen  üntersuchangen  huwen  noh  auch  naoh  'emer 
anderen  Seite  liin  erweitern.  Bin  Rflekblick  attf  den  Anßgangspunlrt 

in  Abschnitt  IV.  zeigt  nämlich,  dass  die  dort  angewendete  Mefliode 
der  Sunimirung  überhaupt  auf  ßolche  Reihen  passt,  deren  allgemei- 
ner Term  durch  das  Integral 

/(t)a)sn(t  +  x)dt 


0 


gebildet  wird,  worin  H  eine  beliebige  Grösse  bedeutet  In  der  Thst 
handelt  es  sich  hier  soletat  immer  nur  nm  Anwendungen  der  For- 
meln 10)  bis  13),  wobei  die  F&lle  zn  unterscheiden  sind,  oh  f»  ein 
Vielfaches  von  7C  ausmacht  oder  nicht»  Es  wird  hinreichen,  wenn 
wir  den  extremen  Fall  /t  =  oo  mit  wenigen  Weiten  heirühren. 
Setzen  wir  analog  dem  Frühereu 

/(t)dt^  Jf(t)eo8{t^x)dt  +  J/(t)cos2(l-x)di-\-" 

0  0 

'od  * 

0 

F„  =  |  ff(i)dt-\'  ff(t)eas(t+x)di  +  Jf(f)eo82(t-\-x)dt  + 

0  0.  0 

•  ••+  ^f(t)cosn(t-\-x)dtt 
so  erhalten  wir  znnächat  für  2  n  -\-  l  =  m  und  endliche  x 

■  ^"  =  y  liiB-^^' -mde+J  -^/(x +20) de. 

0  0' 

Bei  unendJicli  wachsenden  n  wird  hieraus,  falls  x  zwischen  Ü  und 
2n  liegt  und  f(or)   continuirlich  bleibt 

=«(/(«)  +/(23r  +  aj)  -[-/(^Tti-x)  4-/(6«  +  «)+  •  •  •) 
Nach  ganz  demselben  Ver&hren  ergiebt  sich 

0  0 

und  förn  =  a>  bei  gleichen  Yoranssetsnngen 

F.  =  n{f{2n^x)  +/(43r  — «)  +  /(ear  — a)  H  ). 
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Verbmdet  man  die  gefundenen  Resultate  duich  Addition  und  Sub- 
traetion  und  setzt  zur  Abkürzung 

A„  =  ~  J f{t)cosntdt, 

0 

QC 

45)  J9«  =  —  y fit)  sinnt  dt, 

0 

SO  erhält  man  die  folgenden  unter  der  Bedingung  0  <^  X  <i  %% 
geltenden  Gleichungen 

46)  \Aa  -I-  Aicosx  -f  A^cosix  +  A^cosZx  +  . . . 
=  /(«)+/(2«— aO+/(23r+»)  4./(43r— a;)-f-/(4«-f  x) 

+  /(6»-a;)  -f/(6;r  +  a;) + 

47)  BiShix  -f  B2Sin2x  -j-  ^gSrnSa;  -f-  .  .  .  . 

=  /(«)  — /(2  « — «)  +/(2  Ä  +  «)      /(4  «  — «)  +/(4  « + «) 

—  /(6  «— «)  +/(6  «+»)+..»., 
deren  erste  auch  für  a;  =  0  und  für  =r  2:nr  richtig  bleibt,  wäh- 
rend dies  bei  der  zweiten  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Hinsichtlich  der  Ijeschränkung,  welcher  x  unterworfen  ist,  be- 
merken wir  noch  Folgendes.  Die  in  Nro.  46)  linker  Hand  stehende 
Reihe  ist  für  x  =  |  ganz  dieselbe  wie  für  ic  =  2«  +  {;  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  ist  im  ersten  Falle 

/({)  +/(2«-ö  +/(2«  +  {)  +/(4«~{)  4- 
dagegen  im  zweiten  Falle  bei  etwas  anderer  Anordnung  der  Glieder 

/(-I)  '\-f{2n-l)  4-/(2;r4-J)  4-/(4sr-|)  -f 

die  Gleichung  4G)  gilt  daher  im  Allgemeinen  nicht  für  2  tt  <^ <^  4 3r. 
Wohl  aber  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigenschaft 
y( —  x)  =  J{x)  besitzt,  mithin  erstreckt  sich  dann  die  Gültigkeit  der 
Gleichung  46)  von  =  0  bis  o;  =  4;r.  Hier  lässt  sich  die  näm- 
liche Schlussweise  wiederholen  und  es  erhellt  daraus,  dass  die  ge- 
nannte Gleichung  überhaupt  für  positive  x  gilt,  sobald  jene  Eigeii- 
achaft  atattfindet.  Da  unter  dieser  Voranssetznng  bei  negativen  x 
beide  Seiten  der  Glmchnng  ungestört  bleiben,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Gleichung  46)  &x  jedea  reelle  x  gilt,  sobald  f{x)  eine  sogenannte 
gerade  Function  von  x  ist  Ganz  ähnliche  Schlüsse  sind  auf  die 
Gleichung  47)  anwendbar;  sie  zeigen ,  dass  die  genannte  Gleichung 
für  alle  reeOen  x  richtig  bleibt,  falls  f{x)  eine  ungerade  Func« 
tion  von  d.  h.  eine  solche  Function  ist,  welcher  die  Eigenschaft 
/( — ^)  —  —  /W  zukommt. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  die  Gleichung  46)  fiU' 
jedes  X  auf  die  gerade  Function 
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F(x)  +  J^(-  X) 
2  ' 

ebenso  die  Gleiohuug  47)  auf  die  ungerade  Function 

F(x)  —  F(—  x) 
2 

anwenden.   Die  Goeffioienten  An  und      werden  dann 

48)    An  =  ^j  F(t)  cosntdt,,        =  -^J^ F(t)  sin  nt  dt 


— CO  — oo 


und  doroh  Addition  der  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich 
49)  +  Aicosx  +  A9C092X  +  AzCObSx  +  •  •  • 

-f  ^x^^  4-  Bi9in2x  4-  BjSinS«  +  •  •  •  • 

=  Fix)  ^  Fix  — 271)  -\-  Fix-}-  27r)  4-        —  47r) -f- F(a; -f  4») 

-I-  F{x  —  6n)  -i-  F(x-\-6n)  +  .  .  . 

Zu  dem  nftmliehen  Besnliaie  gehmgi  man  unmittelbar,  wenn  man 
die  Reihe 

l  J F(t)dt  +  J F{t)cos(t—x)dt  +  J F{t)cos2{t'-'X)dt  +  •••• 

—  CO  —00  — ao 

nach  der  in  Abschnitt  lY.  benutzten  Methode  summirt. 

Um  ein  bemerkenswerthes  Beispiel  geben  suhönnen,  entwickeln 
wir  erst  die  Werthe  einiger  bestimmten  Integrale  nnd  gehen  dabei 
yon  der  Formel 


aus,  die  auf  Seite  456  des  ersten  Theiles  bewiesen  ist.  Durch  unbe- 
stimmte theilweise  Integration  erhalten  wir  zunächst 

J ««•e-**ÄiP=a?»"--i J a?6^*'i*— (2w— 1) J x^'^-'^dx JxC^dx 

ist  nun  2n —  1  positiv,  so  verschwindet  das  Product  er~*'  so- 

wohl f ür  ic       oo  ala  f ür  a?  —  0,  und  es  folgt 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Reihe  nach  für  n      1,  2,  u.  s.  w« 


00 

/■ 
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]  .  3  V» 
23  2 


und  überhaupt  für  jedes  gaoze  positive  n 


Etwas  allgememer  wird  die  Formel  durch  die  Substitution  x  =  at, 
wobei  a  eine  positive,  die  Null  ttbersteigenden  Gonstante  sein  möge; 
es  folgt  nämlich 

P'^-^ät^y^^-'  lj:r'^,  «>o. 

0 

Hieraus  Iftsst  sich  der  Werth  des  bestimmten  Integrales 


dadurch  ableiten,  dass  man  cos 2b t  nach  Potenzen  von  21 1  entwi- 
ckelt, die  dnseUien  Beihenglieder  integrirt  und  hierbei  auf  die 
Gleichung 

1.8.5.7..>(2n  — 1)  1  __  1 

1.2.3.4...(2n)         2.4.6... (2w)      2».  1.2...» 

Rücksicht  nimmt;  man  findet 


/ 


2a 


Hiervon  machen  wir  Gebrauch  für  die  Formel  46),  indem  wir 
f(x)  gleich  der  geraden  Function  e~^**  nehmen,  wodurch 

a  VJt 

wird.   Die  .entstehende  Gleichung  lautet 

50)    ^ _ Ii  +  e"*(5«)<jos»  +  6~^  C082»  +  e~^^  co83x+""\ 
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und  läsfit  weh,  wenn  a  =  — x  =       geeeist  und  die  rechte 

2Va 

Seite  war  linken  gemacht  wird,  folgendermaassen  darstellen 

— £!  (^—71)*  it—2n)*  (t—snlß 

61)  e  «  +  e     «    +  «     "     -h  c  « 

=        |l +2e-«cos2jff  +  2e~*''cosU  +  2e-»«Cö«6ii  +    •  j- 

Versteht  man  unter  n  eine  ganze  Zahl,  welche  alle  die  Werthe 

—  00  —  3,  —2,-1,0,  +  1,  -1-2.  -f  3,  •  •  •     f  00 

annimmt,  bo  kann  man  die  Torige  Gleichung  mittelst  sweier  Som* 
menzeichen  kurz  ausammenfasaen,  nämlich 

52)  Jl.^      "     =1/-  2je-«'«co82»Ä 

Diese  Formel  ist  för  die  Theorie  der  elliptischen  .Funetionen  yon 
hedentendem  Werthe. 


vn.  Die  Umkehnmg  der  Fimoüonen. 

Bei  den  Hsherigen  Entwickelungen  wurde  vorausgesetzt  ^  dass 
die  Functionen  f{x),  F(x)  und  dergleichen  expKette  gegeben  seien; 
man  kann  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gi  hoii  und  gelaugt  dann 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

53)  a;  =  ^(y) 

umgekelirt  y  als  Function  von  X  zu  entwickeln,  oder  noch  allgemei- 
ner F($f)  durch  z  ausaudrQcken.  Es  kann  dies  auf  zweierlei  Weise 
geschehen,  je  nadidem  man  hierzu  die  eine  oder  andere  der  Glei- 
chungen 35)  und  37)  henutzen  wilL 

A.   Wenn  wir  für  ,v  das  Intervall  x  —  0  bis  x  —  a       0  so 
wählen,  dass  die  entsprechenden  Werthe  von  y  und  F{y)  reell  und 
endlich  sind,  so  genügt  F{y),  als. Function  von  x  gedacht,  den  Beb' 
dinguogen  der  Formel  35),  und  es  mnss  daher  eine  Entwickelung 
von  der  Form 

54)  F(j^)  ==  IÄq  +  AiCQS^  +  Äicos^—  4-  •  •  •  •.,  . 
möglich  sein,  wobei  es  wesentlich  darauf  ankommt,  den  Coeiücienten 
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durch  die  gegebene  Funetion  if  auszadrilckeii.  Mittelfit  theilweiser 
Integratipn  erbftlt  man  zmiftchst 


nnx  , 

cos  ax 

a 


=s  —  —  /  F'(if)stn—-dtf 

und  68  handelt  sieb  jetzt  um  die  Beatimmimg  der  für  y  geltenden 

Grenzen,  welche  den  Grenzen  x  —  0  und  a;  =  a  entsprechen.  Unter 
der  VoraiißsetzuDg,  dass  die  Gleichung  i-^{y)  ==  0  reelle  Wurzeln  hat, 
entspricht  dem  Werthe  x  =  0  irgend  eine  dieser  iirzeln ,  die  ß 
heisscn  möge.  Da  ferner  a  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  so 
kann  man  ihn  als  einen  der  positiven  Wcrtho  von  ansehen  und 

demgemäss  a  =  setzeu,  wo  b  im  Allgemeinen  willkührlich  ist; 
dem  Intervalle  =  0  bis  x  =  a  entspricht  dann  das  Intervall 
y  =  ß  hia  y  =  K  Jedoch  bedarf  es  hiersa  noch  einer  Bemerkung. 
Die  nrsprfingliche  Yariabele  -X  war  eine  von  Xz=:  0  \aa  xssa  wach- 
Bende  Qröflse;  die  Fonotion  ^(y)t  welche  an  die  Stelle  von  x  getre- 
ten ist,  mnfis  also  dieselbe  Eigenachaft  besitsen,  nnd  daza  gehdrt, 
dass  ^(^)  von  y  =  /3  bis  y  =  b  wichst,  wenn  d  ]>  /},  dagegen  ab« 
nimmt,  wenn  h  <<  ß.    Durch  EinfOhrung  der  neuen  (jrensen  und 

2*2 

durch  Multiplication  mit     =  ^^(6)  jetzt,  weil  das 

Product 

■    . .  .  nnx 
Fisfjstn—^ 

sowohl  für  X  =  a  als  f iir  ^  =  0  verschwindet, 

b 

Im  spedellen  Falle  n  =  0  giebt  dasselbe  Verfahren 

Setzt  man  in  den  Formeln  54),  55)  und  50)  für  ß  der  Reihe 
nach  die  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  ^  (^)  =  0  und 
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wihlt  in  jedem  Falle  das  sngehOrige  h  ee,  data  ^(y),  von  y  =  ß 
Via    ==  b  positiv  bleibend,  entweder  nur  wächst  oder  nnr  abnimmt, 

so  erhftlt  man  ebenso  viel  von  einander  verschiedene  Entwickelungen 
als  es  verschiedene  ß  giebt;  man  ündet  demnach  alle  reellen  Umkeh- 
rungen von  X  =z  xl^(y). 

üeispielsweis  behandeln  wir  die  Aufgabe,  aus  der  Gleichung 

nmgekehrt  F(y)  =  y  heranleiten.   Daa  Prodnot  yir^  yerachwindet 

für  y  =  0,  erreicht  f ür  y  =  1  sein  Maximum       und  nimmt  für 

y  ]>  1  oontiniurlieh  bis  zu  jedem  Orade  der  Kleinheit  ab;  die  Glei- 
chung ye^f  =  0  hat  daher  die  beiden  reellen  Wurzeln  y  ==  0  und 

y  ==  00.  Nehmen  wir  erstens  /3  —  0,  so  dürfen  wir  b  nicht  grös- 
ser als  1  wählen,  damit  nur  wachse;  die  Wahl  &  =  1  ist  aber 
die  vortheilhaftesto,  weil  dann  das  Intervall  für  y  so  gross  als  mög- 
lich wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  für  die  Coefä- 
cienten  die  Formeln 


yer9dy, 

0 

1 

-4»  =  —  —  /  sin Cn 7ceyc~v)dy^ 
nxJ 

0 

wo  die  angedeuteten  Integrationen  mittelst  unendlicher  Reihen  aus- 
führbar sind;  als  erste  Umkebrung  der  Gleichung  ye~^  =  x  bat  man 


•  •  •  • 


Die  zweite  Umkehrung,  die  wir  zur  besseren  Unterscheidung  mit  Y 
bezeichnen  wollen,  ergiebt  sich  mitteht  der  Annahme  ß  =  oo.  Da- 
mit ye~^  von  1/  z=  cc  bis*?/  =  h  nur  ulaiehme,  darf  b  nicht  kleiner 
als  1  gewählt  werden;  der  vortheilhafteste  Werth  ist  auch  hier  h—l. 
Unterscheiden  wir  die  neuen  Goefücienten  von  den  (ruberen  durch 
andere  Bachstaben,  so  erhalten  wir 


Jyi 


'  nnj 


sininTCeye-^')  dy, 
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und  für  Y  die  Entwickelimg 

T=  |3io  +  ^iCQsnex  +  'X^co82xex  + 


•  •  •  • 


0  ^  »  ^-Ip-« 

Bemerkeuswerth  ist  nodi  die  Dilforei»  der  beiden  Umkehrungen. 
Man  hat  nämlicb 

2  / 

—  An  =  —J  sin(njteye->')dif 

0 

*    -  ^ni^  ~  ~"6i  7i~  + } 

mithin,  wenn 

^        1        (nTtey.  .  (fiTtey      OnTce)^  . 

getetei  wird  * 

=  |Ce  +  Cicosjcex  -f  (icö523rcaj  +  C;iCos37tex  +  •  •  • 

B.  Wir  kehren  wieder  sn  der  allgemeinen  Aufgabe  zurück,  nm 
F(i/)  in  eine  nach  den  Sinus  der  Yielfaohen  Ton  X  fortschreitende 
Beihe  2ni  entwickehi,  nftnüich 

67)  m  =  B^tin—  +  Btü»—  +  B,ä»—  +  ■-• 

Ol  et  a 

0  <  «  <  a, 

wobei 


W  7t  OC 


Iii»   Durch  thealweiM  Integration  ergiebt  eich  nmftchat 

a 

o       .      nTCx   ,    a    r  ,         nnx  _ 

im  letzten  Integrale  schreiben  wir  ^(y)  statt  Xy  führen  dann  die 
Grenzen  »  =  0,  x  =  a,  denen  wiederum  die  Greuaen  y  =  ^, 
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y  ==  6  entsprechen  mögen,  und  erhalten  nach  Mdeneitiger  Haiti- 

plicaiioD  mit  I  ^ 

b 

B,=  ^  ±Fib)mnn  +  —F(ß)  +  —  / F'(3,)ea$^^^Uif 
oder  kflrser 


B.  =  ^Vm-  1)"+»  +  +  6», 

wo  BelhstTcntliidlioh 

gesetzt  worden  ist.   Die  Gleichaog  57)  erbftlt  jetzt  folgende  Gestalt 

-f  Cism  h  CaSf»  1-  Ca«»  h  •  •  •  'i 

a  a  d 

und  darin  lassen  sich  die  beiden  ersten  Reihen  mittelst  der  Formeln 

YStnio  —  |5fn2ci  -|-  Jsw3o  —  .  . . .  =  |w, 
}^/>»fi}  +  Jdm2w       \s\n'6b)  -{-....  =  i(«  —  ca), 

0  <  ö  <  «, 

summiren;  das  Resultat  ist 

+  Ci8m  h  eis««  h  CiStn  1-  .  •  • 

a  a  (I 

0  <  a?  <  o. 

Hinsichtlich  des  ^,  5  und  a  =  ^(6)  gelten  hier  dieselben  Bestim- 
mungen wie  früher.  Uebiigens  lidlsrt  die  vorsitehende  Gleichung 
auch  fir  ^  =  0  und  y  ß,  sowie  fär  =  a  und  y  =  b  richtige 
Kigebnisse;  sie  darf  daher  noch  en  den  Grenien  des  GüHigkeitBinter- 

Yalles  benutzt  werden*). 


*)  Die  allgemeinen  Entwickelungen  mittelst  der  Formeln  Sit)  bis  50) 
hat  der  Verfasser  in  der  kleinen  Monographie  ,,Pie  nllgemeine  ümkeh- 
rung  der  Functionen^'  (lialle,  ISiO)  zuerst  bekannt  gemacht 
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Als  Beispiel  möge  die  Bestimmiing  von  ff  aus  der  Gleichung 

y  —  esiny  =:  X 

dienen;  unter  s  sei  hierbei  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch 
verstanden.  Die  Gleichung  ^(y)  =  0  hat  im  vorliegenden  Falle  nur 
die  eine  Wunel.y  =  0,  also  ist  /3  =  0.  Weil  ferner  = 
1  —  seasy  immer  positiy  bleibt,  so  wftchst  ifQf)  continuirlich,  mithin 
darf  h  beUeMg  gross  genommen  werden;  der  Einfachheit  wegen  sei 
&  =     wmaus  ass  9s  folgt.   Wir  haben  jetzt  die  Entwickelung 

y  =  a;  -f  CiShix  -f  C>sin2x  -\-  CiSin3x  + 

0  ^  05  ^  jr , 

und  für  den  CSoei&denten  0«  die  Formel 

n 

Cn  =  ^^J^  cos{ny  —  nasiny)dy 


•  •  *  • 


=  ^J^eo8nyeoe(n68iny)dy  +  ^J^smnysin(nBsiny)dy, 

Bei  geraden  n  nimmt  das  Product  cos  nij  cos{n6  si)i  if)  im  zweiten 
Quadranten  dieselben  Werthe  an,  wie  im  ersten  Qnadranten,  während 
das  Product  sinni/siii  {nesi)nj)  in  beiden  Quadranten  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat>  es  ist  daher  einfacher 

für  gerade  n,     0«  =  —  /  eo8{ni8iny)cosnydy. 

0 

Durch  ähnliche  Bemerkungen  erhält  man 

für  ungeraden,  C»  =r —  1  iin(nBsiny)sinnydy, 

0     -  . 

In  beiden  Formeln  setzen  wir  y  =  1«  —  i  und  erhalten 

Ä  — cos  —  I  cos(nseo8()mtktdtt      n  gerade, 

0. 


CL  =  —  stn-^  I  »mini 


•£COst)cosntdty      n  ungerade 
oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 


üiyiiized  by  Google 


158  Die  periodischen  Eeiben. 

n 

Ci  s=s  —  <'ös^  /  cos{nt  co8t)cosntdt,      n  gersdo, 


0 

n 


Cn  =  —sin^  f  s«i(n€C0sQca8»t<j^,     n  ungerade, 
n«      2  ^ 

Auf  die  vorliegenden  Integrale  lütt  ncli  die  Formel  34)  anwenden, 
das  eine  ICal  Ar  fp(fi06i)  :=  cos{nB  eoai),  dai  andere  Mal  f&r  fp(fi  •= 
9in(ne cosf)i  in  beiden  Ffillen  erliftlt  man  Daaielbe^  nämlidi 

n 

^'=^  1.8.6  ^Viin  - 1)  ' 

'  0 

Die  Ausführang  dieser  Integration  hat  keine  Schwierigkeit «  wenn 
co8(nscost)  nach  Potenzen  von  naeost  entwickelt  wird;  man  gelangt 
dabei  au  den  Integralen  von  der  Form 


die  aloii  mittelst  der  Rednettonsformel 


+  Sirkf"^-»-^-" 


2k      2n       '  2A;  +  2». 

lacht  entwickeln  lassen.  Durch  ib-maUge  Anwendung  derselben  fin- 
det sidi 


_       (2A;~l)(2ft  — 8)  8.1         T  . 

2*.(Ä4-w)(Ä+n-.l)....0i-f  2)(w  +  l)y  "^^^^ 

1.3  (2A;— 1)         1.3.5...(2n— 1) 

2*(«-fl)(ii  + 2). ..(»  +  *)*    2.4. 6.. ..(2n)  ^* 
nnd  daraus  folgt  f&r  den  Goeffioiaiten  Q,  die  nachstehende  Formel, 
in  welcher  zur  AbkÜranng  1 . 2 . 3 . . .m  mit     beseichhet  ist, 

»     »'     l        l'(«+l)      2'(n  +  l)(w-f  2) 

3>+l)(«  +  2)(ii+8r*T 
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Eb  TercUent  ftbrigens  bemArU  m  werden,  daes  die  Entwiokehmg 

auch  für  a;  ;r  und  x  <^  0  gültig  bleibt.  Ist  nämlich  x  ^  7t  aber 
•<[  2ä,  so  kann  x  ^  27C  —  |  gesetzt  werden,  |  zwischen  0 
und  X  liegt;  dem  entsprechend  sei  y  =  2x  —  ij.    Die  Gleichung 

y  —  ssmp  =  « 

geht  dann  über  in 

und  es  iet  daher 

^  ==  I  +  Cisini  +  (^m2£  +  Cksind^  H  

durch  Restitaiion  von  7^  =  2«  —  y  nnd  |  =  dsr  —  «  folgt  hier- 
aus wieder  die  ?orige  fbitinckeliing.  Dieselben  Schlüsse  gelten, 
wenn  x  =  2n  -\-  p  =  2n  rj  gesetzt  wird,  und  es  erhellt,  in* 
dem  man  auf  diesem  Wege  weiter  geht,  dass  die  genannte  Reihe  für 
alle  pü&itivpH  X  gilt.  Weil  endlich  die  Gleichung  y  —  esiny  =  x 
und  die  Reihe  für  y  in  der  Eigenschaft  übereinstimmen,  dass  glei- 
chen und  entgegengesetzten  x  gleiche  und  entgegengesetzte  y  ent- 
sprechen, so  bleibt  jene  Entwickelung  für  alle  reellen  x  richtig  *). 


VIII.  Die  Dir  i  Ohle  fschen  Reihen. 

Zufolge  der  in  Abschnitt  IV.  enthaltenen  Betrachtungen  bildet 
die  Summirung  der  Reihen  von  der  Form 

-j-  AiCosx  -f'  A%eos2x  +  A^cosZx  +  *  *  *• 
BiMnx  -f-  B^sin2x  +  BtsmZx  +  . . . . 

nur  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Regeln,  nach  welchen  der  Grenz- 
werth von 

bei  unendlich  waclisenden  m  bestimmt  wird  (Abschn.  III).  Die  All- 
gemeinheit dieser  Regeln  laset  erwarten,  dass  jene  Anwendung  keine 
vereinzelte  sein  wird,  dass  mlmehr  aus  derselben  Quelle  auch  ander- 
weite Reihensnmmirungen  geschöpft  werden  können.   Wie  dies  in 

*)  Wie  es  scheint,  hat  Poisaon  in  §.  221  seines  Lehrbuchs  der  Me- 
chanik den  ersten  Versuch  gemacht,  das  Kepler' sehe  Problem  durch 
periodische  Reihen  aufzulösen,  ohne  jedoch  die  nötfaigen  Formeln  hinrei- 
'  öhend  sa  entwiekeln.  Das  Letstere  ist  von  Beseel  geschehen  in  den  Ab- 
handlungen der  mathem.  Gl.  der  Berliner  Akadende,  Jahrg.  1816  —  17. 
Berlin  1819.  S.  49  6ö. 
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der  That  möglich  ist,  wollen  wir  im  Folgenden  an  einem  sweiten 
Beispiele  zeigen;  wir  stellen  uns  dabei  die  Aufgabe,  aus  der  als  be- 
kannt TormuBgeBetaten  Summe  der  endlichen  oder  nnendliohen  Reihe 

Co  H-  D\COBx  +  C^cos^x  +  CtCOßZx  +  •  •  • 

die  Summen  dor  beiden  neuen  Reihen 

Co  -f-  (\<osio  \-  C,cosicö  -}-  CjCösOo)  -j-  •  •  • 
Cisina  -f  C2S//?  4m       Cisiu^a  -j-  CiSinlCyco  ^  .  .  .  . 
herzuleiten,  welche  letztere  man  als  Cosinus-  nnd  SinuRreihen  zwei- 
ter Stufe  bezeichnen  könnte,  in  so  fem  hier  die  Vielfachen  Ton  m 
eine  arithme&che  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden  *). 

Beror  wir  uns  mit  diesem  Probleme  n&her  beschäftigen,  müssen 

wir  erst  einiixe  Bemerkungen  über  gewisse  Integrale  vorausschicken, 
a.   Versteht  man  unter  k  eine  ganze  positive  Zahl  und  unter  q 

eine  zwischen  0  und  n  enthaltene  Grösse»  so  ist,  V7  im  absoluten 
Süme  genommen, 

/  /  ^<j«+  


n 


I        I  j     I        /    ^^^^  1 

 ^JVi"^jYi'"' 

(*— l)ir  kn 
im  ersten  Integrale  rechter  Hand  werde  ts  •=  jf  substituirt,  im  zwei> 

ten  £r  =  Ä  -{-  t/,  im.  dritten  fs  •=.  27i  \  y  m.  ^.  i.^  es  ergiebt  sich 
dann  durch  Zusammenziehung  derjenigen  Integrale,  welche  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  %  erhalten  haben, 

/ünz  (      sin  ff  , 


n 


I   1      ,  (-1)*-' 


Für  das  zweite  Integral  linker  Uand  bemerken  wir,  dass  siny  immer 
positiv,  mithin 

*)  Diese  Analyse  ist  eine  Schdpfting  von  Lej&une*Diriehlet;  s. 
Abhandlungen  der  K.  Akademie  der  Wissensehalten  sn  Berihi,  Jahrgang 
1835,  erschienen  1837,  oder  Crelle's  Journal,  Bd.  17,  S.  57. 
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ist;  der  Werth  dieses  Integrales  conyergirt  daher  ha  unendliöh 
wadisenden  Jt  gegen  die  NvlL  Et  ist  demnaoh 

OD  ff 

Die  rechter  Hand  Yorkommende  unendliche  Beihe  eouvergirt  und 

besitzt  eine  positive,  weniger  als        betragende  Summe;  hieraus 

vy 

folgt 

*  TT  71 

Demnach  bat  das  Integral 

/ '  .<??>;.  sf 

d0 


j 


j  r. 

einen  swisohen  0  nnd  2Vi  enthaltenen,  d.  h.  einen  pontiven  end- 
lichen Werth. 

Betrachten  wir  zweitens  das  analoge  Integral 


/COSß  ,  /  COSZ  j      ,       Ccoss  j 


a 


80  gelten  folgende  Schlüsse.  Im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ist 
eosjs  positiv,  mithin 

das  Integral  besitzt  demnach  einen  positiven,  zwischen  0  und  n 
liegenden  Werth.  Im  zweiten  Inte|prale  sei  «  ^  +  £>  dasselbe 
Terwandelt  sieh  dann  in 


OD 

-/ 


sint  .f, 


nnd  hier  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin,  dass  der  Inte- 
gralwerth von  endlicher  Grösse  ist. 

SchlOmilch,  AnaljrtU.  n.  11 
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Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  dürleu  wir 


60) 


Od  OB 

/cose  ,  r sine  ,  _ 


setsen,  wo  a  nnd  h  gewisM  endliche  Grössen  sind»  deren  Werths 
wir  später  gelegentlich  bestimmen  können. 

Fflr  g  =sP  gehen  die  Torstehenden  Glcichungeu  in  die  folgen- 
den über 


2 


wofür  geschrieben  werden  kann 

/OB 
cosit^)dt  =  a,     J  sin{t^)dt  ==.  b. 


 06 


Subslituilt  man  ferner  t  =  u  -\~  X,  wo  ?.  eine  beliebige  Constante 
bezeichnet,  so  erleiden  die  Integrationsgrenzen  keine  Aenderung, 
nnd  es  wird  wegen  (u  +      =:      +  2Xu 

/OB 
C08(u^     k^)co92kudu  ^     sin(u^  +  k^)8in2kudu  =  a, 
— «0  — • 

/OD 
siniu^  +  X'^)co82kudu  +  J  m(u^  +  k^)sm2kudu  =  b. 


■  OD 


Znfolge  des  Umstandes,  dass  die  Functionen  fltf»(«'  +  X^)8in2ku  nnd 
cos  {u*  +  l^)8m2Xu  die  gemeinsame  Eigenschaft  97(^1»)=: — 9(11) 
•besitseni  yersehwinden  die  beiden  Integrale,  in  denen  sin  2  Xu  yor^ 
kommt;  das  noch  Uebrige  Ifisst  sich  folgendermaassen  schreiben: 

cw(A-)  J  cos{u'^)cos2kudu  —  öm(A^)     sin(u-)  cos2kudu  =:  a, 

—  CO  —  00 

5in(A'')  J^cos{u'^)cos2kuäu cuii(k'^) ^ sin (u^)  cos 2  Xu  du  =  b, 

—  00  —  00 

Hieraus  ergeben  Bicli  die  Wertbe  der  beiden  linker  üand  stehenden 
Integrale,  nämlich 


co8(u^)caa2kudu  =  acos(k^)  +  b9ift{X^), 


cos2Xudu  =  hcos(X^)  —  as«»(A^). 


—«0 
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Snbstitiureii  wir  nooli 


u  = 


wo  OD  und  n  beliebige  CSonstanten  bedeuten,  so  gelangen  wir  za  den 
beiden  Formeln 


62)  J^sin^-^^cosnxdx  =  2lbco8(n-(a)  —  aam(n'fli)]  Vo, 

—  00 

von  denen  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 

b.  Im  Folgenden  setaeti  wir  tohmib,  dasB  JF(x)  eine  bekannte 
Function  von  x  sei  und  dasB  für  alle  reellen  x  eine  Oleidhiing  Ton 
der  Form 

F(x)  =  Co  -h  Gicosx  -f-  C2CO82X  cos  Bx  ' 

exiatire;  ferner  sei 

F=  C^mfiai  +  CsStwiiD  -|-  Qstfi9(9  +  C4fltnl6fii-|  

wir  können  dann  die  anbekannten  Summen  U  und  V  leicht  in  be* 

stimmte  Integrale  verwaiideln.  Miiltiplicirt  man  nämlich  die  Glei- 
chungen 61)  und  62)  mit  C,,,  nimmt  dann  n  =  Ü,  1,  2,  3,  etc.  und 
addirt  alle  entstehenden  Gleich uugen,  so  erhält  man  augenblicklich 

J'cos{-^F(x)äx  =  2{aü+hV)Va, 
—  * 

woraus  U  und  V  selber  leicht  gefunden  werden  können.  Zufolge 
der  Bemerkung,  dass  F{ —  x)  ==  F(x)  ist,  lassen  sich  die  vorstehen- 
den Gleiehongen  durch 

63)  =  (aü  -\-  6F)V^, 


0 


64)  f F(xydx  =  (hü  —  a  F)  V» 

0 

eiBctzen,  und  in  dieser  Form  wollen  wir  sie  einer  genaueren  Discus- 
siqn  unierzieben. 
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e.  Dm  in  Nro.  68)  Torkommende  Integral  ist  der  Orenswertli, 
welohem  noh  der  Ausdruck 

66)  • 

för  unendlich  wachsende  m  nähert,  wobei  m  eine  ganze  poeittTe  Zahl, 
Q  einen  positiven  endlichen  Rest  bedeutet.  Bas  letste  Integral  un- 
tersuchen wir  zuerst,  substituiren  darin 

*  =  •"*  + IT*'        =  ^ 

und  lösen  die  trigonometrische  Function 

in  die  Cosinus  und  Sinus  der  drei  einseinen  Bogentheile  auf;  dies  giebt 

ß 

— -^€08-- —  /  l^lniTT  \  0]stn-—9inm6d6 

0 

\ 

Vor  den  rechter  Hand  verzeichneten  Integralen  stehen  Factoren,  wel- 

ehe  zwischen  —  —  und  -|-  —  enthalten,  also  Ton  endlicher  Grösse 

sind;  weil  femer  ^{x)^  der  Voraussetzung  zufolge,  immer  ni»  end* 
liehe  Warthe  besitzt  und  die  beiden  Functionen 

cos—--  und   sm — — 

die  Grenzen  —  1  und  -f-  1  nicht  überschreiteu  können,  so  hat  man 
es  überhaupt  mit  Integralen  von  den  Formen' 

Jtf>(ß)mmede    und  ^{e)sinmede 
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zu  thun,  worin  die  Functionen  (p((l)  und  ilf{0)  durchaus  endliche 
Weiche  behalten.  Nach  Formel  9)  iat  nun  bei  unendlich  wachsen- 
den m 

Lm  Ji^{ß)wnmede  =  Um  J .  Ö^(Ö)dd  =  0. 
Femer  hat  man  für  0  =  2%" 


und  da  sich  die  beiden  letaten  Integrale  gleieben  endlichen  Grenien 
nfthern,  so  ist  auch 

ß 

Lim  J  q)iß)cosmddd  =  0, 

0 

Die  vier  oben  genannten  Integrale  convergiren  demnach  gemein 
■ohaftlich  gegen  die  Noll,  oder  es  ist 

nnd  naoh  Nro.  65) 


CD 


0  0 

d.  h.  man  darf  ohne  Beeintrftchtignng  der  Allgemeinheit  die  obere 
Grenae  oo  als  ein  unendlich  Yiel&ches  von  n  ansehen,  wob^  es  auch 
nieht  darauf  ankommt,  ob  m  gerade  oder  ungerade  Ist. 

Wir  denken  uns  im  Folgenden  m  als  eine  Zahl  von  der  Form 
4n  +  1  und  zerlegen  das  von  =  0  bis  ^  =  (4»  +  1)ä  gehende 
Integral  nach  dem  Schema 

aii  +  i)w        n  an  5n  ■  (in  +  i)n 

66)    /       =f  +  f+f+'*'-^f 

Mit  Ausnahme  des  ersten  Integrales  sind  die  Integrale  rechter  Hand 

von  der  Form 
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/ ^^^(ä)^^*^^"^'       S  =  1»  2,  3,  .  .  .  2n; 

mittelst  der  Subetitution  x  =  2qn-\-y,  bei  weicher  in 
F(2qx  +y)  —  Z'W  übergeht,  wird  daraus 

—ff 

Dieees  Integral  zerlegen  wir'  wieder  in  awei  andere,  TOn  —  ff  bie  0 
und  von  0  bis  -f  TT  j^ehende  Integrale;  im  ersten  setsen  wir  yr= — x, 
im  zweiten  y  =  x,  und  erhalten  dann  zwei,  auf  das  glmche  Intervall 

X  ~  0  bis  X  =  n  ausgedehnte  Integrale,  welche  sicli  sasammenzie* 
hen  lassen.    Wegen  F{—x)  =  F{x)  giebt  dies 

/iq:'n'  +  ,171. t  , 

2r(«)«w(^^-j^  j  cos—dx. 

Da  jetzt  alle  in  Nro.  ()(>)  vorkommenden  Integrale  gkichc  Grenzen 
besitzen,  so  köniieii  dieselben  zu  einem  einzigen  Integrale  vereinigt 
werden;  mau  erhält  damit  ein  liesultat  von  der  Form 

67)  J cos(^F(x)dx  =  J  XF(x)dx, 

•  0 

worin  X  folgende  Summe  bedeutet: 

^  ,  «  4«»  +  Ä«  .  «  4(2;r)2 -I- 2ä» 
X  =  cos—  4-  2 008 — r  —  cos  h  2 00«-^ — : — ■  cos  

+  ••••  +  2cos—  r — '  cos  • 

Die  Sammimng  dieeer  aus  2n  +  1  Gliedern  bestehenden  Beihe 
ist  im  Allgemeinen  eine  schwere  Aufgabe,  sie  lasst  sich  über  in  dem 
speeieUen  Falle  leicht  bewerkstelligen,  wo  f&r  10  ein  aliquoter  Theil 
der  Kreisperipherie  gesetst  wird.   Bezeichnet  nämlich  k  eine  gaose 

2« 

positive  Zahl  und  ist  cn  so  yerwandelt  sich  der  Ausdruck 


2eo8(-  \-  - — ) 


qxcx 

cos 


welcher  irgend  einen  der  Theile  von  X  darstellt,  in 
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kx-\  qkx 


2  ' 

tra  hiofliehilioh  der  Zahl  g'swei  Fille  zn  unterscheiden  sind.  Bei 
geraden  q  ist  xmd  ehenso  q^k  rom  der  Form  4p,  mithin  hÜdet 
Iq^kx  ein  gerades  Moltiiiliim  von  sr,  folglich  ist  das  vorliegende. 
Prodnot 

kx^     qkx  _ 
2  cos  <w— 5-»  gerade. 

Bei  ungeraden  g  steht  unter  der  Form  4j)  -j-  1  ^d  ä^ÄJ  unter 
der  Form  4r  +     »»ß  ^em  obigen  Producte  wird  dann 

fkit  ,    kx^\      qkx  ,  . 

^cosl  —  +  ■g^K^5-2~'     2  ungerade. 

Nach  diesen  Bemerkungen  erhftlt  man 

kx^  C  ] 

•  «     A^r  .  A>a;2\  f         ,      Skx  ,       ,  (2»— 
+  2«>Ä^—  4-  — j  |co5-+eew— 5  1 

=  cos ^—  •  — .        '  -  • 

/Äjr  ,  kx^\  lsin(n -\- V)hx  /    i  i\j  l 

woraus  unmittelbar  folgt 
n  n 

/^^f  ^  ^  r sin(n  -f  l)kx      v     kx^  - 
ZJ-X«)«»«  =  J  ■■  -  ^•(*)«»j8^'»* 

TT 

—  y"f(a;)cos(»  +  l)ft««»S^^  +  ^«»«- 

0 

Auf  der  linken  Seite  benutzen  wir  die  Gleichung  67),  rechter  Hand 
sabstituiren  wir  ^kx  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung  2n  +  1  =  w»; 
es  ist  dann 
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(4ii+l)w  ä*" 
0  • 

■      -T/"(f)'-~(T  +  3K)'» 

Bei  nnendlieh  waehioiden  n  und  m  oonvergirt  das  letste  Integral 
gegen  die  Ntdl;  die  Grenaen,  welchen  sich  die  heiden  übrigen  Inte- 
*grale  aal  der  rechten  Seite  nfthem,  sind  mitteUt  der  Formeln  12) 
und  13)  leicht  an  ermitteln,  nnd  ao  ergiebt  rieh 


/ 


i\x)coa—dx 


Hinsichtlich  der  letzten  Glieder  der  rechte  stehenden  endlichen  Rei- 
hen lat  noch  eine  Bemerkung  erforderlich.  Für  gerade  =  2ft  wird 
die  obere  Integrationsgrenae  \kn  =  Aar,  nnd  dann  aeigt  die  Formel 

1,2),  dasB  der  letzte  Summand  den  Factor  J"^^^^^  nebst  dem  Coef- 

fiaenten | enthtii  Beiangeniden  ]i;=2A  +  1  wird  \kn^h%-\-\x^ 
und  nach  Formel  18)  kommt  im  letzten  Summanden  der  Factor 

i'i    ^   \  mit  dem  Coefücienten  X  vor.  Schreibt  man  wieder  gj  statt 

nnd  beracksiohtigt  die  Gleichung  63),  so  hat  man  folgendes  Eesultat 
68)  aü+hV 


V 


CO 
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Bei  geraden  enthält  das  letete  Glied  jeder  Reihe  den  Factor 
F(^hat)  =  F(n)  und  ist  nur  anr  Hälfte  in  Rechnung  au  bringen; 
bei  ungeraden  k  sohliessen  die  Reihen  mit  denjenigen  GliedttB ,  wel« 
che  den  Factor  F(^(k'^l)oj)  =  F(9r  —  beritaen* 

d.  Die  im  Vorigen  auf  die  Gleiehung  63)  aogewendeten  Trans- 
formationen gelten  fast  wörtlich  auch  fUr  die  Gleichung  64).  Man 
überseogt  sich  vorerst,  das* 

0  0 

ist,  worin  m  eine  unendlich  wachsende  ganze  Zahl  bedeutet;  man 
nimmt  ferner  ni  —  -i))  -\-  1,  benatzt  die  Zerlegung  nach  dem  Schema 
63)  und  findet  durch  dieselben  Substitutionen  wie  vorhin 

J     ^  ^     4a         kj   atnO     \k/  2kx 


0 

Uff 

-|/^(T)«»"-»(¥  +  a^«' 

wobei  rechter  Hand  m  =  2n  -\-  l  ist.  Durch  Uebergaag  rar 
Grenze  für  unendlich  wachsende  n  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
Gleichung 

69)  u  1/      c»  r 


V 


CO 


=        sin  ^  +  F{2  Gj)  sin  ^  +  F{3  a)  sin ~  }- 

+  Ji'(ao)«»(^  +  -  ; 


für  die  letzten  Glieder  der  rechts  vorkommenden  endlichen  Reihen 
gelten  hier  die  nämlichen  Kegeln  wie  bei  der  Gleichung  68). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  68)  und  69)  zusammen  können  ü 
und  F  entwickelt  werden,  was  am  besten  erst  in  jedem  speoiellen 
Falle  geschieht. 
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Wählt  man  die  nrsprüngliche ,  durch  F(x)  amomirto  Reihe  so, 
dass  Bich  die  Summen  U  und  V  direot  finden  lassen,  so  führen  die 
Gleichnngeii  68)  und  69)  auch  snr  Kenntniss  Ton  a  und  b.  Dies 
ist  z.  6.  der  Fall  fOr  4  =  1,  Q  =  Q  =  0^  .  .  .  =  0;  es  ist 
.dann  (8.  163)  F(x)  =  1,  r=  1,  7=  0,  mithin  nach  Kro.  68) 


a 


1  .  I 

I  +  cos—  + 


2«»  ,       3^üi  , 


und  «ach  Nro.  69) 


stn—  1-  sin—  \-  sin— — h 

4  4  4 


•  •  •  • 


23r 


Beide  Gleichungen  müssen  für  jedes  (O  =  -j^  gelt^en,    wobei  die 

ganse  positiTe  Zahl  h  willkflrlich  bleibt  Im  einüftchtten  Falle  X;=rl, 
o  =  29r  eigiebt  rieh 


et         t    »   t       ^  ^  1  •  ^ 


mithin 

70) 


e.  Ein  sehr  bemerkenewerihes  Beispiel  liefert  die  Annahme 

F(x)  =  1  -\-  cosx  ^  cos2x      '  '  '  4-  cos{k —  l)x 

28f»}d; 

Für  jedes  ganze  positive  h  ist  dann 


h  + 


F(ÄO))  =  J  + 


2  sin 


7t  ff 


stn 


d.  h.  F(hcj)  —  0,  vorausgesetzt,  dass  nicht  in  h  aufgebt.  Dieser 
Ausnahmefall  tritt  bei  den  Gleichungen  68)  und  69)  niemals  ein, 
weil  h  höchstens  =  |ä;  werden  kann;  man  hat  daher  wegen  F{ö)-=k 
und  zufolge  der  Werthe  von  a  und  b 
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/TT  T7\V^  • 

Entwickelt  man  HerwiB  die  Werthe  von  U  und  F  und  erinnert  sich 
der  urspränglichen  Bedentnng  dieser  Gk^dsseta,  so  gelangt  man  za  den 
folgenden  ReiheneummiriHigen 

1  +  <m — r —  +  cos — r  1-  ....  -4-  COS'  

K  K  K 

=  ^(1  -h  cosi&ar  H-  «»iÄ«)  Vä, 
sm— j  h  s*»— j  h  +  sw^^  

DieBelben  sind  nicht  nur  analytisch  merkwürdig,  sondern  auch  für 
die  Zahleutheorie  von  Werth 


*)  Auf  anderem  Wege  ist  Gauss  zu  diesen  Summen  gelangt  in  der 
Abhandlung  Summatio  quarundarum  serierum  singularium ;  comment. 
recent.  societ.  Gotting.  T.  I.  Hinsichtlich  der  damit  zusammenhängenden 
salilentheoretieohen  UnterBuohongen  b.  Lejenne^Dirichlet's  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  hersosgegebent  von  Dedekind,  Braongchwttg  1863, 
Supplemtat  L 
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Die  Fourier'schen  Integrale. 


L  Einleitende  Betrachtungen. 

Bei  Ansicht  der  im  Torigen  Abschnitte  (S.  145)  bewiesenen 
Gleichungen 

A 

An  =  j^J  f{t)cos  —  dU 
f{x)  =  Bimn-^  -\-  B^wn— — ^+  . . . 


2  A. 


#1 

ö 

in  denen  a;  zwischen  0  und  h  enthalten  sein  muss,  liegt  der  Gedanke 
nahe,  das  Gültigkeitsintervall  dadurch  so  viel  aIs  möglich  zu  erwei- 
tem, dass  man  die  beliebige  positive  Grösse  h  unendlich  wachsen 
läasL  Um  so  sehen,  wohin  dieser  Grenzenftbergaag  führt,  setzen  wir 
sur  AbküTsimg  för  irgend  ein  u 

h  h 


f(t) cos  uidt  =  <p  (u) ,  J^/(t)$inui dt  =  ilf  (u) 


0 

femer     =  d  also  ^  =s  —  nnd  schreiben 
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/W  +  -9(0) 
=  ~.dj^<]p(0)  -f-  q){d)ca8xd  +  ip(2d)co82xd  +  •  •  •  •  j 

Bei  unendlicli  wachsenden  h  conTergirt  d  gegen  die  Noll,  und  es  kann 
in  diesem  Falle  der  bekannte  Sata 

OD 

1)   JÄm\^d]^FH))  +  F(ö)i^ J:\2d)  +  ±\3d)  +  •••]!    J F(u)du 
angewendet  werden;  man  erhält  so  aus  der  ersten  Gleichung 

OD 

2  /' 

/(«)  =  -  /  ^(u)co8Xudu 


9 

und  ans  der  zweiten 

OD 


2  /• 

0 

Substitairt  man  noch  die  .Werfthe  von  (p  (u)  und  ijf  (u),  in  denen  jetst 
A  =  00  ist,  so  gelangt  man  in  den  beiden  Formeln 

2)  /(«)  =       mxu  du J*f(t)ca8utdi, 

0  0 

3)  /(«)  .=  |y«wi  rfw J^^(t)8mutdi , 

0.0 

welche  die  Eigenthümlichkeit  darbieten,  dass  die  zweimalige  Inte- 
gration einer  willkttrlicheu  Function  wieder  auf  dieselbe  Function 

zurückführt 

Diesem  Gedankengange  liegt  indessen  eine  Voraussetzung  zu 
Grunde.  Man  darf  nämlich  die  Formel  1)  nur  dann  benutzen,  wenn 
die  ProJucte  2Ö,  od  .  .  .,  trotz  der  unendlichen  Abnahme  von  d\ 
schlie.^sbcli  ins  Unendliche  wachsen;  nähern  sich  dagegen  jene  Pro« 
ducte  einer  endlichen  Grenze  A',  so  ist  auch  nicht  u  =  ooi  ' sondern 
ti  —  k  die  obere  Grenze  des  Integrales  von  F(u)du,  Welcher  von 
beiden  Fällen  hier  stattfindet,  lässt  sich  gar  nicht  entscheidenf 
weil  die  Factoren  des  Prodnctes  nd  von  einander  unabhängig  nnd, 


•)  Die  obige  Entwickelung  wurde  zuerst  von  Fourier  gegeben  in 
der  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 
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und  es  können  deshalb  die  Formeln  2)  und  3)  noch  nicht  als  streng 
bewiesene  gelten.    Femer  giebt  die  vorige  Betrachtung  keinen  Auf- 

Bchluss  über  die  Werthe  der  Doppclintegralc  in  2)  und  3)  falls  die 
lutegrationsgrenzeu  für  f  und  u  andere  als  0  und  x  sind;  es  macht 
sich  daher  auch  nach  dieser  Richtung  hin  eine  genauere  Unlersuchung 
der  erhaltenen  Doi)2)olintegrale  nothwendig.  Einer  solchen  Discussion 
müssen  wir  jedoch  eine  Bomerkt^ng  vorausschicken. 

Wenn  n>  eine  unendlich  wachsende  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 
so  kann  nach  den  Formeki  Ö)  auf  S.  124  und  9).  auf  S.  129  der  Be- 
trag von 


Lim ßjn^F(.0)dd 


gefunden  werden;  hier  Hegt  es  jedenfalls  nahe,  die  Betrachtung  zu 
verallgemeinern,  d.  h.  den  Grrenzwerth  zu  ermitteln,  welchem  sieb 
das  Integral 


a 

unter  der  Voraussetzung  nähert,  dass  fx  eine  beliebige  ins  Unpnd- 
Jidie  wachsende  positive  Grösse  bezeichnet  und  dass  F(ß)  von  0  —0 
hia  6  =  ß  nur  endliche  Werthe  erhält.  Denken  wir  uns  ft  als 
Summe  einer  ganzen  Zahl  n  nnd  emee  echt  gebrochenen  Restes  so 
haben  wir 

ß  ß 

/sinnO  r cosnO  ^j-a.  . 


«  « 


im  letzten  Integrale  substituiren  wir  Ö  =  2  ^  und  benutzen  die 
Gleichung 


dies  giebt 


Sehieoiilch,  Aaalysis  U.  12 
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-  -^  F{ß)  ^^=J     Q    Fifl)  cos  QßdO 
o  a 

int 


Bei  Tinendlioli  wachsenden  n  oonvergirt  das  erste  Integral  rechter 

Hand  gegen  Null  od^r  ge^en  den  Werth  ~7tF(0),  jenachdem  «  >>  0 
oder  (i  =  0  ist;  die  Gniizwcrtlic  dor  Ixidcii  übrigen  Integrale  wür- 
den .^i{di  in  jedi  Iii  l  alle  niitti  lst  dtu'  auf  8.  i;>8  entwickelten  Formeln 
angel)en  lan.^en,  jedoeli  ist  dies  gar  nicht  nothwendig,  weil  un- 
mittelbar einleuchtet,  dass  beide  Grenz werthe  identisch  sind.  Dem- 
nach bleibt 

4)  üm J  iiZpf        =  0.  /J>«>0, 


5)  lAmp-^FiffjdB^lnlXO),  ß>Oi 

0 

mit  anderen  Worten,  die  Formeln  5)  auf  S.  liH  und  9)  auf  S.  129 
behalten  ihre  Gültigkeit  aucli  in  dem  Falle,  wo  die  ganze  Zahl  m 
durch  eine  beliebige  positive  Grösse     ersetzt  wird.  » 


n.  Die  Fonrier'solieii  Doppelintegrale. 

a.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  nach  t  und  u  genommene 
Doppeüntegral 

6)  Pfi^  ^J'cosxudu  f/(t)co8utdt, 

0  a 

worin  h  >  a  >  0  sein  möge.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  ken- 
nen wir  dabei  x  als  positiv  ansehen,  denn  es  erhellt  unmittelbÄr,  dass 
für  irgend  em  negatives  x  denselben  Werth  hat  wie  fOr  dm  gleich 
grosses  positives  x.  Setzen  wir  femer  voraus,  dass  /(t)  von  ^  es  a 
bis  *  =  &  endHch  und  steüg  bleibe,  so  sind  die  Bedmgongen  erfüllt, 
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unter  denen  die  Keibenfolge  der  beiden  IntegrationeD  amgekehrt 
'werden  darf;  wir  haben  daher  auch 

Pft  =  ^^y^    ^  ^ cosxudu 

a  0 

oder  nach  Ausfuhrung  der  auf  u  bezüglichen  Integration 
a  a 

Im  ersten  Integrale  aabstitniren  wir  t  —  =  0 ,  im  sweiten 
t  -\-  X  =  6  und  erhalten 

■ 

b — X  b-{-x 

Zufolge  der  Vornuspetznnpen  h  f/  j>  0  und  a;  0  convergirt 
das  zweite  Integral  bei  unendlich  wachsenden  /i  gegen  die  Null,  so 
dass  nui'  übrig  bleibt 

6 — X 


flinsichtlioh  des  x  sind  liun  fänf  Falle  an  unterscheiden,  ob  n&mlich 
a,  oder  =  a,  oder  awischen  a  und  d  enthalten,  oder  =  d  oder 
^  b  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  Integrationsgrenzen  a  —  x  und 
b  —  a;  gleichzeitig  positiv  und  von  Null  verschieden;  die  i'ormel  4) 
giebt  dann 

9)  1\  =  0,  0  ^  »  <  a. 

Für  flß  =  a  erhält  man  nach  Nro.  Ö)  wegen  h  —  a  ^  0 

10)  P«,  =  \f{a\  a?  =  o. 

Wenn  x  zwischen  a  und  h  liegt,  ist  die  untere  Integrationsgrenze 
negativ,  die  obere  positiv;  das  Integral  lässt  sich  dann  auf  folgende 
Weise  zerlegen 

—(*—«)  e  . 

wobM  wir>  im  ersten  Integrale  —  Q  statt  B  einführen  woUea.  Ans 
d«r  nunmehrigen  Gleichnng 

Q  0 

12* 
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folgt  nach  Formel  5) 

12)  =f(x),  a  <  a;  <  6. 

Für  »        yerschwindet  dM  sweite  Integral  in  Nro.  11),  und  das 

eirBte  giebt 


«  =  5. 


13) 

Ist  endlich  x  y>  &,  so  erhält  das  zweito  Integral  in  Nro.  11)  eine  ne- 
.«,'ative  obere  Grenze,  welche  sich  durch  Einfiihrnng  von  —  Ö  statt  Ö 
iu  eine  positive  Grenze  umwandeln  läsat;  man  crliält  so 


T — a 


T  —  h 


p.  =liA,„  [f  'j^f<^-(f)d9  -P-^A*  -  (Ode) 

0  0 

d.  i. 

14)  =  0,  » >  Ä. 

Zufolge  der  mprUngliehen  Bedeutung  von  P^,  verglichen  mit 
den  in  Nro.  9),  10),  12),  13)  und  U)  gefundenen  Werthen  von  P«^ 

hat  man  nun  den  Satz : 

Wenn  h  a  1>  0  ist  und  /(x)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  X  =  a  bis  x  ==•     bo  gilt  die  Gleichung 

16)  /(»)  =  ^J* C08XU  du  J*f(t)eo8utdt 

0  a 

für  alle  «wischen  a  und  6  enthaltenen  x;  für  x  =  a  re« 
ducirt  sieh  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  ftlr. 
x  =  h  auf  \f{b);  für  positive  ausserhalb  jenes  Inter- 
valles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 
Man  kann  sich  hiervon  leicht  ein  geometrisches  lüld  verschaflFen, 

wenn  man  x  als  Abscisse,  y  =/(x)  als  Gleichung  einer  g^ebenen 

Curve  und 

Y=  cosxudu J^fif)' 


cosutdt 


als  Gleichung  einer  zweiten  Curve  betrachtet  Nehmen  wir  in  Fig.  80 

Fig.  SO. 

Y 

I        \  I 
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OÄ 


A  C  ./(«),  ÄE  =  J/(a),  OJJ  =  b,  BD  =/(ö), 
BF  =  iJ'(h),  so  besteht  die  zweite  Curve  bei  positiven  x  tau  der 
Strecke  OA^  dem  isolirten  Punkte  E,  dem  Bogen  CD  der  gegebenen 
Curve,  dem  isolirten  Punkte  F  und  der  unendlichen  Strecke  BX» 
Für  negative  x  ist  die  Curve  dieselbe. 

In  dem  Falle  a  =  0  bedarf  die  vorige  Untersnchung  einer 
kleinen  Modification,  weil  eich  dann  das  Intervall  0  bis  a  anf  Nnll 
reducirt  und  daher  hinsichtlich  des  X  nur  noch  vier  Fftlle  an  unter* 
scheiden  sind.    Die  Gleichung  7)  vrird  jetzt 


—  X 


und  hier  convergirt  das  zweite  Inte^^ral  nur  dann  gegen  die  Null, 
wenn  x  ^  0  ist ,  während  dies  iiüher  auch  f ür  o;  =  0  der  Fall 
Man  hat  nun  für    =  0 


6 

=  —  Li  m  I 
n  J 


1 


für  die  übrigen  FftDe  0<jB<&,  d;  =  &  und  x^h  findet .  man 
dieselben  Werthe  wie  vorhin,  mithin  lautet  der  neue  Satz; 

Wenn  f(x)  in  dem  positiven  Intervalle  von  a;  =  0  bis 
X  =  b  endUch  und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

16)  /(«)  =  coBXudu Jfifycasuidt 

0  0 

fflr  alle  swisohen  0  und  h  enthaltenen  x\  für  x  =-0  ini 
der  Werth  der  rechten  Seite  =:/(0),  fflr  x  =  h  iat  er 

==  ifQ>l  für  x>h  gleich  Null 

Fig.  Sl. 


Diesem  Resultate  entspricht  Fi^.  31,  welche  kdner  nSheren  Er- 
l&uteruug  bedürfen  wird. 
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Ibre  grÖBste  Ausdebuuug  eibält  die  Formel   15)  für  &  =  oo, 
nämlich 

17)  fix)  =       coa  XU  du fj(i)  oo6  ut  dt,       0  <  a;  <  oo. 

0  0 

b.  Wir  betracliteu  zweitens  das  aualuge  Doppelintegrai 
Qfi  =r  '^J^ sin  XU  du  J fifysinutdi 

0  a 

unter  den  Yoranssetzungen  6  a  0  und  >»  0,  deren  letzte 
Bich  dnroh  die  Bemerkung  rechtfertigt,  dass  gleichen  nnd  entgegen- 
gesetsten  x  gleiche  und  entgegeugesetEte  Qfi  entsprechen.  Die  um- 
gekehrte Anordnuug  der  Integrationen  giebt 

QfM,  =  ^^y^  W  '  y  2  sin  tu  sin  xu  d  u 
a  0 

a  a 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  t  —  a?  =  6,  im  zweiten  t  x  =  0 
gesetzt  wird, 

18)  =  L|y^^/(.+e)dö-/%^/(0-.)de). 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  Nro.  7)  nur  im  Vorzeichen 
des  zweiten  Integrales,  und  daher  sind  hier  wörtlich  die  niinilichen 
ßetrachtungen  wie  dort  anwendbar;  mau  gelaugt  damit  zu  folgendem 
Theoreme: 

Wenn  l)  i>  a  >»0  ist  und/(a:)  endlich  und  stetig  bleibt 
Yon  x  =  a  bis  x  =  h,  eo  gilt  die  Gleichung 

/»  b 
sin  XU  du  J f{t)sinuidt 

0  a 

für  alle  zwischen  a  und  h  enthaltenen  x\  für  x  =  a  re- 

ducirt  sich  der.Werth  der  rechten  Seite  aiil  für 
X  =  h  auf  für  posiHve  ausserhalb  jenes  Inter- 

valles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 
Dem  entsprechend  zeigt  Fig.  32  die  graphische  Darstellung  der 
beiden  Curven,  welche  durch  die  Gleichungen 
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y  =/(»)  «nd  r==  ^y^««»  J*f(t)9inutdi 

0  a 

beBtimmi  sind. 

Wie  bd  der  vorigen  Untersuchung  tritt  auch  hier  eine  Modifi- 
cation  ein,  wenn  a  =  0  und  zugleich  x       0  ist.    Die  Formel  18) 

Fig.  32. 


giebt  dann  Q«  =  0,  was  von  Hanse  ans  sn  erwarten  war;  die  übri^ 
gen  Fälle  bleiben  ungestört«  und  man  bat  daber  den  Sata: 

Wenn  /  (.r)  in  dem  positiven  Intervalle  0  bis  h  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

20)  /(«)  =       sm XU  du Jf(t)sin  utdt 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  b  enthaltenen  x;  für  x  =^  0  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  =  0,  für  x^h  ist  er 
=  §/(&).  für  «  >  5  gleich  NulU 
Fig.  33  zeigt  die  entsprechende  graphische  Darstellung. 

Fig.  33. 
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Ihre  gröAste  Ausdebuung  erh&lt  die  Formel  20)  für  &  =  od, 
nimlich 

r  Od 

21)       /(«)  = 

II 

0  0 

c.  Die  in  den  beiden  yorigen  AbBchnitten  entwickelten  Formeb 
sind  n.  A.  an  die  Toranssetzung  gebanden,  dass  /(x)  oder  f(t)  end- 
lieb  bleibt  innerhalb  des  ftlr  t  genommenen  IntegrationBintervaUee, 

und  08  entsteht  daher  die  Fra^^e,  ob  jene  Bedingung  eine  unerläss- 
liche  ist,  oder  ob  es  nicht  l'ülli'  geben  kann,  wo  dieseUn-  ausser  Acht 
gelassen  werden  darf.  Wir  wollen  diese  Untersuchung  für  die  am 
meisten  l)enutzten  Formeln  l(i)  und  '20)  vornehmen  und  dabei  den 
sehr  gewöhnlichen  betrachten,  wo  ./  (.')  gleich  anfangs  füi*  x  —  0 
positiv  unendlich  wird,  im  Uebrigen  aber,  d.  h.  für  Ü  <^  a;  ^  end- 
liche Werthe  behält.  Da  unter  diesen  Umatänden  keine  Rede  davon 
sein  kann,  die  Formeln  10)  und  20)  für  x  =  0  iu  Ansprach  nehmen 
zu  wollen,  so  setzen  wir  x  ^  0  (aber  natürlich  x  <l  b)  voraus  und 
denken  uns  swischen  0  und  x  eine  willkürliche  Zahl  q  eingeschaltet; 
wegen  Q  <^  x  <Ch  ist  dann 

r 

f(x)  =  ^J^^  j/(t)co8utdt, 

und  zufolge  der  Zerlegung 

b 


9  « 
kann  dafür  geschrieben  werden 


/=/-/ 


J  (x)  =        cos  XU  du  J^J\t)  006  at  di 


0  0 


—  ^^C08  xudu J^f(t)cosutdt, 


0  0 

Denken  wir  uns  die  obere  Integrationsgrenae  w  =  oo  wie  frClher  auis 
einer  unendlich  wachsenden  Zahl  ^  hervorgegangen ,  so  haben  wir 
anbh 


» 


22)  f{x)  =  ly cos  XU  du  Jf{t)  cos  utdt  —  B^, 

0  0 

wobei  selbstverständlich 
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Bfi  =  eoaxudu  J^f(t)co8utdt 

ist.  Die  Reihenfolge  der  Integrationen  darf  man  hier  nioht  ohne 
Weiteres  umkehren «  weil  das  unter  den  Integralzeiehen  stehende 

Product  f(t)  cos  XU  cos  n  t  gleich  anfangs  für  f  =  0  unendlich  wird; 
jedoch  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  helfen.  Wciiu  dit-  Function 

/(t)  so  beschafffn  ist,  dass  J^/(t)dt  für  t=0  einen  endlichen  Werth 
behält  l^wie  s.  B.  in  dem  Falle  /(Q  =         ^  besitst  das  Integral 

0 

gleichfalk  einen  endlichen  Werth,  der  für  ^  =  0  verschwindet. 


J\t)dt=  Q/(^Q),         0<^<  1, 

gilt  dasselbe  von  dem  Producta  d'Qj'^&Q),  d.  h.  bei  unendlich  ab- 
nehmenden  Ö  ist 

Lim  [Öf{d)]  =  0. 
Zufolge  diescnr  Voraussetsung  hat  das  Doppelintegral 


8 


=  2^ mxudu^f{t){l  ^casuiidt 


jedenfalls  einen  endlichen  Werth,  denn  das  unter  den  Integralseichen 

stehende  Product  odei-  der  Ausdruck 

^w^v    1  —  cosut 
COBXU*if{t)  • 

wird  für  <  =s  0  nicht  unendlich,  sondern  =  0.  Die  Grdsse  £1  ge- 
stattet swei  versohiedene  Formen  der  Darstellnng,  jenaehdem  man 
die  angegebene  Reihenfolge  der  Integrationen  beibeh&lt  oder  um- 
kehrt; im  ersten  Falle  hat  man 

0 

und  durch  die  zweite  Operation,  welche  jetzt  erlaubt  ist,  findet  sich 
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mithm  durcli  Vwgleichimg  beider  Werthe  t<mi  S 

0  0  ' 

Wegen  X  ^  Q  und  ^  <^  ^  ifit  nun  für  jedes  fi 

1  sin  ^(x  —  t)  1 


_    1_    ^  <tnft(a;  +  0  ^  i  i. 

und  wenn  man  ^  so  klein  wAUt,  dase  f(t)  von  t  =  0  \jiß  t  =  q 
poniiv  bleibti  so  darf  man  diese  Ungleichungen ,  ohne  ne  zu  stören, 
mit mnltipliciren  und  integriren.  Zufolge  der  so  entstehen- 
den Ungleichung^  ist  für  jedes  fi  also  auch  fUr  fi  =  co 

worin  fi  und  6-2  zwei  nicht  nHher  bestimmte  positive  oder  negative 
echte  Brüche  bezeichnen.  Lässt  man  endlich  Q  in  Null  übergehen,  so 
schwindet  iS»  und  aus  Nro.  22)  wird  ^ 

»  b 

f(x)  =  ^J* cosxudu J*f(i)co8utdtt       0  <  a?  <  6; 

0  0 

unter  der  fÖr  f{t)  angegebenen  Bedingung  und  für  a;  >>  0  bleibt 
also  die  Formel  IG)  immer  noch  richtig. 

Noch  etwas  einlacher  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  Formel 
20).    Man  hat  zunächst,  wenn  Q  <Z  x  <^  b  ist, 

/(o^  =       sin  XU  du J /{t)sinutdt 

0  ■  Q 

h 

=  sinxudu J  /(i^sinutdt  —  JB«, 

0  0 

worin 

Bfjt  =  —J  sin  XU  du J  /(t)sinutdt 

0  0 
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gesetzt  wurde.  Zufolge  der  für  f(t)  angegebenen  Bedingung  be- 
hält das  unter  den  Integralzeichen  stehender  Product 

8MXU,tj{t)  • — - — 
•  t  ' 

durchaus  endliche  Werthe  und  verschwindet  für  ^  =  0;  man  darf 
deshalb  die  Anordnung  der  Integrationeu  umkehren  und  erhält  durch 
ähiiliche  Schlüsse  wie  vorhin 


woran  sich  analoge  Folgerungen  wie  früher  knüpfen.  Die  For- 
meln 16)  und  20)  sind  daher  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die  für  =  0  unendlich  werden,  sobald  das 
Integval 


bei  endlichen  Q  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

d.  Wir  wollen  noch  den  Fall .  betrachten,  wo  /(Q  innerhalb  der 
für  i  gewählten  Integrationsgrensen  'Unterbrechungen  der  Gontinuität 
erleidet,  ohne  dabei  unendlich  su  werden.  Tiitt  nur  eine  solche 
Discontinmtftt  an  der  «wischen  a  und  h  liegenden  Stelle  t  =  Xi  ein, 
80  haben  wir  folgende  Zerlegung  anzuwenden 

cos  XU  du J  J{t)  cosutdt 

0  a 

«  Xi  — 0  OB  b 

=  ^J^ca$xudu J^f(t)cosutdt-\-^J eosxudu J^f(t)  cosutdt 

In  jedem  der  Integrale  rechter  Hand  f&r  sich  bleibt  f(f)  continuirlich, 
und  die  Werthe  der  Integrale  können  nach  dem  Satze  15)  gefunden 
werden ;  jedoch  sind  hierbei  drei  Fälle  su  unterscheiden.  Liegt  x 
swischen  a  und  xi ,  so  ist  der  Werth  des  ersten  =  f{x) ,  der  des 
zweiten  =  0.  Liegt  zweitens  x  zwischen  Xi  und  6,  so  verschwindet 
das  erste  Integral,  und  das  andere  giebt  /(*■).  Im  dritten  Falle 
X  =  Xi  hat  das  erste  Integral  den  Werth  lf{xi  —  0),  das  zweite  den 
Werth  \/{xi  -\-  0),  man  erhält  also  zusammen 

i[/(«i-0)  +/(«,+ 0)]. 

Kommen  zwei  Unterbrechungen  der  Gontinuität  vor  an  den  zwischen 
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a  und  h  liegenden  Stellen  f  —  ,r,  und  t  =  x^^  80  zerlegt  man  das 
auf  t  boaügliche  integral  nach  dem  Schema  v 

a  «  «i-l-O  xt+0 

und  erh&lt  drei  Doppelintegrale,  deren  Werth«  nach  Nro.  15)  einaeln 
bestimmVar  sind.  Falle  x  zwischen  a  und  h  liegt,  aber  weder  =  Xi 
noch  ==  ist ,  findet  man  als  Gesammtwerth  f(x) ;  fOr  «  =  jBi  da- 
gegen ergiebt  sich 

i[/(*.-0)  +f(xi+0)] 

nod  für  «  =  4^: 

i[/K-0)  +/(ä%+0)]. 

Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich ,  wie  Bich  die  Sache  bei  beliebig 
vielen  Unterbroeliungen  der  Continuität  verhält. 

Genau  dieselljen  Schlüsse  sind  auf  die  Formel  19)  anwendbar, 
und  man  kann  dulier  die  allgemeine  Regel  aufstellen:  Erhält  a: 
einen  solchen  individuellen,  zwischen  a  und  b  liegenden 
Werth,  dass  /(x)  discon tinu irlich  aber  nicht  unendlich 
wird,  so  ist  nicht  f(x)  sondern  das  ar ithmetisohe  Mittel 

il/(«-0)  +/{x-^0)] 
der  gemeinBchaftlicbe  Werth  der  Doppelintegrale  in  15) 
and  19). 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  die  FAUe«  wof{x)  an  den 
Grenzen  x  =  a  oder  x  =  b  diecontinmrlieh  wird,  keine  Aoenahmen 
begründen;   Das  Interrall  von  a  bis  6  ist  nämlich  selbBtTeratSndlich 

mit  a  -\-  0  anzufangen  und  mit  h  —  0  zu  Bchliespen,  und  es  können 
daher  die  Werthe  f(a  —  0)  und  f{b  -\-  0)  nicht  vorkommen.  Das 
Doppelintegral  hat  im  ersten  Falle  den  Werth  J/(a  +  0),  im  zweiten 
den  Werth  1/(1,-0). 

e.  Bei  Ansicht  der  gefundenen  Gleichungen,  welche  unter  den 
Formen 

CO  « 

f(x)  —       (p (tt) cosxudu,      f(x)  =  §y  ^ W 

enthalten  sind,  liegt  es  nahe,  DiÜerentiationen  in  Beziehung  auf  x 
vorzunehmen  und  hierdurch  neue  Gleichungen  von  den  Formen 

/'(a?)  =  —       u  g)(u)sinxudut  -f-^^ •*  ilf(u)cosxudu 

0  0 

CO  oo 

^»  u.  8.  w.  ^ 
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berzuleiten.    Zufolge  des  Umstandes,  da^s  das  Iiitegrationsiutervall 
für  u  unendlic  Ii  gross  ist,  bedürfen  aber  diese  Operationen  einer  be- 
sondeten  ÜDtersuchung  (Tbl.  I,  §.  92),  welche  wir  in  Beziehung  auf 
die  am  meisten  benutzten  Formeln  1 6)  und  420)  ausführen  wollen. 
Ans  Nrc  16)  folgt,  wenn  ohne  Weiteres  differenzirt  wird, 

83)  /(o?)  =  —      ujtmxudu  J f(t)  casutdt; 

um  disse  noch  problematisehe  0Mohnng  zu  prüfen,  setsen  wir  in 
Nro.  20)  /  an  die  Stelle  von  /,  wobei  /'(/)  von  f  —  0  bis  *  =  6 
endlich  bleiben  muss,  und  transforqiiren  die  nunmehrige  Gleichung 

/'(w)  =: -^J^ ainxudu  J^f'(t)8inutdt  * 
mittelst  parti^ler  Integration  in  Beziehung  auf  L  Wegen 

b  b 

J f(t)8inuidt  =/(6)s»»bt*  ^  ^  f(t)co8utdt 

giebt  dies 

<K  Oft  ^ 

/'(«)  =  ^^^^ J  sinhusinxudu — ^ usinxudu  J^f(t)co8utdt. 

0  0  <« 

■ 

Der  Vergleich  mit  Nro.  22)  aeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  dann 
richtig  ist,  wenn  die  Gleichung 

/(b)     Hnbuainxudu  =  0 

stattfindet  Nnn  hat  aber  das  Torfiegende  Integral  den  TöUig  unbe- 
stimmten Werth 

00        sin  00 

ee  kann  folglich  das  gesammte  Product  einzig  und  allein  in  dem 
Falle /(6)  =  0  verschwinden.  Die  Differentiation  der  Glei- 
ehnng  16)  ist  daher  nnr  unrter  der  Bedingung  f(b)  —  0 
erlaabt. 

Aus  Nro  20)  folgt  durch  Differentiation  die  problematische 

Gleichung 

/» 
ucosxudu  J  /(t)sinutdL 


M5- 


0  9 
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Andererseits  ist  nach  Nro.  16),  falls endlich  bleibt  von  t  =  0 


bis  ^  =;=  2) 


€08  XU  d  u  fit) 


CO 

/(«) = -fy; 

nnd  durch  theilweise  Integration  In  Besiehimg  anf  < 

j'{x)  =        J  cosbucosxudu  —        J  cosxudu  . 

ucosxudu  J /(t)sinuidt. 

Der  Vergleich  mit  Nro.  23)  zeigt,  dass  die  letsstere  Formel  nxur  unter 
den  Bedingungen 

/(fe)  J  cosbucosxudu  =  0,     /(O)  J cosxudu  =  0 

Geltung  hat;  wegen  der  ünbeitimmtheit  der  beiden  Torliegondfin  In- 
tegrale gehört  dazu  /(^)  =  0  nnd/(0)  =  0.  Die  Differentiation 
der  Gleichung  20)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn  so- 
wohl /(b)  =  0  als /(Ü)  =  0  ist*). 


ni  Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

a.  Wählt  man  die  Function  f(t)  so,  dass  sich  die  Werthe  der 
Integrale 

Jfit)eosut  dt,  J f(f)  sinut  dt 

a  a 

angeben  lassen,  so  gehen  die  betrachteten  Doppelintegrale  in  einf^Etehe 
Integrale  nach  te  Aber;  die  Werthe  der  letzteren  folgen  dann  von 
selbst  aus  den  Sätzen  des  vorigen  Abschnittes.  Für  J'{t)  =  1  z.  13. 
liefert  das  Theorem  Nro.  16)  die  Formeln 

CD 

2  /cosxusinhu.       ,        ^    ^  ^ 
25)        —  /  : — di*=l,  fürO<a?<&, 


*)  Die  Untersuchunefou  dieses  Abschnittes  sind  zuerst  vom  Verfasser 
angestellt  worden  (Analytische  Studien,  2.  Abtheil.,  Leipzig  1848);  sie 
erscheinen  hier  in  präciserer  Form. 
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A«\         2  f  'cosxusinhu  .  ^  ^  , 

26)  — y  ^  d«  =  0,      flkr  x>h 

0 

welche  aber  nic^t  in  Beziebung  enf    diffierenzirt  werden  dOrfen. 

,  b.  Aehnlicher  Art  ist  die  ans  der  Substitution  f(x)  =  e~* 
entspringende  Auwendung  der  Formeln  17)  und  21).   Man  erhalt 


j 


OD 

du  =  -T-^*!  »  ^  0 


1  4-  t*2  2 

ö 

0 

Die  erste  Gl^chung  darf  wegen  f(co)  =  er'**  =  0  in  Benehnog 
auf  dafierenzirt  werden,  wodurch  wieder  die  aweite  Gleichung  ent- 
steht; weitere  Differentiationen  sind 'aber  nicht  erlaubt*). 

Fährt  man  statt  u  eine  neue  Yariabele  o  ein  mittelst  der  Snb- 

fi) 

stitution  1*  =  ~  und  setzt  =  a/S,  so  gehen  die  beiden  letzten 
Formehi  in  die  folgenden  Aber 

*)  Die  obigen  Integrale  hat  zuerst  Laplaoe  entwickelt  mittelst 
eines,  niclil  liiiireiclRnd  gerechtfertigten  Ueberganges  vom  Reellen  zum 
Imaginären  (Mf^iii<iir(s  de  l'Academie  des  Sciences,  pour  l'annee  1782); 
einen  anderen  und  genaueren  Beweis  giebt  Laplacc  in  seiner  Theorie 
analytique  des  probabilitcs,  sccoude  partie,  cbapitre  premier. 

Es  möge  hier  gelegentlich  bemerkt  werden,  dass  man  zwar  cosxu 9 
ainxu  und  e-'  in  die  gewöhnlichen  Eeihen  verwandeln,  also  z.  B. 

[  1        iTO      1.2. .6  )  1  -h 

0 

2  V      1  ^  1.2     1.2.8  ^  / 

Selsen  dsr^  dsss  «s  aber  nicht  erlaubt  ist,  die  beiderseitigen  Goefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  x  zu  identificiren.  Aus  einer  Gleicliung  zwi- 
schen zwei  unendlichen  Potenzenreihen  Oq  ~f~  ^i*  4-  «a^^  +  ßtc.  und 

^0  "1"  ^1^  "h  ^2-^^  ~l~  folgen  nämlich    die   einzelnen  Gloiebungen 

a^)  =  ?>oj       =  i^ur  unter  der  Bedingung,  dass  beide  lleihen 

convergiren;  die  links  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  entste- 
hende Reihe  besitzt  aber  diese  Eigenschaft  nicht. 


00 
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Mittelst  der  in  Tbl.  I,  §.  92  «igegebenen  Rogeln  ttberzengt  man  sich 
leicht,  dass  diese  Gleichung««  beliebig  viebsal  in  Besieliung  auf« 
differenzirt  werden  dürfen,  wodurch  man  au  Integralen  von  den 
Formen  .  . 


gelangt.  XJm  dieae  Operation  allgemein  ansauführen,  Betzen  wir 
fOr  den  Angenbliok     =  r  und  aehreiben  statt  Nro.  27) 

r  +  Ol«  2Vr  P 

worana  dnreh  n*  malige  Differentiation  nach  r  folgt 


Der  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  DifFerentlahiuotient  lässt  sich 
mittelst  der  auf  Seite  9  angegebenen  allgemeinen  Formel  für 
jy^Fi^r)  entwickeln,  and  wenn  nachlierheiderseita  r  =  «'^  und  aar 
AbkOranng  1  .2.3...«!  =  »'  geaetat  wird,  so  ergiebt  sich 

/'  ' 
cosßo 

2.4  (a/3)»  ) 

Nach  demselben  yer£ahren  erbftlt  man  aus  Nro.  28) 

# 

_xe-^PfßY{     .  n(n-l)  1 
2.w'   \a/  l  2  a/i 

(n+l)ii(»-l)(^-2)     1  ^  1 

2.4  («i9)»  ^  *  I 

c.  üm  mehrere  analoge  Formeln  entwickeln  zu  können,  schicken 
wir  einige  Bemerkungen  flber  den  sogenannten,  Integralloga- 
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rithraus  voraus.  Man  venteht  dmruDter  eine  yunMiion,  welche 
durch  die  GleichoDg* 

0  ©  * 

definlrt  wird,  oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskomnat,  welche  die  bei- 
den Eigenschafteu 

3.)-    ■  .(0)^0.      ^  =  ^ 

beeitsi  SaaNdohnet  im  Folgenden  x  imäer  eine  poiitiye  Grösse^  so 
ist  far  jer  =  «r-*,  {  = 

*  OB 

33)  7<(e-')  =ß^di  =  -  f  ^di 
oder  für  £  = 

c/: 

34)  U(e-')  =  -  J'-^ßn* 

1 

.  Wegen  1  oder  —  ■<  1  betrftgt  der  Werth  des  Integrales  we- 
niger  als  der  Werth  vom 


nun  kHm  daher'  - 

86)  H(«^*)  =  — 


X 


seilen,  wo  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bruch 
beoeichnet   Ans  Nro  38)  folgt  femer 

oder  vermöge  der  bekannten  Keihe  für 

1  «    .    1  «2 


•  •  •  • 


{1  M        1  \ 
'"-TT  +  TTTi  J 


wofür  wir  kurz  schreiben 
SchlOmilch,  Analyiia.  II.  13 
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36)  — 

^C^  +  iaJ-yy+^O"' ¥1,2.8'*" 
Hieriu  ist,  wie  mau  gleichfalls  mittelst  der  Kxpoaeutialreibe  ilodet, 


I 


•n  r 


dv 


od«r  identiidi 

=y  — ^— ^d.-  ~  /« -  /      — dv,  • 

0  0 

Setsen  wir  speinellefr  n  als  ganse  podtiTe  Zahl  voraus»  so  können  wir 
den  Werth  des  ersten  Integrales  mittelst  der  Glttohung 

1  ^(l^vjr  _  1  ~  (1 

V  ""i  — (1— r) 

=  1  +  (1  — 1>)  +  (1  — +  (1  -f^)»  +  •  •  •  +  U 

finden  nnd  erhalten 

0 

Für  das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  soniobst,  dass  bei  seht 
gebroohenen  v  immer  e"^  1  —  v  mithin  er^"  ^  (1  —  e)*,  dass 
folglieh  der  WertH  des  Integrales  positiv  ist.  Wegen  l  ^  v 
hat  mm  fsmer  (1  — 1)6"  >  1  —  i;«  und 

1  —  ({l—v)e^y  <  1  —  (l^vi)"  <  nv'*) 

und  durch  Molt^eation  mit  e~*' 

e-"*  —  (1  —  «;)••  <  nt^r-»' 

also  auch 

/i  1  -  • 
er-»»  —  (1  ^  1;)»  r 
 ^  -dv  <»J  ver^^dvi 

9  0  '  • 

hiemaeh  darf  man,  noter  c  einen  positiven  echten  Bmdi  wstehend, 


*)  Die  bekannte,  für  «  >     geltende  ÜDgleichung 

an  —  ßn 

_  ^  <  na»— 1  oder  ««  —  j|«  <         !(«_  ^) 
ist  hier  auf  den  Fall  a=:l,^=:l*e>  angewendet 
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/e-""  —  (1  — r)"  r 

■eisen.  Zufolge  dieser  Bemerkungen  ergiebt  sieb  ans  Nro.  36) 

^         11^21, 2     3  1.2.S  ^ 

Bei  unendlicb  waobsenden  H  convergirt  2«(e~")  gegen  2«(0)  =  0, 
und  die  Differens 

1  ^  2  ^  8  ^       ^  n 
nftbert  sieb  (nacb  Tbl.  I,  S.  435  und  436)  der  endlicben  Frenze 

0=r  0,57721  56649   , 

mitbin  bleibt  die  Gleicbung 

1  X       1    a?*  1 
37)  Uie-^)=C  +  ,.___  +  ______  +  .... 

welche  för  jedes  positive  x  gilt.  ^ 

Ans  Nro.  81)  ergiebt  sich  weiter  fOr  icr  =        £  =  tr^ 

+  « 
--5 


bier  erleidet  der  Quotient  -|-  innerhalb  des  IntegratioDsintervalles 

dne  Untarbrecfaimg  der  Ckmtinmtftt  nad  swar  an  der  Stelle  |  0; 
mithin  hat  daa  Integral  im  AUgemdnen  keinen  bestimmten  Werth. 
Dm  diese  Tieldeatigkeit  zn  termeiden,  definiren  wir  —  li(e^*)  als 
den  Hauptwerth  des  obigen  Integrales,  d«  h.  wir  setaen 

WO  d  eine  positive,  Iris  aar  Null  abnehmende  Grösse  bedeateh  Zerw 
legen  wir  noch  das  Intervall  -|-  ^  his  +  oo  in  die  beiden  Intervalle 

+  d  bis  -|-  a;  und  +  a;  bis  -\-  op ,  so  ist  auch 

13* 
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-ff 

li(e-^')  =  —  Lim 


—  T  +(f  )  X 


im  OTBten  Integrale  lassen  wir  —  J  an  die  Stelle  von  f  treten,  zie- 
heu  darauf  beide  zwischen  +  ö  und  +  X  genommene  integrale  und 
letsen  d  =  0;  dies  gieht 


oder  auch  für  ^  =  xi} 

Das  erste  Integral  ißt  mittelst  der  Reihe  für  e^'i  —  ^-^'^  leicht  zu 
entwickeln,  das  «weite  Integral  kennt  man  nach  Nro.  34)  und  37); 
man  hat  daher 

Ix       1   «2    .    1  x^ 
8»)  O  +  l.  +  -  -  +  4-  -  — +  

und  kann  non  aneh  die  Formehi  37)  nnd  39)  sn  «ner  einsigen,  f&r 
jedes  reelle  x  gültigen  zusammensiehen,  wenn  man  schreibt 

40)  im=o+\m+\ ^  +  i ^  +  i 

Wir  betrachten  im  Folgenden  die  Function 

/(»)  =  e-»W(«+*)  —  e+*W(^»), 
für  wdehe  Moh  Nro.  34)  und  38)  gesetzt  wsvden  kann 

 ^  dn. 

Ans  der  letzteren  Form  ersieht  man  leicht,  das8/(d?)  för  alle  posi* 
tiven  »  endlidi  bleibt  und  dass  diese  Fonofcion  sowohl  fttr  4?  s  0 
als  für        00  ▼ersohwindet'*')*   Es  ist  non 

*)  Die  obigen  Behauptungen  lassen  sich  auch  mittelst  der  Reihen 
für  2»(e+«)  und  it(c— *)  verificiren.  Die  Gleichung  /(O)  =  0  folgt  dann 
miniittelbar  aas  der  Bemerkung,  dass  das  Prodnct  — Ar 
»  =  0  versehwindet  Um  die  zweite  Behauptung  su  beweisen ,  unter- 
sudien  wir  einzeln  den  Minuenden  e—xli(e-Vx)  und  den  Sabtrahenden 
e4-ir|«(e-^).  Die  Reihen  für  e»  und         liefern  folgende  Gleichung 

/C-^lx     l\x     (C-\-lx     l\  x^      /C-}-lx     1\  x^     ,  * 
—  V.    2         1/  1  "^V     8         2/1.2"^V    4  3yi.2.3''""* 
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/(t)sinuidt 


=  j  sinutdt  J  —dii 

.  +   /  amutdt  I  dri 

Ol  ^ 

•  00  00 

^  U«  +  (1  -1?)»    ««  +  (1  +  ^*1 

.   /    W  +  (?j — 1)»    «»  +  (ij  + 1)»/ 

+  rri?!?  -  ^ '"'^7  -  ^'^-^ + + =  rfr-  , 

und  wenn  hier  C  Ix  >  2  d.  i.  x  >  4,2  genommen  wird,  so  sind  alle 
in  Parenthesen  stehenden  Differenzen  positiv;  man  hat  daher 

It(e+*)  <  iC-^lx)     ~  ^  oder  «-*?t(€+«)  <  £-±i£(i  — 

Ä  ^  HC 

Da  andererseits     ^  und  positive  Grössen  sind,  so  folgt 

e-.It(«+x)  =  (1-  r-x), 

wo  Qi  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bedeutet. 
Femer  ist  nac^  Nro.  35) 

—^Qt^,        0  <  P4  <  1, 
ftlso  zusammen,  wenn  x  >-  4,2, 

und  hieraus  ersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  f{x)  bei  unendlich  wach- 
senden X  gegen  die  Nall  conyergirt. 
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und  hieraus  ergiebt  rieh  nacji  Formel  Sl)  und  zufolge  dm  Bedeu- 
tung von  /(x) 


1  +  «« 


Da  /(x)  an  den  Grenzen  der  Integration  nach  t  verschwindet,  so 
darf  die  vorstehende  Gleichung  differenzirt  werden,  wodurch  eniiteht 

■r  > 

0  • 

Mittelst  der  Substitationen  ti  =  — ,  x  =  aß  und  unter  VomAs* 
setanng  eines  positiven  a  erhält  man  noch 

und  es  sind  diese  Formeln  die  Gegenstfldre  su  Nro.  27)  und  28). 
Sie  gewähren  wie  jene  den  Vortheil,  dass  die  von  zwei  Grössen  a 
und  ß  abhäugigen  iutegralwerthe  durch  Functioucn  ausgedrückt 
sind,  die  nur  von  der  einen  Variabelen  aß  abhänj^en  und  mittelst 
immer  couvergirender  Reihen  berechnet  werden  können.  - 

d.  Versteht  man  unter  f(x)  dieselbe  Functioii  wie  vorhin,  so  ist 


/ 


/{t)c08Utdt 


coöutdt  I  dii 


6  1 


0^9 


+  /-y /  [c-<''-"'  —  «-<■»  +  «'J  cosutit 
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I 


1  -  fi 


1  +  fi 


dn  \  


2  -j-        —  1)2         ««2  +  (j^  +  1)2/ 


=  I  ^  ^sj — uardan-  -f  ^/(u^  +  4)  —  ?»| 

daraus  folgt  nacb-Nro.  17)  und  Termöge  der  Bedeutung  7011/(4;) 

und  durch  Di£iereutiation  in  Beziehung  auf  x 


Setzt  man  noch  u  =■       x  =  aß  und  benut^st  die  Formeln  27)  und 

CK 

28),  so  erhält  man  die  etwas. allgemeiner«!!  Besnltate*) 


*)  Dieselben  sind  zuerst  vom  Verfasser  entwickelt  worden  in  Gru- 
nert's  Archiv  der  Matlieniatik,  lid.  V,  S.  204.  Eine  kleine  Tafel  der 
Werthe  von  li{e^-'^)  und  lifr-'')  möge  hier  noch  Plat?.  finden: 


X 


1 

? 
3 

4 

6 
6 

7 
8 
9 
10 


1, 8951178 
4,95423-41 
9|9338326 
19,6806745 


+  40,1852764 

-f  85,9897621 
+  191,5047433 

-f-  440,3798995 
-f  1037,8782907 
-f  2492,2209762 


0,2193839 
0,0189003 
0,0130484 
0,0037794 
0,0014488 
0,0008601 
0,0001155 
0,0000377 
0,0000124 
0,0000042 
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0 
0 

2  4 

Weitere  Anwendungen  der  Foiirier*8chen  Doppelintegrale  wird  man 
in  späteren  Abschnitten  finden. 


rv.  Erweiterungen  der  vorigen  Sätze. 

Zufolge  der  in  Nro.  II.  angestellten  UntersiiclinngeD  gilt  die 
Formel 

j{x)  =        cosxudu  J* f{t)c08utdty     b  >•  0 


U  0 


far  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  x  mit  Einschloss  von  x  0\ 
bei  negativen  x  würde  sie  nur  dAi)n  gültig  bleiben,  wenn  zufälliger- 
weise /(d?)  mit  dem  rechts  stehenden  Doppelintegrale  in  der  Eigen* 
sohaft  /( —  =  f{x)  übereinstimmte.  Die  letztere  kommt  allge* 
mein  dem  Ansdraeke  • 

/(»)  —  —  2  

an,  worin  eine  beliebige  Function  yon  x  beseichnet;  es  ist  da- 
her für  alle  awischen  —  b  und  4*  ^  enthaltenen  x 

-pfr']  I  y(  x\      1   /  r 


Im  Uebrigen  verweisen  wir  hinsichtlich  des  IniegraUogarithmns  auf  die 

Abhandlungen  von  Soldner  rTheorie  et  tablcs  d'unc  nouvelle  fonction 
transcendante,  München,  Lindauer  l^^OO)  und  Bessel  (Königsberger 
Archiv  lür  Naturwissenschaft  u.  Mathematik.  Heft  1,  Seite  7). 
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Das  in  Beziehung  auf  t  genommene  Integral  zerfallt  in 

»  b 

J^Fificosutdt  +  J*F(--t)co8ui4t, 

und  wenn  man  im  zweiten  Summanden  —  t  als  neue  Variabele  an- 
sieht, so  erhält  man  statt  der  vorliegenden  Summe  die  folgende 

* 

jF{t)c<iBuidt     jF{t)co8utät^  jF{t)co8Utdt 
Eb  bt  demnaeh 

45)  2    "aTt/  ^^^^^^  J  i  if)<^08utdt , 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  gelten  ^ür  die  Formel 

/(«)  =  —  I  sinxudu  I  f(i)8inuidt, 
♦  d  0 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  0  <C  a:  h  gebunden  ist;  die 
genannte  Formel  würde  nämlich  sowohl  für  =  0  als  für  negative 
X  richtig  bleiben,  wenn  /(O)  =  0  und  /( — x)  =  — /(«)  wäre. 
Beide  Eigenschaften  besitzt  der  Ausdruck 

m  =  2  . 

and  daher  ist  fflr  alle  iwiachen  —  h  und  -f-  t  .enthaltenen  x 


=         sin  XU  du     \F{i)  —  F{ — t)\sinutdU 


2 

0  0 


Das  auf  i  besÜgÜche  Integtal  läsai  sich  auf  dieselbe  Wmae  wie  toi^ 

hin  behandeln,  wodurch  folgende  Gleichung  entsteht 

« 

ao  b 

F{x)  —^i"  ^)     1 J sinxudüjFifysinutdt, 

0  — ft 

—  b  <  ar  <  +  &. 
Durch  Addition  der  Gleichungen  4ö)  und  46)  erhält  man 
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47)  Fix)  =  ^  J  diiJ^^F{t)vui>u{x  —  t)dt,  —  6  <  «  <  +  &, 
wofür  auoh  gesobrieben  werden  kann 

48)  F(x)  =  ~J  du  J^J  it)eo8u(x  —  t)dt,     —  &  <  a?  <  +  6. 

Für  X  —  ^  h  reduciren  sich  die  Warthe  der  Doppelintegrale  in  45) 
und  40)  auf  die  Hälften  ihrer  sonst! ceu  Wertho,  es  ist  daher  in  die- 
sem Falle  nicht  F{f>),  sondern  hFib)  der  Werth  des  vorliegenden 
Doppelintegraies.  Liegt  x  ausserhalb  des  Intervalles"" —  h  bis  -\-  h, 
so  yerscliwinden  alle  betrachteten  Doppelintegrale.  Fälle  der  Dis- 
contintiität  sind  nach  den  früher  angegebenen  Begeln  an  beurtheUeo. 

Die  Formeb  47)  und  48)  erhalten  ihre  grOnte  Anidebnäng  fikr 
h  =  00 ;  sie  werden  dann 

/CO  * 
du  J  F(t)cosu(x-'t)dt, 

50)  Fix)  =  j^fdu  J  F(t)cosu(X'-t)dt, 

und  gelten  für  jedea  endliehe  reelle 

Es  möge  endlich  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  diebc  Gleichun- 
gen auf  Functionen  mehrerer  Variabelen  ausdehnen  lassen.  Wendet 
man  die  Formel  48)  auf  die  Function  Xf)  in  der  Weise  an,  dass 

man  vorläufig  nur  Xi  als  Yariabele,  dagegen  xi  als  Gonatante  be- 
trachtet, 8oi8tf&r^i»i<:;;d;i<C  +  &i 

^{xi.Xi)  =  —J  J  0(tuX^i)co8Ui{xi  -^tpduidti. 

Gleichfalls  nach  Nro.  48)  hat  man  auch,  indem  mau  in  0{ti ,  jc^)  die 
Grösse  X2  als  Variabele  ansiebt  und  sie  Bwieoben  den  Grenzen  —  bi 
und  -jr  bf,  wählt, 

Substituirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende,  so  erhält  man 
0{xifX2)  ausgedrückt  durch  ein  vierfaches  Integral,  welches  der 
Kürae  wegen  folgenderniaassen  geschrieben  werden  möge: 
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■ 

Für  ^  gelten  die  Integntion^gFensen  —  hi  imd  -f*  ^«  ^  ^  die 
GrenieD  —  und  -f-  &2»  ^  clie  übrigen  Variabelen  Uj  und  ti^  die 
Grensen  —  oo  und  -}- 

Es  wird  kaum  der  Erwähnung  bedürfen,  dass  man  auf  ganz 
analoge  Weise  eine  Function  dreier  Variabelen  durch  ein  sechsfachos 
Integral  und  überhaupt  eine  Function  von  n  Veränderlichen  durch 
ein  (2n)-faches  Integral  ausdrücken  kann. 
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Die  Bernoulli'schen  Functionen  und  die  halb- 

oonvergenten  Reihen. 


L  Die  Beruoulli'solien  Functionen« 

Schon  in  den  Elementen  der  Algebra  begegnet  man  der  Auf* 
gmbe,  endliohe  Reihen  von  der  Form 

IP  ^  21»  4-  3"  -I  +  *f , 

worin  p  und  k  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  zu  summiren,  auch 
hat  die  Lösung  des  Problemes  keine  Schwierigkeit,  wenn  mau  nach 
einander  die  Fälle  p  =  1 ,  =  2 ,  p  =  3  etc.  behandelt  und  jeden 
derartigen  Fall  auf  den  vDrhergehenden  zurückführt;  eine  allgemeine 
independente  Formel  kann  man  aber  mittelst  dieses  Verfahrene  nicht 
finden.  Dagegen  führt,  die  Differeotialreohnung  hierzu  durch  die  fie- 
merkongy  daaei  die  Reihe 

V  +  2P  +  BP  +  ...+(*—  ly 

entsteht,  wenn  die  Reihe 

p-mal  ii*  Beziehung  auf  die  beliebige  Variabelc  v  di£ferenzirt  und 
nachher  v  :=  0  gesetzt  wird,  dass  also  die  Gleichung 

lP  +  2P  +  BP-\  1)1» 

stattfindet.  Um  die  angedeutete  Differeutiation  auszuführen,  zer- 
legen wir  den  vorkommenden  Quotienten  iblgendermaassen 

e**      1  _      V       e*«'  ~  1 
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bezeichnen  den  ersten  Factor  mit  den  zweiten  mit  /(t;)  und 

machen  Gebrauch  von  der  bekumten  Regel  «tir  Differentiation  der 
Producte;  dies  giebt 

1)  IP  +  2P  +BP  -\  +  (jfc— l)P 

=  HO)ßpm  +  (p)iif\o)fp-^)(o)  H-  (p)2t^'"(0)/(i»-«)(0)  -f  .... 

Zur  Ermittelung  der  Werihe  von  t(0),  Jf''(0),  i^'"(0),  etc.  benutzen 
wir  die  in  Tbeil  I,  Seite  277  angegebene  lieiheneutwickelang 

—  e—v 

1,2^      1.2.3.4-^   ^  1.2..6^ 

—  «<y<.+  «. 

worin  Bu  Bz%  etc.  die  Bernonlli'scben  Zahlen  sind*  Die  linke 
Smte  dieser  Gleichung  läsit  eich  unter  der  Form 

^'±1  =  1  j_  g 

e-'y  _  1        .  gSir  _  1 

darstellen,  und  es  ist  daher,  wenn  i/  —  r^v  gesetzt,  beiderseits  mit 
multiplicirt,  und  v  zwischen  —  2x  und  -^2«  genommen  wird, 

V 

—  1 


2) 


^  1.2         1.2. .4     ^  1.2. .6 

Hieraus  folgt 

^(0)  =  1,     t'(0)  =  -  |, 

^'»(0)  =  0        .    ^'(0)r=:0        .    ^^(0)  =  0  ..... 
Zur  Bestimmung  von  /^"^(O)  kann  man  die  Gleichung 
e*«'  —  1       1c  ,  .  , 

v  1   ^  1.2    ^  1.2.3  ^ 

benutzen,  welche  giebt 

i-n  +  1 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  folgt  aus  Nro.  1) 
If  +  2f  H- SP  +  -|.(Jb— 1)1^ 

i?H-l       "         J7  —  1  p  —  3 

p  —  5 

Da  (p)p  der  letzte  Binomialcoefdoient  ist,  so  schliesst  die  rechts 
stehende  Reihe 
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'     bei  geraden  1)  mit  ±  ^^i^^^Ä, 

1 

bei  qngerodfln  p  mit  ±  (-^■^P-^^^P-^j^i^ 

sie  enthält  also  keinen  von  7i;  unabhängigen  Term.  Der  obigen  Glei- 
ehnng  kann  man  auch  die  folgende  Form  g«ben 

3)  4-  21»  +  8^  H  -I-  (A;—  l)p 

+  l(l>)5£*Ä^-^  

nnd  hier  bedarf  et  nnr  der  beiderBeitigen  Addition  von  X^,  um  die 
Smnme  der  anfänglich  erwähnten  Reihe  in  der  üblicLen  Form  in 
erhalten  *). 

An  das  obige  Resultat  knüpft  sich  eine  für  spätere  Untersuchun- 
gen sehr  wesentliche  Bemerkung.  Wiihiend  nämlich  die  linke  Seite 
von  Nro.  3)  nur  in  dem  Falle  einen  bestimmten  Sinn  hat,  wo  Ä;  eine 
ganze  positive  Zahl  ^  1  bedeutet,  ist  die  rechte  Seite  einer  Verall- 
gemeinerung fähig;  man  kann  darin  k  durch  eine  beliebige  Variabele 
z  ersetzen  und  erhält  dann  einen  Ausdrack,  welcher,  für  sich  be- 
trachtet, eine  ganze  rationale  Function  yon  z  darstellt.  Um  jedoch 
nicht  eine  Function  (jp  -f*  l)-t0n  Grades  lu  betrachten  und  um,  wie 
gewöhnlich,  der  hdchsten  Potenz  von  8  oder  "k  den  Coeffidenten  1 
au  Terschaffen,  eetaen  wir.  p  =  m  — '  1  und  mnltiptieiren  mit  m;  die 
GleioHnng  3)  geht  dann  in  die  folgende  Uber 

4)  4-  2"T^  -{-  3"'-i  -j-        -I-  (i— 
=  *"*  —  |w»/^""'~^ 

deren  rechte  Seite,  anabhängig  von  der  linken,  einer  speeiellen  Dis- 
cmnon  nntersogen  werden  soll. 

Demgemäss  definiren  wir  die  Function  ^{Zy  tn)  durch  die  Glei- 
chung 

5)  q>(js,  m)  =      —  |mÄ«-i 

+  (m)i  JBi  jr»-«— (m)4  Bi0^'-*+  (jw)e  Bi0f^  , 

worin  rechter  Hand  kein  Ton  e  freier  Term  Torkonmien  darf,  und 
nennen  q)(Zi  m)  die  Bernoulli'sche  Function  m-ter  Ordnung. 
BeispielsweiB  sind  die  acht  ersten  Functionen  dieser  Art : 


*)  Diese  Sommenformel  wurde  snerst  yon  Jacob  BernouUi  ent- 
wickelt in  der  Ars  ooiqeotandi,  Basüeae  1718  (pag.  97). 


uiyiu^L-ü  Uy  Google 


210  Die  liernoulli'schcn  Fuiictiopen  uiul 

9(jef,  1)  =  ^r, 

2)  =  £r2  —  £r  =Är(if— 1),  \ 

(p(e,  3)  —  f-er-'  -f  J^r  =  ^(^r  — 1), 

q){s,  4.)  =      —  2z'  -f  ^r*-'  g^^ji^iy^ 

ip{e,  ö)  =  ir*  -  i^f*  -h  i-8f^  -  i-e 

=  *(jr-f)(ir-l)(ir«-if-§), 

q){£,  G)  ==  iP«  —  8<r»  -f  f  ^*  —  \g9 

=  ^(^-i)(<'-l)(ir*-2*«  +  ^r  +  J),  . 

ly     _  2^,3  - 1^«  +  + 

Statt  der  Gleichung  5)  kann,  wie  aus  dem  Frfiheren  nnmittelbar  her- 
vorgeht, die  iblgende  gesetzt  werden 

oder  auch  • 

und  mittelst  der  beiden  leisten  Gleiöhungen  wollen  wir  liiia  die  Ter- 
sohiedenen  Eigenschaften  der  Bernoii]lj'B<dien>  Fonctiölien  ent- 
wickeln. 

a.  Für  ^  =  0  reduciren  sich  die  letzten  Gleichungen  auf 

8)  )gp(0,m)  =  0; 

ebenso  erhält  man  für  icr  =  1,  vorausgesetzt,  dasa  m  die  Einh^t 
übersteigt, 

9)  w)  =  0,  »w  >  1.' 

Jede  B  e  r  n  o  u  1 1  i '  sehe  Function,  worin  •»*  ^  1  ist,  läset  sich  mithin 
durch  z(z —  1)  ohne  liest  diyidiren.  ' 
Aus  Nro.  7)  folgt  weiter 

> 

d.  i. 

9(y  +  1,  w)  —  9)(y,  f»)  =  «lyw-^ 
Lftsst  man  der  Reihe  nach  ff  +  1,  y      2^  ,  ,  .  if      h  —  ländi« 
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Stelle  von  ?/  treten  und  addiit  alle  so  entstehenden  Gleichungen 
nebst  der  vorliegenden,  so  erhält  man 

10)  (p(.y-\-1c,7n)  —  9 

=  miy^-i  +  (y  4- 1)«--!  4- (y  4-  2)«-"f  +  -  • -f  (y  +  & l)«-»]. 

Im  speciellen  Falle  y  s=  0  wird  hieraus  die  schon  bekAnnte  Glei- 
ebnog 

(p(k,  m)  =  w[l"»-i  -f  2"»-i  4-  .  .  .  +      —  1)'"-^]. 
Der  Sinn  der  Gleichung  10)  ist  folgender.    Wenn  der  Werth  der 
Variabelen  z  mehr  als  die  Eiidieit  beträgt,  ohne  eine  ganze  Zahl  zu 
sein,  so  besteht  z  aus  einer  ganzen  Zahl  k  uud  aus  einem  echt  ge- 
brochenen Reste  y;  die  Gleichung  10)  oder 

11)  y(A;4-y,«»)  =  9(y.*«)  H- «»br-'.  +  (y-l-i)"— ^  4-  • .  • 

seigt  dann,  wie  der  Fall  einee  unecht  gebrochenen  Argumentes  (z) 
auf  den  Fall  eines  echt  gebrochenen  Argumentes  zurückgeführt  wer- 
den kann.  Man  braucht  daher  den  Güb^  von  9'(<er,  m)  nur  innerhalb 
des  Intervalles  jer  =  0  bis    =  1  genauer  zu  untersuchen. 
Aus  der  identischen  Gleichung  ' 

e»  —  1    ^    "~  e-»  —  1 

folgt 

•V     e^—l  Jan  e-"  —  1/ 

oder,  wenn  rechter  Hand  v  z=z  —  w  gesetzt  wird, 

f -  1  Ao)    ^        "\      —  1  M 

d.  i.  ▼ermöge  der  Definition  in  Nro.  7) 

12)  9(1  —  z,  m)  =  (—  1)'"  (p(z,  w). 

Die  Bernoulli'sche  Function  nimmt  also  von  z  =  \  bis  z  =  1 
in  umgekehrter  Reihenfolge  dieselben  absoluten  Werthe  rft,  welche 
sie  von  ^  =  0  bis  =  |  hatte,  und  zwar  mit  dem  gleichen  oder  mit 
entgegeDgesetstem  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Function  yon  gerader 
oder  von  ungerader  Ordnung  ist.  Die  Untersuchung  von  m) 
kann  daher  auf  das  Intervisdl  itr  =  0  bis  j9  =  |  beschränkt  werden. 

F&r  £r  =:  I  und  ein  ungerades  m  =  2n  —  1  giebt  die  vorige 
Gleichung 

13)  2w— 1)  =  0. 

Um  auch  für  ein  gerades  m  =  2  n  den  Werth  von  ^(J-,  ?n)  zu  er- 
mitteln, gehen  wir  auf  die  Gleichung  7)  ziirückj  diese  liefert 
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Nun  iflt  identisch 

-'3-^  =  ♦(!«')-♦(«') 

mitbin  durch  2     malige  Differentiation 
Vr^"  -f  1/,,,, 

und  für  t;  =  ü,  wenn  heiderseits  der  Factor  2  zugesetzt  wird, 

Zufolge  des  bekannten  Werihes  ^<'">(0)  =  (—  hat  man 

jetst 

14)  2n)  =  (- 

Ans  der  Gleichung  12)  folgt  noch  für  4^  =  J  -|-  « 
16)  -»,»»)  =  (-  l)*t)pß  +  m) 

und  wenn  hier  x  positiv  und  grimer  als  i  genommen  wird,  so  zeigt 
diese  Gleichung,  wie  dfr  Lall  eines  nep.'itiven  Argumentes  auf  den 
Fall  eines  positiven  Argumentes  zurückgcliilirt  werden  kann.  Zu- 
gleich ersieht  man,  dass  (5p  .t,  ///)  bei  geraden  m  eine  gerade,  bei 
ungeraden  m  eine  imgerade  Function  von  x  ist,  z.  B. 

9>Ö  +  ».6)=(*»-i)«(»'-i). 

V  6 +  ».  7)  =  »(«»-})(»♦- 1 «»+ 8). 

b.  Die  Formeln  13)  und  14)  sind  nur  specielle  Fälle  eines  all- 
gemeinen Satzes,  zu  welchem  man  durch  den  Versach  gelangt,  die 
endliche  Reihe 

9(ir.j»)  +  9)^if-h~,w^  +  9?^£f-f  |.,m^  +  ...  +  y^^r  +  ^~i,w^ 

zn  Bummiren,  worin  k  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Als  Werth 
dieser  Summe  findet  aich  zunächst  unter  Anwendung  yon  Nro.  7) 

K  {^•'(i  +  ^  +  e *■.  +  ••.  +  J^)  -  *]  Hv)U 

e'"  — 


=  2>" 


(0) 
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Di«  Substitution  v  —  k  w  verwandelt  dieseo  Ausdruck  in 

und  dmiiB  folgt  bei  geraden  m: 

=  +  (-  l)'"*(Ä'«-l)JS.«-i] 

dagegen  bei  ungeraden  in- 

17)  9(^.»04-9(^^H-p»»^  +  9'(^+|»'»^  +  ---  +  9^^  +  ^^ 

Für  =  0,  A;  =  2  kommt  man  auf  die  Formeln  14)  und  13) 
zurück. 

e.  Um  die  Eigenscbaften  der  Differentialquotienten  von  (p{is^m) 
kennen  zu  lernen,  differenziren  wir  die  gebrochene  Function 

e">  —  \ 

(m  —  l)*inal  in  Besiehong  anf'«,  einmal  in  Benehnng  anf  nnd 
maehon  dabei  Gebraueh  von  dem  Satae^  dass  diese  Operationen  in  be- 
liebiger Reihenfolge  vorgenommen  werden  dürfen.  Wir  erhalten  lo 

'  •    A«"  —  1/        '       '\e'  —  lj        '     Kt?  —  ij 
mithin  für  v  ==  0  und  unter  Benutzung  der  Formeln  6)  und  7) 

jUf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  duigehend,  aiehea 
wir  hieraoB  die  DiffnrenÜalformeln: 

18)  ^2^=2«9'(^,2«-l).  «>1, 

19)  <'f  (^'^^  '      =  (2 „  4- 1) (e,  2n)  +  (-  1)»-' J. 
Durch  Umkelirung  derselben  ergeben  sich  die  Integralformeln: 
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20)  J\{z,2n-\)d»  =  ^^^\  n>l. 


0 
f 


0 

Als  Bpecielle  Fälle  derselben  verdienen.  Erwähnung 
1 

22) 


1 

7 2*»»  —  1 


0 

i 

d.  Die  Foimeln  18)  und  19)  geben  voilständigen  AnfBchluss 
ttber  den  Gang  der  Bernonlli'Bchen  Functtonen  inneriialb  des  In- 

tervalles  ^  ~  0  bis  z  ^  l:  dio  betreffende  Discussion  fanden  wir 
mit  dem  Falle  ui  =  2  an  uud  iülirou  sie  mittelst  jener  I'ormeln 
weiter. 

Zuuächst  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Function 

Yon  0  =  0  hh  e  r=  ^  fortwährend  abnimmt  und  negativ  bleibt; 
&ar  0  :=l  erreicbt  sie  ihren  kleinsten  Werth        2)  =  —  }• 
Femer  haben  wir  nach  Formel  19) 

I — —  =  9(^»2) ^ij 

die  rechte  Seite  ist  anfangs  für  =  0  positiv,  nimmt  dann  conti- 
nnirlich  ab  und  erhält  für  =  |  den  negativen  Werth  —  \  Bi 
=  —  u*  woraus  folgt,  dass  es  «wischen  jer  =r  0  nnd  ^  =  |  einen 
aber  nur  einen  Werth  giebt,  für  welchen  der  besprochene  Ansdntck 
verschwindet.  Diesem  Verhalten  von  ff^i^,  3)  gemäss  wächst  anfangs 
<p(g,  3),  erreicht  zwischen  g^O  nnd  ier=|  ein  Muimnm  nnd  nimmt 
dann  wieder  ab.  Die  Zunahme  beginnt  mit  demWerthe  9(0,  B)=0, 
die  Abnahme  endigt  mit  (f  {j^,  8)  =  0,  mithin  bleibt  cp(jeiy  3)  posi« 
tiv  von  =  0  bis  £;  =  ^  und  hat  dazwischen  ein  Maximum. 
Die  Formel  Ib)  giebt  weiter 

=  9.(^.3)    •         ■  ■ 

nnd  da  nach  dem  Vorigen  ip  (#,  3),  mithin  auch  ip'(Sf  4).  positiv  bleibt, 
so  wächst  9>(^,  4)  fortwährend  innerhalb  des  betraehteten  Interval- 
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les.  Das  Wacbsthum  beginnt  mit  9^(0 ,  4)  =  0,  mithin  ist  9>(£r,  4) 
eine  im  Gebiete  des  Positiven  zunehmende  Function,  welche  fftr 

e  =  l  ihren  grössten  Werth  erreicht 

In  der  ferneren'  Gleichung 

1      5)  _ 

g  — —  =  VUf  V  —  J>8 

ist  die  rechte  Seite  anfangs  für  z=  0  n^ativ«  wird  aber  wegen 
des  positiv  wachsenden  (p{s,i)  immer  grösser  und  nimmt  fiir  «=:| 
ihren  grdflsten  Werth  an,  welcher 


und  zwar  positiv  ist.  Aus  diesem  Verhalten  von  qp'(^>  5)  folgt,  dass 
6)  erst  ab-  und  nachher  wieder  zunimmt.  Die  Abnahme  fängt 
an  niit  ^(0, 5)=0,  die  Zunahme  hdrt  auf  mit  9>@,  5)  =  0,  mithin 
bkibt  <^(jr,  5)  negativ  von  g  =  O  biz  ^  =  \  und  besitzt  innerhalb 
diezet  Intervalles  ein  Hininuim. 


Weil  nun 


ist  und  die  rechte  Seite  folglich  auch  qp'(^^,  ())  negativ  bleibt,  so  nimmt 
(p{e,  6)  continuirlich  ab,  mit  dem  Werthe  ^(0,0)  =  0  anfangend. 
Demnach  ist  qp(^,  0)  eine  im  Gebiete  des  Negativen  abnehmende 
Function,  ähulioh  wie  <p(et  2). 

Mao  ftbermeht  augenbliddioh  den  Fortgang  dieser  ein&ehen 
SeUOize,  deren  Gesämmtergebniss  leicht  graphisch  dargestellt  werden 
kann,  wenn  man  e  als  Abscisse  und  (p  {z ,  ni)  als  zugehörige  senkrecht 
auf  z  stehende  Ordinate  coiistruirt.  Für  A  C  —  CB  =  \  werden 
nämlich  die  Bernoulli^schen  Functionen  gerader  Ordnung  reprä- 
sentirt  durch 


Fig..  34. 


Fig.  35. 


Fig.  34,  wenn  m  =  2,  6,  10,  14,  ...  4j)  —  2, 
Fig.  35,  wenn  m  =  4,  8,  12,  16, ...  .  4j), 
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dagegen  die  FunctioDen  ungerader  Ordnung  durch 

Fig.  36.  Fig  37. 


B 


Fig.  36,  wenn  w*  =  3,  7,  11,  15,  .  .  .  .  4jp —  1, 
Fig.  37,  wenn  m  s=s  5,  9,  13,  17,  • . . ,  4j9  + 1. 

"Will  man  diese  Curven  über  e  =  Ä  B  =  l  hinaus  fortsetzen,  so  hat 
man  die  Formel  11)  zu  benutzen.  Endlich  lehrt  die  Gleichung  15), 
dass  eine  durch  C  senkrecht  zu  AB  gelegte  Gerade  jede  der  voll- 
ständig gedachten  Curven  in  zwei  congruente  Theile  zerlegt,  welche 
auf  gleichen  oder  ent^egengefietaten  Seiten  der  AbflcifltienachBe  lie- 
gen, jenachdem  m  gerade,  oder  ungerade  ist 

e.  Wir  woUen  noch  seigen,  wie  tich  die  Eernoulli*aehen 
Functionen  in  unendliche  Beihen  Terwandeln  UMsen,  die  entweder 
nach  den  Coeinus  oder  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogens 
forteohreiten.  In  der  bekannten,  für  0  ^  z        geltenden  Gleichung 

/W  =  t«o  +  «i<»M-j-  +  <HC08-j-  +  OgCM-J-  H  , 

% 


■ .  •  • 


setaen  wir  m  diesem  Zwecke  il  =  1,  f{s)  ^  <f>{e,  2n)  und'erhaÜen 

g)(£f,  2n)  ==  |ao  +  aicasxe  -f  aiC0s27Cz  -\-  ascosdne  -\-  • 
Hierin  ist 

1 

=  2 ^  <p{z,  2n)coskxeäe      '  • 

J       ^    \    e  ^  1/(0) 

und  bei  umgekehrter  Anordnung  der  angedeuteten  Operationen 


r  e*"  —  1 


casknzdz 
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Daraas  ergiebt  sieb  in  dem  speciellen  Falle  A;  ==  0 

==Wi -,/,(»)!  =-*(»»)(o)  =  (-i)»£„_u 

ferner  fOr    2>  0 

at  =  2(^l)V  ^      filr  gerade  A;, 

flr*.  =  0      '  ,       für  ungerade  h 

Die  gesuchte  Heihenentwickelimg  iat  biernach 
24)  9 (<f,  2n)  =  (—  1)» 

/-n»~i2iiiiiMl2?i^  -L  ^^^^^^  4.  ^^^^^^  .  ...1 

Auf  Ahnlidie  Weke  Iftsst  sich  (p(z,  2»—  1)  mittelst  der  allge- 

memen,  ftr  0  <[  ^  <C  ^  gültigen  Formel 

X 

0 

entwiekeln,  kflraer  jedocb  gelangt  man  durch  Differentiation  der  Glei- 
chung 24)  zu  demselben  Besoltiate,  nftmlioh 
26).  9(4r,2«— 1) 

/     ,x«^l--(2»  — l)f«t»fi«iBF  ,  «•«4ffÄ  .  sJn^Ttz  \ 

0  <  -er  <  1,    n  >  1. 
Uebrigens  gilt  diese  Jormel  auch  für  ^r  =  0  und  für  2  =  1,  weil 
.die  linke  Seite,  in  beiden  Fällen  zu  Null  wird*). 

♦)  Die  Benennuncr  und  erste  genauere  Untersuchung  der  Function 
g>{e^  m)  rührt  von  J.  Baabe  her,  welcher  in  Crelle's  Joom.,  Bd.  42, 

S.  48  die  Gleichung 

\n{l  —2^)  =  \8in2nz  -f-  \8inim  -\-  \8iniin z  +  .  .  .  . 
als  Ausgangspunkt  benutzt,  sie  mehrmals  nach  einander  mit  dz  multiph- 
cirt,  von  z  z=  Q  hW z  ~  z  integrirt  und  so  auf  der  linken  Seite  succes- 
siv  (p{z,  2),  (f{z,  3)  etc.  entstehen  lässt  Dass  diese  Functionen  Differeu- 
tialquotienten  sind  und  dass  sich  demzufolge  die  ganze  Discussion  sehr 
vereinfacht,  hat  erat  der  Verfasser  gezeigt  in  der  Zeitschrift  ftr  Mathe- 
matik XL  Physik,  Bd.  I,  S.  198. 
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n.  Smnminmg  einer  allgemeijien  DMteronzepreihe, 

Unter  der  VorauBsetzuDg ,  dasB  die  Functionen  /(m),  /'(«)» 
/"(w),  .  .  ./^"♦  +  *^(fO  innerhalb  des  Intervalles  u  =  X  bis  u  =  x  h 
endlich  und  stetif,'  bleiben,  liefert  bekanntlich  der  Taylor' sehe  Satz 
das  Mittel,  um  f{x  +  h)  durch  f(x),f'{x),/"(x),  .  .  +  aus- 
zudrucken, oder»  was  dasselbe  ist,  das  genannte  Theorem  zeigt  den 
Zusammenhang  zwischen  der  endlichen  Differenz  /(^-f-^) — /(^) 
=  ^/(x)  und  den  verschiedenen  DifferentiAlqaotieitton  Ton/(«)»  sb 
ist  nfanlioh  nach  TU.  I,  §*  94 

=  -h  ^/'(x)  +  +  ^^^^fin}(^) 

+  r?^  A -<)"'/'"+"(«  +  ''Od'. 

1  •  21  •  • .  t7} 

8 

l^ehmen  wir  der  Reihe  nach 

«•  =  2n  ,    2«— 1,    2n  — 2, ....        1  , 

so  erhalten  wir  die  folgenden  2n  Gleichungen:. 

1 


1         •  _  •  ,  ,* 

1 
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l)ie  zweite  dießer  (Tleicbuiigen  multiplicirni  wir  mit  yli/i,  die  dritte 
mit  Aih^,  die  vierte  mit  A^h  ''  u.  s.  w.,  wobei  A'i,  A-]  ^  etc.  vor- 
läufig unbestimmte  Coefficienton  bedeuten  mögen;  ferner  bezeichnen 
wir  zur  AbkärauDg  1.2...»»  mit  t»'  und  addiren  alle  erlmlteiieii 
GleicbiiDgen;  dies  giebt 

^  \(2ny  ^  (2n- ly  ^  (2n  — 2)»  ^      .  ^  IV 


1 

(1  ~tv"    A'.n-  ly-'  • 


(2ny     •      (2n— ly 


r 


lieber  die  noch  unbestimmten  Coefficienten       ilj,  .  .  .  Ä2n—\  sol- 
len wir  jeist  so  dlBpoiiiren,  dam  die  mit  .  .  •  multiplicir- 
ien  Ausdrucke  weg&llen,  dato  also  folgende  2« — 1  Gleichmigen 
•  stattfinden  • 

3'  T  2'  ^  r  ' 
1,^1  1^1-4»  

'  .  .  4  .  .  •  .  .  •  .  1  .  . 

(2»y  ^  (2n  — ly  ^  (2w  — 2y  ^     ^   r  * 

bierM»  ergeben  aicb-  der  Beibe  nach  die  Werthe 

Ai  =  —  |,        =        ^3  =  0,    Ai  ssi  —       .  .  . 

deren  Bildungsgeeetz  wir  nachher  untersuchen  wollen.    Die  vorige 

Gleichung  vereinfacht  sich  nun,  und  wenn  zur  Abkürzung 


V 
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gesetzt  wird,  so  lautet  dieselbe 

27)    JF{x)  +  ÄihJF'ix)  +  A2h^JF'\x)  +  •  •  • 

'  0 

Für  die  nähere  Kenutiiiss  der  Coeftlrieiiten  A]  ^  Ä     etc.  ist  die 
Bemerkung  von  Gewicht,  dass  man  bei  einer  anderen  Gelegenheit  auf 
dieselben  Bedingungsgleichungen  komn.t  wie  vorhin.    Versucht  man 
nämlich  den  Quotienten  v  :  (e''  —  1)  in  eine  nftch  Potenzen  von 
fortgehende  Reihe  zu  yerwandeln  und  seist  man  demgemto 

^      =  1  f  Civ  4-  dv^  +  dv'  + 


•  •  •  • , 


—  1 

80  liegt  et  am  nftohtteoi  die  unbekannten  GoefifideoAen  Ci,  C«,  ete. 
dadurch  au  bestimmen,  dass  man  die  Torsteheode  Oleiofanng  mit  dar 
folgenden 

1      .    1   .  .  1 


•     •     •  • 


multiplicirt  und  die  beiderseitigen  CoelUcienteu  von  v^^  etc.  ver- 
gleicht.   Die  Multiflication  giebt  nun 

+  

und  diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  von 
t?*,  v''\  v^j  etc.  Bämmtlich  =r  0  sind.  Für  Ci,  Cs»  etc.  erhält  majOL 
auf  diese  Weise  genau  dieselben  Bedingungsgleichungen,  welchen  vor- 
hin All  Ai,  etc.  unterworfen  wurden;  es  folgt  hierwis  die  Identität 
von  Cm  und  Am%  mithin  auch 

jr~3  =  1  +  Äiv  +  AiV'^  +  4si^^  +  ' 

Andererseits  weiss  man,  dass  zwischen  den  Grenzen  =  —  2x  und 
»  =  4"  2;r  die  Gleichung 
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baiteht;  man  hat  xlahar  di^jreh  Vergleichiiiig  beider  Reihenentwioke- 
Inngen  > 

-Ai  =  — },      ila=0,         -45  =  0...... 

=  H — gTt  ^  =  —  "jT»      =  H~  "jr*  •  •  •  • 

Die  hiermit  bestimmten  Werthe  der  Coefficienten  Ai ,  jU  ,  etc. 
subßtituiren  wir  in  die  Gleichung  27)  und  geben  letzterer  die  Form 

28)  hF'(x)  =  ^JF(x)  —  'fhJF'(;p) 

(2»— 2)' 
wobei  selbitTeratSiidHch 

1 

0 

ist;  wir  baben  dann  den  bemerkenswerthen  Sata,  dass  F'{x)  in.  eine 
Rdhe  verwandelt  werden  kanui  die  nacb  den  Differenzen  ^F(x), 
/dF'{x),  /IF"{x)  ,  etc.  fortschreitet  Der  letzte  Summand  (7?2w)  ist 
der  Rest  der  Reihe,  welcher  einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

Zufolge  der  Werthe  von  Ai,       etc.  hat  man  nach  Nro.  26) 

"~  (2»y     *  (2»-iy 

+  1^(1-*)*'— -fa-o^--* +••+(- i)"%^a-o« 

oder  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Biuomialcoefficienten 

+  (2n),  J8i(l  —  0***"^  —  (2«)4-B8  (1  —  0'"*"*  H  

•    ...  +  (_l)"(2n)a«-2i?a«-8(l~02|. 

Die  eingeklammerte  Reibe  ist  identisch  mit  der  Bernonlli'sehen  Func- 
tion 9>(1  — <,2ii)=q>(<,2fi);  fOr  den  Rest  gilt  demnach  ö»  Formel 

1 

29)  ^«  =  ':-£r/ 9>(^2n)jP<2»  +  i)(a;  +  Ä0ti^. 

Beiläufig  bemerkt,  kanu  man  dieselbe  dadurch  verificiren,  dass  man 
rechter  Hand  2n-mal  die  theilweise  Integration  anwendet  und  das 
Resultat  in  die  Gleichung  28)  einsetat;  letatere  redueirt  sieh  dann 
auf  die  Identit&t  h  F'  (x)  =  h  F\x), 
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Um  den  Rest  Orenzen  einzaBchliessen ,  stellen  wir  fol-* 

gende  Betrachtung  an.  Innerlialb  des  Intervalics  ^  =  0  bis  i  =  1 
snreiche  F^'^"+^>(^  i-ht)  seinen  kleinsten  Werth  für  o,  seinen 
grössten  Werth  für  <  =  b;  es  ist  dann  » 

F(»»+i)(a.  ^  ka)  <F<*«+»>(a;  ^  ht)  <  -|-  hh). 

Diese  Ungleichung  wird  durch   Multiplicatioii   mit  ( — iyq}(tj2n) 
nicht  gestört,  weil  dieser  Factor  positiv  bleibt  von  t  ~  0  bis  f  =■  1  ;  ■ 
nndfiplicirt  man  noch  mit  dt  und  integrirt  zwischen  deja  Grenzen 
t  =  i)  und  <  =  1,  so  findet  man 

(—  1)» <p(^2n)F(««+i>(a:+Ä0«i«  <  Ba„-iF<2»+i)(aj. -f  hb). 

Das  Product  i^^n— i F'^"+^)(x  f  ht)  erhält  demnach,  wenn  t  von  0 
bis  1  geht,  ciuninl  (für  x  —  a)  einen  kleineren  Werth  als  d(!r  in  der 
Mitte  stehende  Ausdruck,  ein  nnderes  Mal  (für  .r  =r?j)  einen  grösseren 
Werth;  zufolge  der  vorausgesetzten  Continuität  von  F^'-"^^\lc)  muss 
es  daher  einen  zwischen  Ound  1  liegenden  Specialwerth  geben, 
für  welchen 
1 

wird.  Der  Best  gewinnt  hierdnroh  die  Form  , 

80)  b„=(_i).+i-^»:-^j4 — 0<»<\, 

welche  in  so  fern  allgemein  ist,  als  F(^"+'^(m)  nur  den  unumgäng- 
lichen Bedingungen  der  Endlichkeit  ntad  Stetigkeit  sn  genügen  hat*). 
Mittelst  theilweiser  Integration  erhält  man  aas  Nro.  29) 

zerlegt  man  das  Integral  in  zwei  von  ^  =  0  bis  t  ~  \  und  von 
f  =  i  bis  <  =  1  gehende  Integrale  und  liisst  im  zweiten  Integrale 
1  —  /  an  die  Stelle  von  i  treten,  so  findet  man  leicht  • 


*)  Die  obige  Kestformel  wurde  zuerst  von  Malmsten  angegeben 
in  Grelle's  Journal ,  Bd.  35,  S.  55.  (Leider  ist  diese  schone  Abhand- 
lung durch  eine  enorme  Menge  ron  Druckfehlern  verunstaltet.) 
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ö 

Hier  sind  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  anwendbar;  aus 
ihnen  ergiebt  sich: 


1 


(—1)«  /  9)(^2»~.l)[F(»")(a:  +  Ä0-.F(«»)(«+Ä  — 


0 

Setst  man  DOch  1  — ^  0*  =  ^,  bo  erhfilt  man  die  Refltformel- 

welche  gleichfalls  ailgemein  gilt  *)* 

.Unter  besonderen  Voranssetanngeii  Ifisat  ndb  diese  Fonnel  nodi 
?ereinfächen.   Wenn  nftmlich  F^^^^iu)  von  u  =  x\n»  u  =  x  +  h 

oontinuirlich  wächst,  so  ist  wegen  0  <^     <<  |  und  §  -<  Ö  <<  1 
■0<^(2«)(a;  —  F<««>(ä:  +  ^/0<7^^"'K«  +  Ä)  — 

bei  eotttiDuirlicli  abnehmeuden  F^"^    (i^)  ist  umgekehrt 

folgtieh  kann  in  beiden  Filleti,  d.  h.  wenn  F<'"+i)(t»)  swischen  «=0; 
und  u  =:  X  -i-  h  sein  Vorseichen  nicht  wechselt, 

F<^^'>(x  -\-  Oh)  -  F»")(3P  4-  1^/0  —  ßziF^'"^(x) 
gesetzt  werden,  wo  ß  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Dies 
giebt 

oder  kflraer 

88)       Jl„  =  (-i)»+i2«^g^./lH..)(«),  0<«<1. 

Führt  man  die  in  Nro.  28)  vorkommende  Beihe  um  ein  Glied 
weiter,  so  dass 


.  Vom  VerfsBßer  angregeben  in  der  Zeitsohrift  för  tfathematik  und 
Physik,  Bd.  1,  S. 
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34)   hF'(x)  = -4F(x) —  IhJF'ix) 

ist,  BO  hat  man 

(-  +  .8.. 

mithin  nach  Nro.  33),  wenn  2  £  —  \  =  q  gesetzt  wird 

86)  •  '  =  (-  !)•+■  n  ^'"'ly'  ^J««>(«).  . 

und  hier  liegt  q  zwischen  —  1  und  ■\-  1.  Um  za  entscheiden ,  in 
welchen  F&llen  q  positiT  nnd  in  welchen  es  negativ  ist,  entwickeln  wir 
■Bsm+a  mittelst  der  allgemeinen  Formel  30)  und  erhalten  nacli  Hebung 
der  gemeinsehaftliohen  Factoren 

(2n+a2n  +  2)-^'-"'<-  +  **)  =  - 
oder 


+  2)         ,  J 


(2fi  +  l)(2n 

Nach  der  bei  Nro.  33)  gemachten  Voraussetzang  ändert  jP^^''+^^(w), 
d.  h.  jeder  Diflferentialquotient  ungerader  Ordnung  sein  Vorzeichen 
nicht,  wenn  u  von  x  bis  x  h  wächst^  dasselbe  gilt  von  F^-"  ^'-^^(u) 
oder  von  F^''''+^>(x  + '^h).  Besitzen- nun  2''<^''+s>(tt)  und  i*H2«+i)(,t) 
gleiche  Yoneiohen,  so  kommt  dieses  Vorzeichen  aooh  dem  rechte 
stehenden  Integrale  an,  und  dann  muss  Q  negativ  sein;  haben  dsf- 
gOgen  und  F<'"+^>(ic)  ungleiche  Yorzeiehen,  so  muss  aus 

denselben  GrOnden  q  positiv  sein..  Unter  diesen  YoraussetzongMi 
bildet  demnach  der  Best  ^«+2  ©inen  Brnchtheil  des  letzten  Gliedes 
der  Reihe. 

III.  Die  Sununenfopmel  von  Mac  Laurin. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  28)  .oder 

hF'  (x)  =r  JFix)  -  l  h  JF'  {x) 

1 
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nebmen  wir  d«r  Beihe  naefa 

a?  =     «  -f      a  -i-  2Ä,  .  .  .  a  -I-     —  1)^ 
und  addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen;  dies  giebt 

h[r  (a)  +  F'{o  +  h)  +  F'(a  +  2h)+>..  +F'(a  +  Ä)] 
=F(a  +  9^)  -  F(a)  ~  lh[F'(a  -\-  qh)  -  F\a)] 

■■■  +  ^~       (a»-2)'  [J'"'-"(<»H-g>>)  -  Fi"-»(a)] 

1  ' 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

8%n  =i^ä"+i>(a+ÄO+ + Ä0-hi'^<2»+»J(a+2Ä-|-Al)+ . . . 

Benutzen  wir  noch  die  Substitutionen 

a.+  flÄ  =  6,  ==/(«), 
Bo  erhalten  wir  die  allgemeine  Formel 

36)    h        -f /(a  +  /*)  +/(a  +  2Ä)  +  •  •  •  4-/(a  +  ^^A)] 
= y/(i»)d«  -  4*[/(6)  -/(a)] 

a 

« 

+  ^L/'W -/(«)]  -/"(«)]  +  . . . 


1 

'<Sii 


37)  Sa  «  (a  +  äO        »)  (a  +  Ä  +  ä  f )  +  /(2 «)    +  2  /*  +  ÄO  +  • . . 

wekhe  nur  an  die  Bedingung  gebunden  iBt,  dass  /(«),  /  («),  /"  («X .  •  . 
/^"^(t»)  stetig  und  endlich  bleiben  von    =  a  bis  = 

Wie  früher  bedarf  auch  hier  das  letste  Glied  in  Nro.  36)  einer 

genaneren  Untereuchung,  bei  der  wir  uns  kurz  fassen  können,  weil  sie 

auf  ähnliche  ßetrachtungen  wie  in  Nro.  11.  hinaußkommt. 

Wenn  es  gelingt,  zwei  von  t  unabhängige  Grössen  M  und  N  zu 

Schlömiioh,  Aiuüyeit.  II. 
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finden,  »wischen  denei^  Sa»  eutbalten  ist,  d.  h.  wenn  eine  Un- 

gleiohong  von  der  Form 

M<8^n<N 

exißtirt,  Bo  bat  man.  weil  (-  von  <  =  0  bis  *  =  1  po- 

ßitiv  bleibt,  '  ^ 

d.  i.       .  j 

0 

und  man  kann  folglich 

•  « 

1 

(—1)«    Sa«q>(<,2n)<f«  =  -f        -  M)] 

setzen,  worin  »  einen  positiven  echten  Bmch  beaeichnet;  diea  giebt 
die  Formel*)  •  • 

38)    y*[/(a)-f/(a  +  Ä)  + /(a-f  2/*) +  -ha- 1  *)] 

b 

'  a 

■^^lf\»)  - /'(«)J  -  ^U'/'W -/"'(«)J  +  •  •  • 

Unter  der  speciellen  Voranssetwmg,  dass  ==/»«)(u) 
von  x=^a\i\%x^h  keinen  Zeidienweohsel .erleidet,  gelangt  man 
zu  einem  einfacheren  Resoltate,  wenn  man  von  den  Gldchimgen  34) 
und  35)  ausgeht  und  diö  nämlieh«n  Operationen  wie yofhin  anwendet; 

man  erhält 


')  Ohne  Berücksichtigung  des  Restes  i^t  die  obige  Formel  zuerst 
von  Mac  Laurin  im  Treatise  on  (luxious  (Lond.  1742)  entwickelt  und 
nachher  von  Euler  in  dem  Instit.  calc.  differ.  P.  I,  cap.  5  reproduoirt 
worden. 
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hU{a)  +/(a-f  Ä)  +/(a-f  2Ä)  +  ...+/(a  +  2-lÄ)] 

+  -/'(«)]  -  -/"(«)J  f  •  •  • 

^  (2n)' 

and  Bwar  ist,  wenn  ^i,      •  '  »  Qq  echte  Brache  beseiohnen, 
T  =     [/«i— W(»  +  *)  — /»•-»(a)] 
+  ^2  [/<«"-'>(a  -h  2h)  -  /»— »(a  -h  Ä)] 
+  

DieBHIche  ^i,  ps, .  • .  aind  Idw-glmlMMg  pontiv  oder  negativ, 
jeMehdem  /<*">(<*)  und  entgegengesetite  oder  gleiche 

Vorzeiehen  behalteii.  FOr  den  Fall,  dass  alle  positiv  sind  und 
fdn^i)^^^  w&chst,  hat  man 

-u.  a.  w. 

miihm  durch  Addition 

es  kann  folglich 

gesetzt  werden,  wo  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Bei 
posititen  (|s*  •  •  •  9q  imd  einer  abnehmenden  Function  /<^*'~'^)(tt) 
geht  das  Zeiefaen  <^  in  das  Zeichen  ]>  Aber,  das  Endresnltat  abOr 
bleibt  dasBolbe.  Sind  Qu  •  •  *  Qq  negativ,  so  gelten  für  —  T  die 
nAmlichen  Schlässe  wieyorlun  fEkr  2*  bei  positiven  ^j,  (>2,  . . .  und 
es  gilt  daher  die  obige  Formel  allgemein,  wenn  Q  immer  mit  dem- 
selben Zeichen  genommen  wird  wie  die  früheren  ,  ^2  >  •  •  • 
Zufolge  dieser  Erörterungen  hat  mau  die  Gleichung 
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39)    Ä[/(a)  +  /(a  +  A)     /(a  -f  2Ä)  -f  •  •  •  +J(a  +  J^hy] 
b 

a 

+  ^V(6)  -/(«)]  -  ^[/"(P)  -/"(•)]  +  •  •  • 
 +  (-  [/»-»») 

worin  eincD  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet,  je- 
nachdem /'^"^(w)  und  /^^"^^^(m)  von  w  =  abi8ii  =  a  +  8Ä  =  l> 
entgegengesetzte  oder  gleiche  Vorzeichen  behalten. 

Die  Gleichungen  38)  und  39)  zeigen  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Summe  einer  endlichen  Beihe  .nnd  «inem  bestimmten  In- 
tegrale; sie  können  daher  zur  Berechnung  des  einen  dieser  Ausdr&cke 
benntst  werden,  wenn  man  den  jedesmaligen  anderen  als  bekannt 
Toraussetat   So  folgt  z.  B.  ans  Kro.  89),  &lls  von  «  =  « 

bis  1»  =:  d  keinen  Zeichenwechsel  erleidet» 

b 

40)  J  f{u)du 

a 

=  +  /(«  +  A)  +/(«  +  2h)  +  .--+  Ab-h)  + 

+  -  /»-«(«)]. 

Denkt  man  nch  t»  als  Abseisse,  f{u)  als  Ordinale  einer  Gurve, 
mithin  das  bestimmte  Integral  als  die  über  der  Strecke  5  —  a  ste^ 

hende  Curvenfläche,  so  bedeutet  die  erste  Zeile  rechter  Hand  die 
Summe  von  den  Flächen  der  q  Trapeze ,  welche  entstehen  ,  wenn 
b  —  a  'mq  gleiche  Tlieile  getheilt,  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ordinate 
gelegt  und  der  Endpunkt  derselben  mit  dem  Endpunkte  der  nächsten 
Ordinate  geradlinig  verbunden  wird.  Bekanntlich  liefert  diese  Summe 
einen  Nähenmgswerth  der  Fläche;  die  übrigen  Glieder  in  Nro.  40) 
bilden  zusammen  die  Correction,  deren  jener  Näherungswerth  bedarf. 
Andererseits  können  die  Formeln  38)  und  39)  zur  Berechnung 
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der  links  stehenden  Summen  dienen,  und  es  ist  diese  Anwendung  be- 
sonders in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  ^  eine  so  grosse  Zahl  igt,  dass 
die  directe  Summirung  äusserst  mühsam  werden  würde.  Hienm  ge- 
ben wir  eimge  Beispiele. 

a.  Die  Annahme  fiu)  =  —  liefert 

hier  sind  ß'^"^{ii)  und  ß'-"+'^^(u)  gleichzeitig  positiv  für  w  0,  mit- 
bin kann  die  Formel  39)  angewendet  werden  und  ist  darin  Q  em 
negativer  eobtear  Brach.  Setzt  man  a  =  1 ,  1^  =  1  und  yereinigt 
di»  beiden  leisten  Sammanden  in  Nro.  40),  wobei  der  positiTe  echte 
Brach  1  +  ^  knrs  mit  s-  beaeicbnet  werden  möge,  so  bat  man 

Wir  Mlien  noch  q-\-l  ==p,  addiren  beidersmts  j  nnd  ftaaen  die 

▼on  jp  nnmbbftngigen  Glieder  zu  einer  Conatante  C  zosammen;  dies 
giebt 

*i)  .    r  +  j  +  j  +  ---  +} 

^  ^     ^      (2n  — 2)jp2'— 2  -t-  V  ) 

Die  Gonsiante  bestimmt'  sich  wie  in  Theil  I,  S.  435  dadurch ,  dass 
man  Ip  beiderseits  snbirahirt  nnd  zur  Grenze  für  anendlich  wach- 
sende jp  übergeht;  es  bleibt  dann 

0  =  Lmir  +1  ]  i      ...•+-  —      =  0,0772156649... 

11        2        o  Pf 
Aas  den  bekannten  Werthen  der  Bernou  Iii 'sehen  Zahlen  (|, 
^1      etc.)  ersieht  man  augenblicklich,  dass  die  in  Nro.  41)  rechter 
Hand  vorkommende  Beihe  an&ngs  eine  fallende  ist;  ob  diese  Eigen- 
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Bchaft  auch  weiterhin  stattüudct,  kann  man  mittelst  der  Formel 
(Thl.  I,  S.  244) 

1.2.3...  {2m)      V"*      2«"*  3=^™ 

entaoheidfln,  deren  rechte  Seite  kun  s^m  heueen  m6ge.  Es  folgt 
nimficb 

1  .  2  .  8  ...  (2  m) 

28m— 1  jj2m 


«    X  .  ^  .  q  .  .  .        inj  ^ 


und 


B^m-i        1  .  2  ...  (2m  —  1) 


bei  hinreichend. groesen  tn  Iftset  aieh  der  erite  Factor  rechter  Hand 
beliebig  groes  maofaen,  wfthrend  der  zweite  Factor  dem  Greoswerthe 

—  zustrebt.    Die  Keihe  in  41)  wird  daher  von  einer  besiimmten 

Stelle  ab  sn  einer  steigenden  und  darf  deswegen  nicht  ins  ünend- 
liebe  fortgesetzt  werden;  vielmehr  wird  man  bei  praktischer  Rech- 
nung sie  nur  soweit  benutzen  als  ihre  Glieder  abnehmen.  Derartige 
Reihen  sind  gewissermaasseu  halbconvergeut  und  ohne  Dia- 
eussion  des  Restes  von  keinem  Werthe.  ' 

« 

b.  Die  Annahme  /(w)  =  lu  giebt 

hier  suul  f*-"^{u)  und  ß'^"-^''''(u}  gleichzeitig  negativ,  mithin  ist  in 
Formel  39)  q  ein  negativer  echter  Bruch.  Für  a=  1,  /*=  1,  1  +.  ^  =  f 
erhält  man  jetzt 

11  -\-  12  +  13      U  H  +  /fl  " 

=  +  l)-fl~iKfl  4-1)  . 

^1.2U+l        J       3.4  1(^  +  1)' 

...j-z-iy.  il^  ll 

^  (2«  — 3) (2»  — 2)1(4  +  1)"-^  J 

.    lY+i  ^^«»-^  r_L_  —  1 1 

■1-^  (2»-l)(2«)L(«  +  l)«'-^       J'  ^ 

Setst  man  -|-  1  =  |),  addirt  beiderseits  Ip  und  vereinigt  alle  von 
p  unabhängigen  Summanden  su  einer  Constanten     so  hat  m^n  auch 
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1.2.i>     ,3.4j)»"'  ^  (2»— 3)(2n  — 2)i>a«-» 


(2n  —  l)2wi)2«-i 
Die  iiestimmuDg  der  Constanten  y  geschieht  auf  dieselbe  Weise  wie 
in  Tbl.  I,  S.  437;  es  findet  sich  y  =  |1(29f),  mithin 
42)   l(l.2,S...p)a=il(2n)  +  (p+i)lp^p 

I  '     Bj  B»        I     ,    4./_lU  B^n-^S  

."^1.2.p     3.4.j>»"*""~'^      ^  (2«— 3)(2»  — 2)j)»»-s 

^      (2w  — l)2wi?2n-l 

Auch  diese  Reihe  ist  halbconvcrgent,  kann  aber  gleichwohl  bei  grossen 
p  mit  Vortheil  benutzt  werden.  Nimmt  man  z.  B.  p  =  1000, 
n  =  2  und  mnltiplicirt  beidersßits  mit  dem  Modnlus  0,4342944819, 
so  erh&lt  man 

log  (1  .  2.8..*.  1000)  =      0, 39908  99341  790 

+  3001,5 
•    —    434,29448  19032  518 
+       0,0QP03  61912  068 
.    —  .  €  .  0, 00000  00000  Ö12 
mithin  für  6  =  1  xmä  s  =  0 

2567,60464  42221  328<7o/7(1.2...1000)<2567,G04(i442221  340, 
woraus  hervorgeht,  dass  das  Product  1.2...  1000  mit  2568  Zif- 
fern geschrieben  wird,  von  denen  die  acht  höchsten  "Bind:  40238726. 

0.  Nehmen  wir  /(«)  =  if-f*,  so  behalten und/f2»+«X«) 
gleidie  Yorseichen  fOr  ^  0;  daher  ist  nach  Formel  39),  wenn  noch 
l  -\~  Q  gleich  dem  positiven  editen  Bruche  £  gesetzt  wird, ' 

ja,"     (a  +  Ä>"     (a  -f-  2/0."     "      (a  +  5^/j)"J 

.  Bijih^r  l  1_\  _  jgaft(ft  +  l)(ft+2)fe4 rj^  1  1 

"^1.2  L<«"+i     l)/*+iJ  1.2.3.4      La^+»  W+»J 

•    /    .  w^2«-3f*»+ 1)  ■  ■  .(^  -f  2       4)fe=^"-^  r     1      _      1  ] 

'"^^     '        1.2.3  (2n  —  2)       La^+'"""^  IW^+^—sJ 

,       ,x«x,«-B2>.-.ift(ft4-l)...(/*+2n~2)A»«r     1     _     1  1 
^      '  1.2.3  (2«)         [a^+a»-i    W*+a«-iJ  * 
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Falls  fi  1  ist,  was  durch  ^  —  1  -f  A  ausgedrückt  werden  möge, 
liast  neb  die  Reihe  linker  Hand  ins  Unendliche  fortsetma  ohne  n 
divergiren;  es  wird  dann  6  =  a  =  ®» "^d  demnaoh  Ueibt 

_    1  1        7?,(A4-l)ft     jga(A  +  l)(A  +  2)(A-f  3)/i« 

""Xä^"^2ä?+»'*    l,2a^+^  1.2.3.4.a*+*  --^-^ 

,  ,  jg2.-3(A+l)(A-h2)...(A4-2n->3);^^-'-» 
'"^^  1  .  2  ...  (2»  —  2)0*+«»-« 

«-1  (A  -f  1)(A  -I-  2) . . .  (A  4-  2n-- 1)^«"-^ 
^  1.2...  (2/0«^+*" 

Diese  Transformation  einer  unendlichen  Keihe  in  eine  halbconvergente 
Reihe  bietet  einen  wesentlichen  Yortheil  sobald  A  klein  ist,  weil  dann 
die  Reihe  linker  fland  zu  langsam  coDvergirt,  als  dass  man  ihre 
Summe  direct  berechnen  könnte.  Handelt  es  sich  um  die  Somnurong 
der  Reihe 

80  ihnt  man  am  besten,  etwa  die  ersten  nenn  Oliedtr  anmittelbar  in 
snmmiren  und  nachher  die  Formel  43)  für  a  ==  10»  A  =  1  an  be- 

nutzen;  es  ist  dann 

 L_L_J_.li  r:JL 

*  —  li+A  +  21+A       31+^  -I-  .  .  .  ^j^, 

^  Mixi  .   ^  +  1      (A  +  l)(;i  +  2)(A  +  3) 

"•"io^U  2 


+ 


1200  '  7200000 

(A+l)(A-f  2)...(A-{-5) 


30240000000  y 
und  der  Kest  beträgt  immer  einen  Bruchtheil  desjenigen  Terms, 
welcher  auf  den  zuletzt  in  Rechnung  genommenen  folgt.  Diese  For* 
mel  gewährt  eine  bedeutende  Genauigkeit. 

Multiplicirt  man  die  Gleichong  43)  mit  A  und  läset  nachher  diese 
Grösse  unendlich  abnehmen,  so  gelangt  man  an  dem  bemerkena* 
werthen  Satoe,  dass  das  Product 

^[i^  +  (a  -1-        +  (a  +  2Ä)i+*  +  *  "}  ' 
gegen  den  Grenswerth  ^  convergirt*). 


*)  Es  ist  dies  eine  von  Diriohlet  bei  sahlentheoretaschen  Unter- 
suchungen gemachte  Bemerknng;  Teigl.  Crelle*s  Jonm.  Bd.  19,  S.  326. 
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d.  Wir  wollen  noch  den,  in  mancher  Hiu&icht  eigeiitbümlichen 
Fall         .  ' 

•  •  • 

1  .  a        1  .  2  .  .  4.  ^  1'.  3  . .  6 

betracliieu ,  wobei  die  angewendete  Beifaeneutwickeluug  nur  für 
u>  <  (2  Tiy  Geltung  hat.  Hier  ist 

/(0)=?0,  /'(0)=JJ8„  /"'(0)=-i£»,  

mithia  naeb  Eormel  flir  0  =  0,  6  =  gA,  and  wenn  daa  letcte 
Integral  kqra  mit  <7j.  besnebiiet  wird, 

*{i«4ri  +  iJTT^i  +  •  •  •  +        _  i) 
-(T  +  i  +  T  +  ---+^)  +  i(«-^)* 

='C-^^)  +  i''*  -  4  -  7  + 
■\-^ifm  -  i^i]-  ^  (/"'(« A)  +  i^j  +  •  •  • 

(2») 

oder  bei  etwas  anderer  AnordmiDg  und  nach  Diyinon  mit  h 

eh  —  1  +       —  1  +  •  '  *  +  i 

1                 i          1 . 
-L-lfn  —  e-«*)  

Um  die  Reihe  linker  Hand  ins  Unendliche  fortsetzen  zu  können, 
müABen  wir  die  Werthe  aufiBuchen,  welche  fi^%  /'"i^)  ^ür 
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«t  =  00  annehmen.  Differenzirt  man  aber  /(«)  mehrmals  nacheüi* 
ander  ond  macht  bei  jeder  Differentiation  Oebraneh  von  der  Formel 

^•{(e"  —  1)"'}  —  —  1)"»  (e»— 

80  gelangt  man  sehr  leicht  an  der  Gleichung  » 

worin  «i,  r2,  .  .  .       gewisse  numerische  Coefficienten  bedeuten,  auf 

deren  AVerthe  es  nicht  weiter  ankommt.    Diese  Formel  zeigt,  dass 
bei  unendlich  wachsenden  u  die  Null  zur  Grenze  hat. 
Lassen  wir  jetzt  in  Nro.  44)  q  unendlich  zunehmen  und  beachten 
ausser  der  vorigen  Bemerkung  noch  die  Formel 

^(t  +  i  +  I  +  •  •'•  +7   '«)        ■ '  •  =  ^• 

BO  gelangen  vir  an  dem  folgenden  Bemltate  - 


«» _  1  ■  Ä»»  —  1  ■  ««»  —  1  ' 

h     ^4      2'.2        4'.4  (2»— 2)'(2«— 2) 

Der  Rest  bedarf  hier  einer  speciellen  Untersuchung,  weil  die  Func- 
tion f(u)  im  vorliegenden  Falle  nicht  von  der  Art  ist,  dass  f^'^"^(u) 
von  u  ~—  a  ~  0  bis  u  =  h  —  oc  entweder  nur  wächst  oder  nur 

abnimmt.   Zufolge  der  Bedeutung  von  t/^»  nämlich 
1 

0 

kommt  diese  Untersuchung  im  Wesentlichen  darauf  hinaus,  swei 
endliche  Grössen  M  und  N  au  finden^  »wischen  denen  die  Summe 

enthalten  ist;  wie  in  Nro.  38)  erhält  nachher  de^  Rest  die  Form 

46)  (-  ir+i  ^^^^  [M  +  &(2r^  M)l 

Setzt  man,  um  aunädist  /<**>(»)  zu  diseutiven,  in  Formel  27)  auf 
S,  140    =  9r,  so  hat  man 
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2A      1»  -i-  2»  4-      "'^  3^  -f 

nnd  für  2kn=su 

hieraus  folgt  durch  2  malige  DifFereutiation  unter  Auwenduug  der 
Formel  15)  aul'  S.  273  des  ersten  Xheiles 

f CO« j^(2 n  -j-  l)arctan  cös  j^(2«  +  l)arcian 

Für  den  a  bsoluteii  Werth  von/'^"M>0,  welcher  mit  |/^*'*>(«)]  be- 
zeichnet werden  möge,  ergiebt  sich  hiernach 

Diese  Ungleiobung  wird  stärker,  wenn  man  beachtet,  dass  immer 

•     1    •    ^  1 

ist;  es  ergiebt  sich  n&mlich 

U     V^;j  ^  (2 jf)2*-8  j  i»»-«(2%«+w^)  ^  2»»-«(4»3r»+tt2)  ^  J 
oder,  wenn  42;r-,  6'^;r2  etc.  durch  2^71-  ersetzt  werden, 

r/t...(„)j  <         f_J_  +  _!_  +  .,  >  _i  

Bezeichnet  man  die  Slomme  der  eingeklammerten  unendlicheu  Reihe 
mit  «sn—s  nnd  versteht  unter  £  einen  nicht  n&her  bestimmten  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Bruch,  so  darf  pian  jetzt 

(2ä)2'— «     4.71''  + 

setzen.  Hiernach  ist 

'""^  (2»)»»-a  |4«H(äO'  4«*+(A+A0'  i«H-(2ÄH-*0*  j 
und  für  dep  absoluten  Werth  von  Sin  folgt  daraus 


uiyiu^L-ü  Uy  Google 


236  Die  Bernoulirschen  Functions  und 

r^i<^(M^M   f  _L_  .   L  +  ...] 


Wegen  der  bekannten  Summe  der  reoiproken  Quadritashleii  bat  num 
jetet  die  Ungleichung 

und  der  liest  eteUt  sieh  nach  Nro.  46)  anter  die  Form 

^    (2:^)2«-»    V2 *^  3  Ä«/  (2  n—  2)»  6  /' 

worin  (>  einen  ])ositiven  oder  negaÜTen  echten  Bruch  bezeichnet. 
Lassen  wir  eudlich  in  Nro.  4ö)  n  -\-  l  Ska  die  Stelle  von  n  treten,  so 
können  wir  Bchreiben: 

47)   \  1  ?  j  -J  

=        +  j  -     -  (iA»          a»,-iÄ»— 1  B,^ 

imd  iwar  gäten  hier  folgende  Werthe 

0  =  0,57721  66649  .... 

Ol 

Ca 
CV 


1 

2'.  2 

144' 

1 

4\4 

86400' 

1 

6'.  6 

7620480' 

(B,Y  _ 

1 

8\8 

290304000' 

1 

lOMO 

6322821120 

n.  e. 

w. 

-iBin  +  lh''^  / 

=  ^  1. 

2  ...  (2n)  \ 

Für  6~^=ir  ergiebt  sich  noch,  wenn  «  einen poeitiTeD  echten Bmeb 
bedentoti 
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2317 


Diaie  Formel  gewahrt  einen  wewntlicben  Yorthei],  sobald  z  wenig 
kleiner  als  dioEinbeit  ist; 'die  Reihe  linker  Hand  conTeigirt  aSmlicb 
nnier  dieser  VoranssetBimg  Äusserst  langsam,  wftbrend  es  rechter 
Hand  nnr  einiger  8imimanden  bedarf,  nm  eine  ansehnliche  Genauig- 
keit m  erreichen.*) 


*  ■         '  I  ■  ■  ■  ■ 

*)  Nach  einer  Ton  Lambert  (Architektonik,  8.  607)  gemachten  Be- 
merkong  kann  die  unendliehe  Beihe  in  Nro.  48)  nach  Potenzen  von  e  . 
geordnet  werden,  nämlich 

*  +  2j«  +  2*»  +  8#*  +  2«»  +  4j»?  H  

nnd  swar  ist  dann  der  Goefficieni  von  z^^  gleich  der  Anzahl  der  Theiler 

von  m  also  u.  A.  =  2,  wenn  m  eine  Primzahl  ist.  Ferner  hat  Clausen 
(Crelle's  Journal,  Bd. 3,  S.  95)  erwähnt  und  nachher  Scherk  (ebendas. 
Bd.  9,  S.  162)  bewieien,  das«  dieselbe  Aeihe  folgende  Form  aimehmen 
kann  . 

welche  bei  kleinen  z  eine  leiebtore  Snmmirang  gestattet.  Die  obige 
Transformation,  gewissermeassen  das  Gegenstfick  der  Torigen,  ist  vom 
Verfiksser  angegeben  worden  in  d^'Sitnngsberiohten  der  E.  S.  Gesell- 
Schaft  d.  WissenschaAen,  Bd.  18  (Jahrg.  1861X  S.  120. 
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Die  Gammafunctionen. 


1.  Definition  und  Fundamentaleigenscliaften  der 

Gammafunotionen. 

Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  es  bekannt- 
lich keine  Schwierigkeit,  das  Product  {ifi^e~~'dai  zu  integriren,  na- 
mentlich wird  swisehen  den  Grenzen  x  =  0  und  x=  to  der  Inte- 
gralwerth sehr  ebfach  (ThL  I,  S.  409,  Nro.  8): 

x^'e^'^dx  =  1  .  2  .  3  .  .  .  w. 

0 

Für  andere  als  ganze  positive  ))i  läset  sich  der  Integralwerth  nicht 
in  geschloBsener  Form  darstellen,  und  es  liegt  dann  am  nächsten, 
in  die  bekannte  Fotensenreihe  8u  verwandeln.  Dai  so  erhaltene 
Bmltat 

0 

—  fn  +  l       1  w  -h  2      1.2  f«  +  3      1.2.3  •»  +  4"^"* 

ist  nun  zwar  für  jedes  endliche  |  gültig,  verliert  aher  hei  grossen  | 
alle  Brauchharkeit ;  der  Fall  f  —  x  bedarf  daher  einer  besonderen 
Untersuchung.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäfti- 
gen und  dabei  unter^Yorauasetzung  eines  beliebigen  positiven  die 
Abkürzung 

BeblOmilchfAiulysli.  O.  ]^ 
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1)  ^^0*)  =  Jxf^-^iT'd» 

benataen  *)•   Nach  dieser  Definition  der  Fanction  /^(fi)  ist  specnell 

r(i)=ri,  r(2)  =  i,  r(3)  =  i.2,  r(4)  =  1.2.3, .. . 

wie  aus  der  Anfangs  erwähnten  I'ormel  hervorgeht. 

Uro  r(p)  in  zwei  Grenzen  einzuechliessen,  welche  frei  Ton  Inte- 
gralzeichen sind,  bemerken  wir  zuerst,  dass  für  jedes  positive  e  die 
Ungleichung  >>  1  +  besteht,  dass.  also  fdr  beliebige  positive 
K  und  p 

*  X 
>  1  +  - 

ist,  woraus  folgt 


Da  ienicr  r,"  '  immer  positiv  bleibt,  wenn  diese  Potenz  im  absoluten 
Sinne  genommen  wird,  so  hat  mau 


o<r(f*)<  / 

^  (1  +  ^) 


p) 


X  1  " 

oder  durch  Substitution  von  1  H  t=  — 

P  V, 

1 

Nimmt  man  die  beliebige  positive  Grösse  p  =  |Lt  -|-  1  -|-  m,  wo  n 
eine  willkührliche  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  läset  sich  die  auf 


*)  Ueber  das  obige  und  einige  verwandte  Integrale  hatsnerst  Euler 
mehrfache  Untersuchungen  angestellt;  s.  InstitutioneB  caiculi  integralis, 
Vol.  I,  sect.  1,  cap.  VII,  IX.  und  Vol.  IV  (supplementa),  Acta  Petropoli- 
tanae,  T.  I,  Nova  acta  Petrop.  T.  V,  Miscellanea  Bcrolinensia,  VII,  129, 
Melanges  de  la  Socicte  de  Turin,  T.  III.  Später  haben  sich  gleichzeitig 
damit  beschäftigt  Legeudro  in  seinen  Exercices  de  calcul  integral, 
Paris  1811,  und  Gauss  in  den  Commentat.  Gotting,  reo.  T.  II,  a.  1812. 
Von  Legendre  rührt  der  Name  ^Euler'sches  Integral"  und  die  Be- 
zeichnung r{ß)  her;  Gauss  beieiehnet  dasselbe  Integral  mit  n{fi  — -  1). 
Jede  dieser  Bezeichnungen  hat  etwas  £Qr  sieh,  doch  seheint  die  erste 
allgemeiner  angenommen  sn  sein« 


« 
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y  besugliclie  Integration  mittelBt  der  Formel  4)  auf  Seite  408  des 
ersten  Theiles  ausführen,  nnd  es  wird 

Die  Formel  1)  liefert  andererseits,  wenn  statt  der  oberen  jGrrenze 
00  die  endliche  ganze  Zahl  n  gesetat  wird. 


n 


Für  jedes  echt  gebrochene  positive  s  ist  nun  e~*  ^  1  —  jg^  mithin 


n 

and  nach  dem  Vorhergehenden 


n 


SU 

Mittelst  der  Substitution  1  =  w  wird  hieraus 

n 

1 


0 

d.  i. 

8)  r(u)  >  ».«  ^'^'^   

'  iW^n.  |it(^t-f  l)(ltt  +  2)...(/£+n) 

Die  beiden  für  r{a)  gefundenen  Ungleichungen  gestatten  fol- 
gende übersichtliche  Zusammenstellung 

^1  ^  .!i_MJ^f*(f*  +  l)Ö*  +  2)..>+n)"^^ 

welche  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  eine 
Gleichung  liefert,  nämlich 

4)    j-o-) =-K»'|^(^4.V)'o>+2;;:;^+n)"-") 

Um  in  Zfibler  und  Nenner  des  rechte  stehenden  Bruches  -gleich  Yiel 
FaoCbren  zu  haben,  zerlegen  wir  noch  wie  folgt 

nf*  n 


tind  bemerken,  das8  der  Bruch  n  :  (ji  n)  gegen  die  Einheit  con« 
yergirtj  es  ist  dann 
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112             3                     M'  1 
 —  

wofür  auch  das  nnendliehe  Prodttet 

i  w  —  ^  •  i.,v-i(^ ^  1)  •  2/'-i(fi  -f  2)  *  df'-'iß  +  3)  *  *  * 

geseiKt  werden  kann'*'). 

Entwickelt  man  nach  einer  der  Formeln  4),  5)  oder  6)  die  bei- 
den Functionen  r(k)  und  r{l     1),  so  f?olangt  man  zu  der  Relation 

7)  r(/l  f  1)  =  AF^A), 

die  auch  aus  Nro.  1)  durch  theilweise  Integration  hergeleitet  werden 
kann.   Nach  dieser  Relation  iat  weiter 

r{k + 2)  =  (A  + 1)  r{x  + 1)  ==  (A  + 1)  A 

und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  q 

8)  r{a  -{-k)  =  A(A  -f  i)(A  +  2)...(A  -f  a  —  1) .  r(A). 

Diese  Gleichung  dient  A.,  um  Gammafunctionen  unecht  gebro* 
ebener  Argumente  anf  Grammafnnotionen  echt  gebrochener  Argumente 
Burtlckzufdbren.  Ist  nämlich  fi  keine  ganse  Zahl,  so  kann  man  sie 
in  eine  ganCie  Zahl  q  und  in  einen  echt  gebrochenen  Rest  A  zerlegen; 
die  Formel  8)  zeigt  dann,  wie  Fip)  =  r(q  +,A)  aus  F(A)  herau- 
leiten  ist.  Zugleich  erbellt,  dass  eine  Tafel  der  numerischen  Werthe 
von  r  nur  das  Intervall  A  =  ObisA=slsu  umfassen  braucht-. 

Berechnet  ni;ui  nach  Formel  5)  die  drei  Functionen  , 
r(x  -|-  A)  und  r(3t  —  A),  wobei  z  ^  A  0  sein  muss,  so  findet 
man  leicht 

r(jeH-A)r(*-A)  L    «f«JL    («+i)'JL  («+2)«J 

speeieller  fär  x  =  1  wird  Fix)  —  1,  und  das  unendliche  Prodact 
rechter  Hand  erhält  dann  einen  bekannten  Werth;  es  ergiebt  sich 

1   sink  7t 

r(i  -f.  A) r(i  —  A)  ~  "AäT 


•)  Die  obigen  Productenformeln  sind  von  Gauss  in  der  vorhin  er- 
wähnten Abhandlung  auf  anderem  Wege  entwickelt  worden.  Man  kann 
sie  auch  als  Ausgangspunkt  d.  h.  als  Definition  von  r{u)  benutzen,  und 
es  ist  dies  in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  man  neo'ative  oder  complexe 
fi  zulassen  will,  weil  das  in  Nro.  1)  angegebene  Integral  für  solche 
nicht  immer  einen  bestimmten  Werth  hat.  Wegen  des  überaus  seltenen 
Vorkommeiu  dieser  FSQe  haben  wir  den  historischen  Gedankengang  bei- 
behalten, und  verweisen  dal&r  auf  die  Abhandlung  von  H.  Hankel  in 
der  Zeitnhriit  für  Mathematik  und  Physik  Bd.  iX  S.  1. 
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oder  umgekehrt 

W«gen,jr(l  4-  ^)  =  ^<um  man  dafür  schreiben 

9)         rwr(x-i)  =  j^.  o<A<i. 

lüul  es  ißt  hieraus  ersichtlich,  wie  die  Gammafunction  eines  zwischen 
~  und  1  liegenden  Argumentes  auf  die  Gainmnfunction  eines  zwischen 
0  und  I  enthaltenen  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Der 
specielle  Fall  k  =  ^  giebt 

woraus  nach  Nro.  9)  folgt 

Zufolge  der  unprünglicben  Bedeutung  von  Fijt)  ist  also 


9 


welche  Formel  durch  die  Substitution  x  =  in  die  auf  Seite  151 
entwickelte  Formel  übergeht. 


IL  Bestiluxnte  Integrale  für 

Da  rQi)  in  Form  eines  Prodnotes  dargestellt  werden  kann,  so 
liegt  es  nahe,  den  Logarithmos  Yon  FQi)  genauer  zu  nnterinioheii. 
Zu  diesem  Zwecke  schicken  wir  ein  paar  Bemerkungen  über  gewisse 

bestimmte  Integrale  voraus. 

Wie  leioht  su  sehen  ist,  bleibt  die  Function 

endlich  und  stetig  für  alle  positiven  5^,  und  zwar  wächst  sie  von 
gj(0)  =  I  bis  (p(oo)  =  I  i  hieraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Inte- 
grales 


ce 

J  (p{fi)e~'  dz 


zwischen 
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,j  \e'*ds  =  J     und     Je—äz  =  1 

enthalten,  also  von  endlicher  Grösse  ist.  Er  mag  k&nftig  mit  0  bfi^ 
Belehnet  werden.    Statt  der  Gleichung 

0 

schreiben  wir  die  mit  ihr  identische 


:r^— )T+/(r^:--7  +  rb)-  =  « 

und  «ntwickeln  hier  das  zweite  Integral.  Bei  unbestimmter  Integra» 
tion  ist 

und  da  dieser  Ausdrubk  sowohl  fiOrjrssoo  a]sfarjer  =  0  vei^ 
schwindet»  so  redueirt  sich  die  vorige  Gleiehnng  auf 

0 

Hierin  setzen  wir  das  eine  Mal  z  —  ax,  nachher  -  —        wo  a  und 
positive  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten,  und  subtra- 
hiren  beide  so  entstehende  Gleichungen  von  einander;  wir  erhalten 
dann  die  neue  Gleichung 

worin  pich  der  Werth  des  ersten  Integrales  leicht  auf  gewöhnlichem 
Wege  ünden  lässt.    Wir  gelangen  damit  zu  der  Formel 

14)  y  («-"  -       =  j^|Y    «>o,  6>o. 

0 

Hiervon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  alle  Glieder  der  end- 
lichen Keihe 

m  bestimmte  Integrale  zu  verwandeln;  man  erhfilt  einen  Ausdruck 
von  dsr  Form 
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8 

0 

und  Bwar  ist 

.  .  .  -I-  (0r-(/^+«-i)«_^»,)  ^  ^^^^  _  l){e-'  -  c-"*) 
oder  nach  der  Summeuformel  für  geometrisohe  Progresnonen 

Zafolge  des  ursprfinglieben  und  des  nachherigen  Werthes  von  S  hat 
man  nun  folgende  Gleichung  * 

15)  j{  1-2.3  n  _\ 

0  '  , 


00 

Für  das  leiste  Integral  ist  die  Bemerknng  wegentlich,  dass  die 
Function 

f^"  -  _      _  1.1  1  _  1  ^ 

1  —  1«  +  Ja?«  —  .  .  . 
für  alle  positiven    endlich,  und  stetig  bleiht,  dass  mithin  ihr  Mini- 
mum A  und  ihr  Maximum  B  endliche  Grössen  sind.  Demzufolge 
liegt  der  Werth  des  l^ten  Integrales  in  Nro.  15)  zwischen 

/  Äe~"'dx  =  —  .  und     /  Ber^'dx  =  — , 
/  n  J  »  ' 

Ö  0 

er  convergirt  daher  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null. 
Gehen  wir  jetzt  in  Nro.  1&)  zur  Greoae  f ür  »  =  «  fiber,  so  erhal- 
ten wir  die  Gleichung 

16)    in,)  =  f^^^^  +  (t^-ih-j'^, 

welche  spateren  Untersuchungen  als  l^asis  dienen  wird. 

In  dem  speciellen  Falle     =  §  wird  die  vorige  Gleichung  zu 
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0 

oder  iüi  X  =  2y 

">  i"=/l:nn-H.¥- 

Hierana  Iftsat  sioh  nocli  eine  andere  Integralformel  herleiten,  wel- 
ehe  wieder  aar  Umgestaltimg  von  Kro.  6)  dienen  kann.  Die.  Function 

die  sich,  falls  js-  <C  (^^)^  is*»  ^^^^^  unter  der  Form 

darstellen  Ifiaat,  bleibt  nämlich  für  alle  poeiiCiven  g  endlich  nnd  ste- 
tig, mithm  bentat  das  Integral 


'^{z)c~'  dz 


1  —  e-'  \  dz 

—  e-'\  —  =  1, 

0 


einen  endlichen  Werth,  den  wir  yorläu^g  G  neDueu  wollen.  Zu  der 
so  gebildeten  Gleichung 

0 

addiren  wir  die  folgende 

00 

n 

0 

welehe  ai;|s  der  unbestimmten  Integralformel 

n  l        -  e- 4  ^  =^  -  1 

J  \     0  },  0  .  z 

unmittelbar  hervorgeht,  und  erhalten 

0 

wo  JT  aar  Abkttraong  dient.  Statt  0  subatituir^n  wir  das  eine  Mal 
aa?,  das  andere  Hal  bd?,  multipliciren  die  erate  so  entstandene  Glei« 

chung  mit      die  zweite  nfit  l»,  und  ziehen  das  erste  Product  Tom 

zweiten  ab ;  unter  Voraussetzung  positiver  von  Null  verschiedener  a 
und  h  giebt  dies 
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20) 


a>0,    6>0.  - 

Die  Gonstaute  H  bestimmt  sich  durch  die  Specialisiiuug  a  =  1, 
{)  =  2,  für  welche  mau  erhält      «  • 

H  =  -  +  Je-  -       1*  . 

J  Xe"  —  l      c--^  —  1  ^  *  Ja; 

0 

0  0 

d.  X,  nach  Nro.  17)  und  14) 

Die  Formeln  18),  19)  und  20)  werden  jetzt 

00 

j[l  +  \-T^V7'^'^'=-^'^^*'^-''^ 


0 

CO 


0 

«0 


.  a  >  0,     ?^  >  0. 
Uro  die  Gleichuiig  16)  mittelst  dieser  Formehi  umzugestalten, 
schreiben  wir  statt  Jener  Gleichnng  die  mit  ihr  identische 

/*fl       ,  c-f     1  fix 

b  -   ¥ 


+  Jier-'-e-t")- 


0 

00 


0 

^  J  U  —  e-*      a?       2 )  Ä 

4» 

Nach  Nro.  22)  ist  der  Werth  des  ersten  Integrales  =:  ^^(2^);  der 
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WertB  deft  zweiteo  folgt  aus  Nro.  14)  und  ist  =       das  dritte  In- 

.  tegral  wird  mittelst  der  Formel 


J  V  X       i  X       '  X 

gefonden  und  bat  den  Werth  —  fi;  demnach  ist 

24)  H\u)  =  lH2n)  -f  (ft-l)/fi  -  ii 

^  J  \l  —  er-*       X       2}  X 

0 

Bevor  wir  die  Formeln  16)  und  24)  weiter  entwickeln,  schale 
ten  wir  erat  einige  Bemerkuogeil  ein,  welche  die  Differentialqao- 
tienten 

dfi  du  r{(*) 

betreffen.    Aus  Nro.  16)  folgt 

d  ~7  r        1  -  e-''       dx      l  x' 

0 

und  wenn  hier  die  bekannte  Ungleichung 

i>-^>i-i»* 

benutzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  vorigen  Differentialqaotienten 
die  Ungleichung 

0  • 

0  0 

Im  letzten  Integrale  ist  x  :  {i  —  e"')  immer  positiv  ijüd  <[  1  -f" 
mithin  besitat  das  Integral  einen  eniUichen  Werth,  der  einen  Brach- 

theil  von  —  -| — \  ausmacht.    Das  Product  aus  d  und  dem  Inte- 

grale  convergirt  demnach  gegen  die  Noll,  wenn  d  unendlich  ab- 
nimmt, und  dann  geht  die  obige  Ungleichung  in  die  folgende  Glei* 
chung  über 

-  /(■-'  -  Sil  ?• 

^  0 
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Ersetzt  man  ne  dnrcb  die  mit  ihr  Identische 

äjm     ff^lszJIHla^^  /]_!  IL«,^,, 

d(i        7    1— e-*  J  Ii— <r-*      xf     ^  * 

80  hat  man  auch  nach  Nio.  12) 


oder,  wenn       =  ^  subätituiit  wird, 

1 


J     1  —  er-*  • 


c<u         J       i  —  t 


du 

woraoB  noch  folgt 

27)  roi)  =  ro»)  J  ^        rf«  -  0 

Diese  Formel  zeigt,  dAss —  0  der  specielle  Werth  ist,  den  I^Qi)  fHi 
fi  =  1  annimmt,  und  es  ist  daher 

28)  -  C  =         =  XM»H^?yt^, 

wo  6  wie  vorbin  eine  unendlich  abnehmende  Grösse  bezeichnet. 

III.  Das  Theorem  von  Gauss. 

Setzt  man  in  Formel  16)  der  Keine  nach 

WO  h  eine  ganze  pontiTe  Zahl  bezeichnet,  so  erhfilt  man  dnrch  Addi- 
tion aller  so  entstehenden  Gleichungen 

,jrmr(»H-i)r(i  +  l)...r(i  +  l^)| 

oder,  wenn  man  hss  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 

,|/-(«r(.  +  i)r(j  +  |)...r(i  +  l^)j 
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Ferfier  ist  oach  Nro.  16) 

0 

diese  Gleichung  ziehen  wir  von  der  vorhergehenden  ftb  und  geben 
der  Differenz  l'olgende  Form 

i[r(,>.)r(k  +  {)•••  r(i  +         -  ir(U) 

0 

+  (i-l't^)J  (.»-'.- <=-")^- 

0 

Nach  Formel  23)  hat  das  erste  Integral  den  Werth  l{k  —  l)l{27i)\ 
das  8 weite  Integral  ist  =  Ikt  wie  man  aus  Formel  14)  ersieht,  und 
somit  ergiebt  sich  die  Gleichung 

i  {rwr(i  + 1) .  •  •  r(x  +  *=:!))  _  ,  r(U) 

=  |(ft-l)!(23r)  (J-i«Vfc. 
Geht  man  von  den  Logaritlimen  auf  die  Logarithmanden  zurück,  so 
erhält  man  das  bemerkenswerthe  Theorem 

29)      mr(k  + 1)  r(A  + 1) . . .  r(x  + 

lo  dem  spedellen  Falle  ^  =  wird  linker  Iland  der'  letzte 
Factor  =  1  und  es  bleibt  die  einfachere  Gleichung 


*)  Ij  rrendre  beweist  diesen  Satz  mit  Hülfe  unendlicher  Reiben, 
die  jedenfalls  der  Sache  fremd  sind;  s.  Traite  des  fonctions  elliptiques, 
Tome  n,  p.  439,  Nro.  93.  Der  von  Cauchy  in  den  Exercices  de  Ma- 
thematiques,  livraison  15,  pag.  91  gegebene  Beweis  gründet  sich  auf  die 
im  Abschnitte  IV.  vorkommende  Formel  37).   Lejeune-Dirichlet  be- 

nutst  in  Crelle's  Journal,  Bd.  16,  S.  258  eine  Formel  für  —  ^J^^,um 

erst  den  nach  X  genommenen  Differentialqnotienten  der  Gleichung  29) 
und  dann  letstere  selber  zu  entwickehi,  wobei  jedoch  yorausgesetst  wer* 

den  muss,  dass  man  die  speciellere  Formel  80)  schon  kenne.  Der  obige 
neue  Beweis  dürfte  wobl  am  einfachsten  sein. 
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die  sich  auch  aus  der  unter  Nro.  9)  bewieseneu  Relation  herleiten 
lässt. 

lY.  TJnexLdliolie.BeULen  fSa  irQi). 

Um  za  einer  Reihenentwiokelunj?  für  ?r(fi)  oder  ?r(l  -{-  ^i)  zu 
gelangen,  kann  man  verschiedene  Wege  einschlagen,  je  nachdem  man 
von  der  einen  oder  anderen  der  Gleichungen  5),  16)  und  24)  ausgeht, 

a.  Lfiflst  man  in  Nro.  5)  ft  1  an  die  Stelle  von  treten  nnd 
beieichnet  ffir  den  Augenblick  mit  q  eine  Grösse,  welche  bei  nnend- 
licb  wachsenden  n  gegen  die  NnU  convergirt,  so  ist 

Ai  +f*).+  Q  =  :r4-:  •  :rx  f--^^'* 

mithin 

j  jr(i+(t)+<>)=^z«-/(i  +  ii.)-i^i+£j  ,^1  +  g. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  ein  positiver  oder  negativer  echter 
Bruch  ist»  können  rechter  Hand  alle  negativ  genommenen  Logarith- 
men in  unendliche  Keihen  Verwandelt  werden;  dies  giebt  bei  Anord- 
nung nach  Potenzen  yqp  (i 

lim+ii)  +  =  -  (i  +  i  +  i  + . . .  +  i_i„V 

+   . 

liaasen  wir  jtttt  n  idi  Unendliehe  waehien,  so  conveigirt  q  gegen 
(lie  Noll,  ferner  wird 

^(T  +  Y  +  f+---+7-'")  =  '' 

WO  c  =  0,5772  1566  .  .  die  schon  auf  Seite  436  des  ersten  Theile 
bestimmte  Constante  ist,  ferner  gehen  die  Coefficienten  von  ft^  etc. 
in  convergirende  unendliche  Keihen  aber,  för  deren  Summen  wir 
die  Bezeichnung 
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in  Anwendung  bringen  wollen.   Kaoh  diesen  Erörterangen  ist 

31)    ir{i  =  -  c/i  -h  \S,t^'  -  iSaft'  +  \S,il^  - 

-  1  <  <  +  1. 

Dividirt  man  beiderseiie  mit  fi  and  läset  dann  gegen  die  NuU-eoi^ 
vergiren,  so  ergiebt  neh  naeb  Formel  28)  die  Gleiohang  G  =  c; 
die  früher  Torläufig  dnreh  C  beseicfanete  Constante  ist  demnach 
identisch  mit  der  sogenannten  Constante  des  IntegrallogarithmuB 
(vergl.  Seite  196). 

Ans  Kro.  31)  folgt  weiter 

-  1  <ft<  -f  1; 

diese  Gleichung  siibtrahiren  wir  von  der  vorhergehenden  und  berück- 
sichtigen hierbei  die  Relation 

r(i  +  ft)  ^  [rq  4-       ^  [rii^ii)y8infix 

wodurch  entsteht 

.  ir(i  f^)  ^i/(-gj)-(cM  +  iSijt'.+|s,p^  +  ...). 

Um  die  Gonvergens  der  Reihe  zu  erhöhen,  addiren  wir  zur  vorigen 
Gleichung  die  folgende 

0  =  -  llQ  t  3  +     +  3-"'  +  i*^''  +  ••.•• 

und  erhalten  ein  Resultat  von  der  Form 

+  C'ifA  —  Cift^  —  Ojf*«  ,    0  <  ^  <  1, 

worin  die  mit  Cu  Ca,  C5,  etc.  bezeichneten  CSoefllmenten  folgende 
Werthe  hahen 

Ol  r=r  1  _  (7  =  0,42278  43351, 
=  0,06735  30105, 
=  0.00738  65510, 
=  0,00119  275^9, 

~  0,00022  31548, 
=  0,0000449262, 

U.  8.  W. 

Durch  beiderseitige  Subtraotion  von  Ift  findet  man  aus.  Kro.  32)  auch 


Qi  — 1(83  — 

(h  '=  ^fs,  - 


I 
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trQi).  Uebrigeos  kann  man  wegen  Nro.  9)  immer  <C  }  ▼oraiw« 
Selsen,  and  dann  convergirt  die  obige  Reihe  sehr  raeish^. 

h.  Nimmt  man  die  Differenz  der  beiden  Gleicbnngen 


ir(i  -rt  =  J  [ — .  -  ft' 


0 

und  beachtet  liierbei  die  Kelation 


X 


BO  erhält  man  die  Formel 

33)  2ir(}i)  —  Ist  +  Isinfim 


—  * 


r  -ix 


dx 


die  Bloh  auf  folgende  Art  weiter  entwiokehi  lägst.  Für  beliebige  a 
und  ein  swischen  —  x  nnd  -|-  JC  enthaltenes  g>  gelten  bekanntlich 
die  Gleichungen 

;r  g«w  —  er-^to  J    Ishiio        2  sin  2  (o       Ssin  'Sco 

~2  e««  — 7-«^  ~  a^~+~V      «2  -\-  2^  -|-  3«  ""'"••» 


o         sino  sin  2  et         sin  Sa 


2  1  2  •     '  3 

n 

27C 


X 

fikr  a  ==  —  and  o  s=s  (1  —  2fi)ff  wird  hieraus 


-  e  * 

I 

~    U«  -f-  (27r)2      «»  -f  (4.7ty      «2  -f  (6  3r)-'  /' 
>fsw2u.Ä  ,  sht4ii7t  ,   sinCiUjt  ,  1 

und  diese  Gleichangen,  welche  flElr  beliebige  »  and  edit  gebrochene 
positive  ft  gelten,  können  nun  snr  Entwickelnng  des  Integrales  in 

*)  Dieselbe  ist  auf  ganz  anderem  Wege  von  Legendre  entwickelt 
worden  im  Tratte  des  fonctions  elliptiques,  Tome  II,  Chap.  X,  Nro.  90. 
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Kro.  33)  benutot  werden.  Man  erhält  zunäohBt  ein  Resultat  yod 
der  Form 

34)  2ir(ft)  —  Zar  4-  lainfi« 

=  4(h^8in2ftn  -f-  h^sinifiTt  -}-  k  sinS^n  -}-  .  .  .  •) 
worin  die  Coeiücienteu  Oit  />4,  etc.  durcli  die  Gleichung 

boBtimmt  sind.  Der  Werth  dieses  Integrales  ergiebt  aich  mittelst 
der  Zerlegung 

\0  0 

vnd  zwar  ist  derselbe  zufolge  der  Formel  13) 

Hiernach  erhllt  man  ans  Nro.  40)  durch  Division  mit  2 

1(271)  4-  C  .  ^       ,  1(4.1171)  +  C  .  , 

+      \>   si«6*t;r  4"  *  '  'i 

und  wenn  man  noch  alle  diejenigen  Glieder  znsammenfasat,  welche 
den  gemeinschaftlichen  Factor  In  -^  C  besitzen,  so  wird  schliesslich 

35)  ir(ft)  =z(\—^)ln  4-  0(1  — f*)  —  \UmiL7i 

4-  —  j^sm2ftÄ  -|-  ^-^8^14=1171  4-  ^smG/ta:  -|-  •  *  •  L 
^  l  X  ^  «f  I 

wobei  fft  a  wischen  0  und  1  enthalten  sein  muss*). 

0.  Behufs  einer  weiteren  Entwickelung  der  Formel  24)  schicken 
wir  folgende  Bemerkung  voraus.  Die  Gleichung  6)  auf  S^te  276 
des  ersten  Theiles  lasst  sich  schreiben 

^  -i-i 


1  —  c-2ir  p 

+  y'     (2ä)=*  4-  u''     {i^y  4- 


*)  Zu  derselben  Formel  ist  Kummer  «uf  anderem  W^e  gelangt  in 
Grelle 's  Journal,  Bd.  35,  S.  1. 


1 
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und  giebti  wenn  y  =  |«  gesetzt  und  beideraeitB  mit  2  dividirt  wird, 

1  11 

1  —  er*      2-  X 

2x  2x         •      2x  .   


Mit  Hülfe  der  identischen  GUieichung 


— .       "■  _  —      I      —      I  •••••• 

a«  +  flj«     o«         ^  a« 


kann  man  alle  auf  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  stehen- 
den Brüche  in  endliche  Potenzenreihen  umsetzen,  und  zwar  erhält 
man 

1       _  1  _  1 
1  — .  «-*      X  2 

289  284    3  ,  2S, 


a;6  — 


•     •     •  • 


(231)2-       (2 TT)**  (2jr)» 

darin  haben  £»2,  .  .  .  dieselbe  Bedeutung  wie  in  a,  und  2a a  ist 
aar  Abkürzung  benutzt,  n&mlich 

1  1        ,    1  1         .1         1  . 

^Ta*  =       •  (2  :r)2  -f-        2"  *  (4»)«  +        8" * (6«)»  +«« *'* 

Man  bemerkt  augenblicklich,  dass  Ta«  pOflitiT  und  kleiner  ist  als 

1        1         _1_       1      .   J_    _J       ,  ^.     _  fl^t-n 

1"  '  (2flf)2      2"  *  (4«)«      3"    (6«)«      '  "      (2»)2 ' 

man  kann  folglich 

'  ^"-l2l5r 

setzen,  wo  £  einen  positiven  editen  Brach  beaeichnel   Drflokt  man 

noch  S2,  Si  etc.  durch  die  Bernonl  Ii' sehen  Zahlen  anB'(Th].I,  S.244, 
Formel  28),  so  gelangt  man  zu  folgender,  für  jedes  x  gültigen 
Gleichung 

1        _  1  _  1 

1  —  e-'      X  2 

B,x  Btx*  B,x^   

"*  1.2      1.2.3.4  ^  1  .2.. .6  . 

••  +  (-l>*     i.2...(2&)  +  ^        1.2.;.(2fc  +  2) 

eehlOmlleh,  Analyali.  IT*  17 
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Biese  JbMt  sich  nun  mr  Transformation  von  Nro.  24)  benutoen,  und 
Bwar  ergiebt  noh  znn&ofast 

j_  j?L  /  e-f^'dx  —  - — — 7  /  x'^e-i^'dx  -\  

^  1.2o/  1.2.3.47 

0  0 

Für  die  A;  ersten  Integrale  liefert  die  l'ormel 

1  .  2  .  8  .  .  .p 


«PfiT-^'d«  =  ^^^.pj  

alle  ndtfaigtn  Werthe;  das  letite  Integral  ist,  wegen  0  <C  c  -<  1, 
zwischen  Noll  und 

enthalten,  uud  kann  folglich  einem  Bruchtheile  dieses  Integrales 
gleichgesetzt  werden.  Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man,  unter  ^ 
einen  nicht  näher  bezeichneten  positiven  echten  Bruch  verfitanden, 

36)  jr(fi)  =  iU2«)  +  ö*-i)i/* -f* 

4.   ^''-^  L  J- lY  +  i 

^  ^      '  l)2Ä;.ft2*-i^^    ^  (2Ä;+l)(2Ä4-2)./ü2*+i» 

woraus  sich  durch  beiderseitige  Addition  von  Ifi  noch  eine  Formel 
für  ir(l  ii)  herleiten  läset.  Uebrigens  darf  dieee  Reihe  nicht  ins 
Unendliche  fortgesetzt  werden,  weil  dann  Divergenz  eintreten  wfirde; 
gleiehwohl  bietet  die  obige  Formel  namentlich,  bei  grossen  wesent- 
liohe  Tortheile,  denn  schreibt  man  koxa 

ir(ii)=^  11(271)  4-  (fi-Diii  -   -I- », 

so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  unter  jener  Voraussetzung  S  sehr 
wenig  beträgt.    Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  noch 
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und  da  8  sehr  klein  igi,  so  kani^  man  auch  setzen 

37)  r(»  =  V^  (£)"(! + 

wo  d  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  ^  unendlich  wächst.  Für 
ganze  positive  ^  gehen  diese  Formeln  in  die  schon  von  Stirling 
angegebenen  über. 

d.  Wir  kehren  noch  einmal  zur  Formel  24)  zurück,  um  die- 
selbe auf  andere  Weise  umzugestalten.  Durch  Substitution  von 
1  —       =  t  verwandelt  sich  dieselbe  in 

38)  ir(ß)  =  11(2 jt)  i- 

und  hier  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  den  Factor,  womit 
(1  — >  Q^-i  dt  unier  dem  Integralzeichen  yerbunden  ist  Aus  der  l^cht 
zu  prüfenden  Integralformel 

1/,       s       n  (1-0' 
folgt  Dan  chtrob  EufBbmng  der  Qreman  «  s  1  imd  «  =  0 


=        -       +  1(1  _^)}  1(1— t) 

femer  durch  beiderseitige  Divii^on  mit  t  und  umgekehrte  Anordnung 

\t       2  ^  1(1—0/  '(1—*) 

-  (1  -  0 


0 


V 

dv. 


Da  positiv  ist  und  t  die  Kinheit  nicht  fiberschreitet,  Bo  lässt  (deh 
(1  ^  0'  bmonuschen  Satze  entwickeb  (ThL  I,  S.  214);  die 

Integration  der  einidnen  Glieder  liefert  dann  ein  Resultat  von  der 
Form 

17* 
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-T+1.2*  +  1.2.3*  +1.2.3.4' 

,  worin  die  Coefficienten     ,     ,  etc.  folgende  Werthe  haben 


•  •  •  • , 


1 

«i  =  y^Q— =  — ii 


0 

1 


0,  =  J(\-'v)vil—v)dv^Q, 


0 

1 


40)  o.» 


0 

1 

=        — »)(2  — 1;)  . . .  {«•  — 1— v)<i«^. 
Doroh  Sabetitation  von  Nro.  39)  in  Nro.  38)  ergiebt  nch  weiter 

und  wenn  man  rechter  Hand  die  einseinen  Theile  integrirt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

41)    2r(fi)  =  \l{2n)  +  Ö*  -i)2<*  -  f* 

1  ai       1       üj  1   tf^i  

T  TT    ¥  j»ö*Ti) 3  fft(ft  + 1)0+2) 

welche  den  Vortheil  bietet,  dass  die  Reihe  für  alle  positiven  yt>  con- 
vergirt  und  zwar  sehr  gut,  falls  fi  einigermaassen  gross  ist*). 


. .  •  »1 


*)  Für  die  Brigg' sehen  Logarithmen  von  r{u)  hat  Legendre  im 
zweiten  Bande  des  Traite  des  fonct.  ellipt.  eine  ziemlich  umfängliche 
Tafel  gegeben,  aus  welcher  einige  Werthe  hier  Platz  finden  mögen. 
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V.  Unvollständige  Gammafunotloiien. 


Mit  dem  Namen  j^unToUsifindige  Gammafanction''  möge  im  Fol- 
genden das  bestimmte  Integral 

« 


bezeichnet  werden,  welches  für  a;  =  oo  in  r{^)  übergeht.  Die  Berech- 
nung desselben  hat  bei  kleinen  x  keine  Schwierigkeit,  denn  man  er- 
hält mittelst  der  Ezponentialreihe 


42) 


=   — 


(i  1  fi-fl  1.2  ^(  +  2  1.2.3  ft4-3  "*""*  T 
Für  einigermaassen  grosse  ft  (wie  z.  B.  schon  für  a;  —  10)  wird 
aber  diese  Formel  so  unbequem,  dass  man  sich  nach  einer  anderen 
Metkode  umsehen  muss. 

Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  ft  ist  nun 

xf*-^e-*dx  =  Jxf-^e-'dx—  J xt^-^e-'dx. 


log  r(/n) 

log  r{u) 

1»00 

0,0000000000 

1^ 

0,9475449407  — 

1 

1,06 

0^3878688  — 

1 

1,66 

0,9488874414  - 

1 

1,10 

0,978840^40  — 

1 

1,60 

0,9611020175- 

1 

1,15 

0,9699006960  — 

1 

1,65 

0,9542988764  — 

1 

1,20 

0,962922  5038  — 

1 

1,70 

0,958  3912457  — 

1 

1,25 

0,957  321  0837  - 

1 

1,75 

0,903  345  0589  — 

1 

1,30 

0,953  020  2772  — 

1 

1,80 

0,9G9  123  0662  — 

1 

1^5 

0,949  961  5142  — 

1 

1,85 

0,975  7126966  — 

1 

1,40 

0y948  062  7714  — 

1,90 

0^  0693441  — 

1 

1»46 

0^72677075  - 

0^11781822-- 

1 

uiyiu^L-ü  Uy  Google 


262  Die  Gammafunctiouen. 

woraus  hervorgeht,  dasff  es  nur  darauf  ankommt»  daft  Bweite  Integral 
zu  entwickeln.    Ist     ]>  1,  so  kann  man  ZTmSchflt  die  theilweise 

Integration  anwenden  um  den  Exponenten  von  ft  zu  verringern ;  mau 
erh&lt  nämlich 

Im  Falle  ]>  2  Itat  sich  rechter  Hand  dasselbe  Verfahren  wieder* 
holen,  und  ea  wird 


X 

Bei  ganzei]  kommt  man  durch  hinreichend  vielmalige  Anwendung 
dieser  Operation  auf  das  Integral 

m 

liegt  dagegen     zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  q  und  q  -f  1,  so  führt 

die  ^-malige  theilweise  Integration  auf  das  Integral 

worin  fft  —  1  —  g  ein  negativar  eohter  Bmoh  ist  Um  dasselbe 
weiter  sa  entwickeln,  letaen  wir  den  positiven  editen  Bmeh 
g  +  I  ~    =  ^ ,  schreiben  onter  dem  IntegralBoieheii  v  statt  9^ 

ist,  und  substitiiiren  rechter  Hand  v  =  (1  -|-  o;)«;  es  ist  dann 
Zufolge  der  Definition 
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I  OD 

0 

hat  man  weiter  für  js  =  at,  wexm  a  eine  positive  Constante  be* 
seichnet, 

00  CO 

r(A)  =    Jt^-^e-^'^dt    oder    ^  =  ~x)J 

0  0 

imd  hiervon  'Iftsst  sich  &a  a  =i  l  4-  u  Gebrauch  maohen  vm  die 
▼orige  Gleichung  za  iransfonnireD,  namlieh 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  erlaubt  ist,  die  Reihenfolge  der  In- 
tegrationen nach  t  und  u  umzukehren ;  das  Doppelintegral  geht  dann 
über  in 

/>  ,  CO  OD 

0  a  0 

und  ei.  entsteht  die  Gleichung 

X  0 

Wir  erinnern  nun  an  die  in  Tbl.  I,  S.  169  bewiesene  identische 
Gleichung 

1  [ß  _  /?(^  +  l)(/^  +  2)->>tf + 

ce  —  /8 U      «(«  +  l)(a  +  2)  ...(«  +  »—  1)/ 

 ß      .      ßiß^l)      .  ff(ff-H)...(^  +  n-2)  . 

~" a(a+ 1) «(«  +  1) (a  +  2)     "  l)(a+2)..(a+»—  1)' 

fta  X,  ß  i=  —  i  und  durch  beiderseitige  Addition,  von  ^  zie- 
hen mr  daraus 

1         t  1) 


~a?  «(a;+l)^aj(a?+l)(a?+2) 
und  untersuchen  vorerst  den  Quotienten 
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Unter  der  VoraußsetzuDg,  dass  t  zwischen  den  ganzen  Zahlen  h  —  1 
und  k  liegt,  nehmen  wir  1»  >  un^  «erlegen  den  iragücheo  Quo- 
tienten in 

I  ÄJ— 1       *  «  —  1  «  +  «  —  1 

■ 

Die  erste  Gruppe  lässt  eich  folgendermaassen  darstellen 
t_Ä?  +  l*  —  Ä  +  2  t-2  t  —  l^ 

i         2         *— 2  jfc  — r 

^regen  Jt  —  1  <  i  <  %  Bind  hier  ille  Factoren  eehte  Brttehe,  mitp 
hin  ist  aneh  dae  Prodnot  ein  echter  Brach.  Die  sweite  Gruppe  ge- 
stattet die  8ehreibwsise 

<-^-(-i)(-ri:T) 

irelohe  zeigt,  dass  dieses  Product  gleichfallB  ein  echter  Bruch  ist 
Der  absolute  Werth  des  in  Nro.  40)  erw&huten  Quotienten  betragt 
demaach  einen  Bmcbtheil  von 

1  .  2  .  8  1) 

{x  f  l)(x  -f  2)  .  .  .  (a;  -I-  w  1) 
und  es  ist  folglich,  wenn  ßn  einen  positiven  oder  negativen  echten 
Brach  bedeutet, 

II  t        ^        t{t  —  l) 

-r 


f(f-l)(^-2)...(f~n-2) 
^     x{x l)ix  +  2)  .  .  .(x  +  n  —  l) 


1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  1) 


'x(x  -f  l)(a?  +  2)  .  .  .  (rc  -I-  n  —  1)  x  +  t 
Die^  Ansdraok  snbstLtniren  wir  attf  der  rechten  Seite  yon  Nro.44) 
and  fähren  aar  Abkflrzang  folgende  Beaeichnangen  ein 

wir  erhalten  dann 
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•  l,2...(n~l)5^  \ 

.  "^«(jp+l)...C»+»— 1)/* 

Da  zinsohen  —  1  micl  +  ^  l^^S^  weil  ferner  bei  pontiyen  x  der 
Qaotieiit  l:(a;  -f  0  endlicli  bleibt,  fo  bat  b«  immer  nur  endlicbe 
Werthe.  Nimmt  man  bienra  die  Bemerkung,  dass  fOr  «  ^  0  mid 
unendlicb  wacbsende  n 

ülji  ....  —   \  SS  0 

ist»  80  folgt  weiter 

lAmi       1  «  3  «  3  "  -  0*  —  l)b«       1  _  ^ 

(aj(a?  -f       -f  2)  .  .  .  (a;  -f  n  —  1)J  ~  '  . 

und  damit  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

47)  f\^vav=,ire-4l  -T-  +   ^  !• 

Die  Goeffioienten  Oi,'  Oj,  eto.  nnd  leicbt  aabereebnen,  wenn  man 
unter  dem  Litegralaeioben  die  Entwiekelung 

•  t{t  —  1)(^  —  2)(i  —  3)  ...  (f  —  m^~\) 
Tomimmt,  die  einar^en  Glieder  integrirt  und  die  Gleicbimgen 

beachtet.  Wendet  mau  hierbei  die  abkürzende  Bezeichnung 

=     + 1) . . .  (,x  +  a-i)  =  ix] 

an»  so  erb&lt  man 

m  m  —  I  m  — 2 

48)  a^  =  [A]-0,[A]     +  C^W  _  

Hiernach  sind  z.  B.  die  Werthe  der  fonf  ersten  Coefi&cienten 
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Ol  =  A, 

0,  =  [A]  -  [A]  =  k\ 

o,  =  [A]  -  3 LAj  -f  2[a]  =  + 

«4  =  [Ai      6[A]  +  11 W  -  6[Ai  =  il<  +       -  A, 

=  [Aj  —  10  [A]  +  35 [a]  —  50[a]  -|-  24 [A] 
=  A6  +  10A3  — ÖA«  +.  8A, 
n.  8.  w. 

Einige  bemerkenewerthe  apedelle  Fälle  der  Oleichung  47)  md- 
gen  noch  Erw&hnnng  finden.  • 

Fflr  X  s:  1  ergiebt  moh  die  Formel 

/  ^e-^dv  =  —  e-4l  Y-T  +  r-T  i\/  ~r-sx  

J  V  X      l        «  +  1  '  (« + 1)  («  +  2)  ) 

s 

Ol  =  1,  «2  =  1,  «3  =  2,  a.,  —  4,  «5  =  14,  %  ==  38,  .  .  .  ., 
welche  zur  Berechnung  des  Integrallogarithmus  von  benutzt 
werden  kann. 

Im  Falle  A  =  J  hit  man 

/l         j         1       .1,  «1        ,  \ 


129 

oder  aneh,  wenn  v  s=    und     für    geseilt  wird, 


1   _  j  ^_  


Alle  diese  Reihen  oonvergiren  üBr  jedes  positive  x  und  swar  um  so 
stärker  je  grösser  x  ist  Ffir  «  =  3  2.  B.  geben  die  drei  ersten 
Glieder  der  letzten  Reihe 


er^dt  =  0,00001958, 
was  auf  acht  Stellen  richtig  ist.*) 


•)  Die  Formel  47)  hat  der  Verf.  gefunden  s.  Zeitschr.  f.  Mathem.  u. 
Phys.,  4.  Jahrg.,  S.  390.  Für  die  Transcendente 

9 


f 


welche  auch  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt,  hat  Kramp 
eine  Tafel  gegeben  am  Ende  seiner  Analyse  des  refractions  aatronomiques. 
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VI.  Duroll  Gammafunctioneii  ausdrüokbare  Integrale. 

Nach  den  vorigen  Untersuchungen  und  vermöge  der  Tafel, 
welche  Legendr  e  für  logFijt)  berechnet  hat,  ist  die  Function  r(a) 
als  ebenso  bekannt  anzasehen,  wie  z.  B.  Jog^^  MMfi,  cosii  etc.,  daher 
Bind  «noh  bestimmte  Integrale  aJe  vollstöndig  'entwickelt  an  betrach- 
ten, wenn  es  gelingt,  dieselben  auf  Gammafunctionen  zurficksnfQbren. 
Ana  der. ansehnlichen  Menge  bestimmter  Integrale,  welche  man  auf 
diese  Weise  redncirt  hat,  wollen  wir  im  Folgenden  einige  der  wich- 
tigsten heransheben. 

a.  Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale 


sintxdXt 

Q  0 

in  denen  t  eine  willkührliche  Gonstante  besaiohnen  möge.  Beide  In- 
tegrale lassen  siph  in  ein .  einziges  ausammen&ssen ;  setat  man  n&m- 

lich  V—  1  =  •  und 


Bo  istTF  =  U  —  iV  mithin  U  der  reelle,  —  iV  der  rein  imaginäre 
Bestandtheil  von  T^^.  Mau  überzeugt  sich  sehr  leicht,  dass  es  hier 
erlaubt  ißt,  beiderseits  in  Beziehung  auf  t  zu  diflferenziren  und  rech- 
ter Hand  die  Ditlerentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorzunehmen ; 
man  erh&lt  so  t 


00 


0 

Ferner  giebt  die  theilweise  Integration,  ft  ]>  0  voran^gesetat» 

dw 


i  -f-  ttj 


dt        1  + 

d.  L 

d  W  «> 


Ana  dieser  Differentialgleichnng,  welche  die  Sondemng  der  Yaria- 
belen  gestattet,  findet  sieh 

_  0 
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wobei  0  die  IntegratioDBooiiBtaDte  besetdinet  üm  sie  la  beitiiniiMii, 
bravclit  man  nur  In  der  Gleicbung 

^  =  0  zu  nehmen ;  es  bleibt  dann  i^(f4)  =  C  mitliin 


/■ 

0 


'  —  -        Mi«  9 

b 


Diese  Formel  wird  etwas  allgemeiner,  wenn  man  t= —  und  x=sai 

a 

setzt,  wo  a  eine  positive  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet; 
es  ergiebt  sich  *) 

49)  /l^--i«-<«+'''>'d^===  7-^^^^^,  a>0. 

Um  die  reellen  und  imaginären  Tbeile  beiderseits  vergleichen  in 
kennen,  bringen  wir  a  +  th  auf  die  Form  h(co8y  H-  i^^?)* 


ist|  nnd  haben 


*)  Wenn  man  die  auf  S.  56  unier  Nro.  24)  angegebene  Formel 


0  0  0 

als  bekannt  voraussetzen  will,  so  kann  man  das  obige  Resultat  auch  auf 
folgende  sehr  einfache  Weise  ableiten.  Für  /(x)  =  x/*— i  c— •»  ergiebt 
sich 

7 

0  0 

bei  positiven  rr,  y  und  /i  convergirt  der  Ausdruck  yite—cty  gegen  die 
Kuli,  sobald  7  ins  Unendliclie  wächst;  dasselbe  gilt  auch  von  dem  Pro- 
duote  aus  yf^e—fy  und  dem  leisten  Integrale,  weil  dieses  immer  nnr 
endUohe  Werthe  besitst.  Die  so  entstehende  Olelehang 

ist  im  WeeentUohen  identisoh  mit  Nro.  49). 
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03 


COS  j^fi  Jordan  ~  -h  '^^)]  —       j^fi  ^arcton  +• 

Die  ganxe  Zahl  n  bestimmt  aich  durcli  die  Specialisirang  d  s  1, 
b  =  0,  welche  su  der  Gleiohniig  1  eosfin«  lOhri  Diese  kann 
für  beEebige  poiitiYe  ^  nur  dann  bestehen,  wenn  n  0  ist,  nnd 
nnn  ergeben  neh  durdi  Vergleiohung  der  reellen  und  imaginftren 
'  .ParÜeen  die  beiden  Qleiohnngen 

/?  r((L)  cos  ( ardan  —  \ 


61)  /  ef*'-^e-'''sinbjsdjs  = 


/^(ft)  sin  ^ft  arctan 


ta^  -I-  6^)1" 
1>  0,    a  0. 

Der  Fall  a  —  0  ist  durch  die  vorige  Herleitung  von  selbst  aus- 
geiehloflsen  nnd  bedarf  deshalb  einer  besonderen  Untersuchung.  Wir 
gehen  dabei  von  der  Formel 


ans,  welche  für  alle  positiven  X  gilt,  schreiben  0  fOr  mnltipliciren 

die  nunmehrige  Gleichung . 


0 

mit  cosbede  und  integriren  von  ==  0  bis  je;  =  oo  ;  dies  giebt  zu- 
nächst 


OD  OD 


0  0  0 

Kehren  wir  rechter  Hand  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um. 
so  haben  wir  femer 
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0 

XI 


=  _i_  /  u^-^idu  — - — , 
und  mitteUit  der  Snbstitation  u  —  hv  wird  hieraus,  fiüls  b  ^  0  ist, 


cosh£ 


coshsf   b*""^  r  v^d  v 


Das  Integra]  rechter  Hand  kennt  man  zufolge  der  Formel  2)  auf 

S.  429  des  ersten  Theiles;  es  ist  also  unter  der  dort  angegebenen 
Bedingung  und  weil  hier  A  positiv  sein  muss, 


00 


Mittelst  ^anz  desselben  Verfahrens  erhält  man 

de  =  ^        ...   ,  0<A<2. 

Setat  man  endlich  in  diesen  Formeln  ^  =  1  —  ^  und  beachtet  die 
Bolation 

r(l  — tt)  =r  ~   — t 

so  gelangt  man  zu  den  beiden  Ergebnissen 


00 


52)         y^^-ic(«6^d.  =  ^^^^^^i^^,  a<ft<i, 


53)  f^-i^t,d0^iM^ltIi^  ~l<,t<l, 

worin  h  pontiT  sein  muss.   Hieraus  ersieht  man  die  Besehrftnkungen 

welchen  fi  und  h  zu  unterwerfen  sind,  wenn  die  Formeln  50)  und  51) 
für  a  =  0  benutzt  werden  sollen.  Ueberhaupt  lassen  sich  die  bis- 
herigen Resultate  zu  folgendem  Satze  zusammenfassen:  die  Formel 


/• 


gilt  für  jedes  complexe  dessen  reeller  Theil  positiv  und  von  Null 
yerschieden  ist;  im  Fall  aber  der  reelle  Theil  von  h  gleieb  Null  isti 
muss  fi  ein  posiÜTer  echter  Bruch  sein. 
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Der  specielle  Fall    ==  |  giebt 

f  'cosha  _         f'sinbz  ,        l  /  3r 

oder,  in  eine  Formel  zusammengczogeii 
B'ür  if  =     wird  hierans 

0  — >« 

und  durch  Substitution  von  y  =  w  -\  


b.  Die  Gleichungen  45)  und  46)  füliren  zu  neuen  Resultaten, 
wenn  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  ^  differenzirt  und  dabei  die 
Formel  27)  anwendet.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  rechter  Hand 
die  Differentiation  unter  dem  Integralzeich^  vorgenommen  werden 
dar^  und  erh&lt  dann,  wenn  aar  Abkflranng 


a 

gesetst  wird, 

56)  J  zf*''H$€'**mhzdz 


0 

1 


ö6)  J  sst^-Heer^'smhede 

0 

1 

0  ' 
So  ist  I.  B.  nach  Nro.Öö)  für  |Lt  =  i  und  h  —  Q  also  Ä  =  a,  &  — 

J  l^lgg—d»  212  -  C-  la) 
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oder  Ukt  ßz= 

Die  Gleichungen  55)  und  56)  könnte  man  wiederum  naoh  diffonn* 
siren,  doeh  werden  die  Resultate  immer  Terwiekelter« 

c.  lu  der  Formel 


hl* 

0 

welche  für  alle  poeitiven  ft  gilt,  falls  der  reelle  Bestandtheil  von  h 
positiv  und  von  Null  verscliieden  ist»  eubstituiren  wir  e  =  und 
erhalten 

OB 

57)  y**'*"'^*''<**=i^' 

0 

Diese  Formel  Iftsst  sich  aur  ReduetioB  des  Doppelintegrales 

□0  CD 

0  0 

in  folgender  Weise  benutzen.  Man  erhält  zunächst,  wenn  man  üie 
angedeuteten  Integrationen  mittelst  der  Formel  57)  ausführt, 

58)  y^IMIM. 

Transformirt  man  dagegen  V  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

X  —  rcosOi   y  =  rsinOi    4xdy  =  rdfidr, 
80  findet  man 


In 


0  0 

und  durch  Ausführung  der  auf  r  bezüglichen  Integration 
69)  V     ^Cy  +  fl)  /  cos^P-'6sin^<i-'^l) 

Aus  Nro.  58}  und  59)  zusammen  ergiebt  sich  die  JB  ormel 

welche  für  alle  positiven  jp  und     gilt,  wenn  die  reellen  Bestand- 
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theile  von  a  und  h  positiv*  und  nicht  Null  sind«  Das  hier  Torkom- 
mande  IntegrtJ  lisbt  iBicb  mittelst  der  Sabstüation  eos^B'ssä  in  «ina 
algebraische  Form  hrmgtai  nämlich 

oder  für  «  =  ö  -|-  c,  wo  nun  die  reellen  Jheile  von  h  und  b  -\-  c 
positiv  sein  müssen'^), 

Betet  man  iB  Nro,  ' 61) 

'      ^     =£   also   i^-J—,    1  -g=  ^ 


so  erhält  man  noch 


63.  AJ!zlil_-- 


BemerkeiiBwerth  ist  der  apecielie  Fall  g  =  1  —  j),  wobei  j>  ein 
positiver  echter  Bruch  sein  möge;  mim  erhält 


J  a 


nnd  rafolge  der^insichtlich  des  p  gemachten  Voraussetzung  darf  hier 
der  reelle  Theil  von  a  auch  =  0  genommen  werden.    Setat  man  2» 


*)  Auf  anderem  Wege  int  Abel  zu  dieser  Formel  gelangt  inCrelle's 
Journal,  Bd.  2,  S.  22,  ohne  jedoch  ihre  Gültigkeitabedingungen  näher  zu 
bezeichnen.  Man  kann  übri^jpens  die  Formel  61)  auch  dadmroh  erhalten, 
dass  man  von  der  Gleiohimg 

y"«!»- V"'*«''^*'+*'^  diß  äy  =  r(f>)  r(«) 

ausgeht  und  linker  Hand  die  auf  S.  460  des  ersten  Theiles  besprochene 
Sabstitiation 

anwendet  Die  im  Texte  gegebW^DHSitt&ig  ü^ä^  nur  vorgezogen, 
weil  der  Uebergang  von  rechtwinkligen  zu  polaren  Coordinaten  bekann- 
ter und  geläufiger  ist  als  die  letztere  Substitution. 

Für  a  =  1  und  &  =  1  erhält  man  eine  spcciellc  Formel,  deren  linke 
Seite  Legendre  mit  dem  Namen  Euler'bpl^a  Integjj|l  erster  Art  be- 
zeichnet hat.  .    r'*'  fs- 

SchlOmiicb,  Analysü.  IL  lo 
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alB  reell  yonne  und  asss  cosß  +  iwnß^wo  gitbt  die  Tergkidmog 
der  beidereeiÜgen  imaginftren  Thdle 


+  2btco8ß  +         sinpx   smß  ' 

Aus  der  Vei  gleichunp  der  reollen  Theile  findet  man  leicht  unter  Rück- 
sicht auf  die  vorBteheude  Gleichung 


f 


_   b«  +  2htcosß  -f  Hnpn  9mß 

Beide  Resultate  lassen  sich  zu  einer  Formel  vereinigen,  wenn  man 
in  der  ersten  Gleichung  j>  =  ^,  in  der  zweiten  p  =  A  -|-  1  setst; 
diee  giebt 

'  J  b''  -h  2b^cosß  4-  J2      sinlTC    sinß  ' 

*~  1  <  A  <  +  1,    ^in<ß^-\- \n. 
Für  b      \  und  ß  =\sc  kommt  man  auf  dieinXheül,  S.429  unter 
Nro  2)  angegebene  epeoielle  Formel  znrtUsk. 

Die  Gleiohang68)  gestattet  eine  eigenfhflmliohe  Transformation, 
wenn 

a  =  eosß  -f-  isinß,      h  =  coaa  +  t«tfia 

gesetzt  wird,  wobei  noch 

at  +  h  =  cos a  ^ca$ß  -\-  Haina  -|-  tsinß) 

mithin 

» =  Vi  +  2e«w(.  -  +  f.        =  '^^^4^ 

nein  möge.  Durch  die  Vergleichnng  der  beiderseitigea  reellen  nnd 
imaginären  Bestandtheile  erbllt  man  die  Formeln 

fp-'co8(p+q)a,,      r(p) r(q)     .   .  ,  . 

'tp-^sin(p-\-a)cj       r(p)r(g)  ....  ' 
 ^9  '^^'^r(f+^f''{^ß  +  ^^)^  . 

welche  eine  bessere  (xcstalt  annehmen,  wenn  man  (D  als  neue  Yaria- 
bele  betrachtet  und  demgemäss  ^  und  Q  durch  fi)  ausdrückt.  Die 
obige  Formel  für  tana  liefert  zu  diesem  Zwecke 


J 
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*  sin(to  —  a)    sin  (ß  ~  a) 

mittelst  des  Tontehenden  WertibM  Yon  £  und  unter  Anwendung  der 
trigonomeiriBoben  Relation 

sin'^A      2sinÄsin£cos(A  -f      +  sin^B  =  sin^^A  +  -B) 
erhalt  man  ferner 

endlich  aeigt  die  frühere  Gleichung  ffkr  /oni»,  dass  den  Orensen 
(  =s  0  und  £  s=  00  die  Grenaen  o  =  a  und  a  =s  ß  entsprechen. 
Naoh  diesen  Bemerkungen  findet  man 

65)  /  g<f|P-i(fl>  —  a)sin^-^(ß a)cos(p q)(od(xt 


Werden  hier  a  und  /3  zwischen  and      |^  gewählt,  so  gelten 

diese  Formeln  für  alle  positiven  p  und  q;  nimmt  man  dagegen 
|sr,  so  darf  p  nur  echt- gebrochene  posiiiye  Werthe  erhalten*). 

d.  üm  noch  eine  Anwendung  der  Formel  68)  za  leigen,  er- 
innern wir  an  die  im  ersten  Theile  auf  S.  421  unter  Nro  10)  ange- 
gebene Gleichung 

r  (  ——  /__Jl__\^ 

worin  fp  eine  beliebige  Function  bezeichnet.  Bei  der  Annahme 
^{g)  =  «''^Vs  erh&lt  man  rechter  Hand  ein  Integral,  welches  sich 

naeh  Kro.  68)  fSa p  =s  1  a  =?  1,  d  =  +  ^V^F^^twickeln  Iftsst, 
■0  dass  entsteht 


•)  Die  Formeln  65)  und  66)  sind  vom  Verfasser  in  der  Zeitachr.  für 
Mathem.  u.  Phys.  Bd.  9,  S.  356  entwickelt  worden.  Den  speciellfin  Fall 
«  =  0,  /?  =  |7r  hatte  schon  früher  Kummer  nach  einem  ganz  anderen 
Verfahren  behandelt  in  Cr  eile's  Journal  Bd.  17,  S.  215. 


Diyiiizea  by  Google 


276  *^       Die  Gammaiunctionen. 

f         uidu  ^  V%  r(q)  1  _ 

Barch  mehnnalige  Differeotiatioiien  in  Besidhung  auf  die  OonBtanien 
«i  ß^y  kdnnen  hierauB  noch  mibrere  Formeln  abgeleitet  werden^ 
?on  denen  wenigstens  awei  Platz  finden  mögen. 

Linker  Haivd  führt  die  n-malige  Difoentiation  in  Besiehnng  auf 
Dt  m  dem  Ansdnicke 

(-  1)"(2  +  i)(a  +i)  .  .  .  [l+—2-)J  (a  +  ßu  +  yu*y>*'*'k 

0 

rechter  Hand  läset  sich  die  7?-nialige  DifTtrontiation  nach  a  mittelst 
der  allgemdnen  Formel  für  JD'^Fi^x)  ausführen  (&  S.  9,  Nro.  11) 


(/J  +  2V9.«)« 

und  nachher  a  gesetst  vird«  Benutst  man  sur  Abki^zung 
die  Zeichen 

2  .  4  .  (i  .  .  .  (2r)  H-r^y^7 
nnd  beachtet  die  Gleichungen 

so  erhält  man 


\aj  {  "^aVay  d«+«-i 

Hiemach  ergiebt  sieb  aus  Nro.  67),  wenn  q      n  ^  p  gesetzt  wird, 

J  (ß-f /Ji»  +  yu2)p+V4 


worin  jp  jede  beliebige  positive  Grösse  ^  n  bedeuten  kann. 
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Differennrt  man  die  Gleiehmig  67)  M-mal  -in  Besiehniig  auf 
to  gelangt  man  sa  demielben  Beeultate,  ab  wenn  man  qvmn  vei^ 
mehrt  bfttte,  was  von  keiner  Bedeainng  ist 

Um  endlich  die  Ol^chung  67)  in  Beziehung  auf  y  zu  differen- 
ai^n,  möge  man  bemerken,  dass  erstens 

und  dam  sweitens  ß  -|-  2  Vö;^  symmetriach  in  Beziehung  auf  aund 
y  ist.  Dilferenzirt  man  jetzt  (n  —  l)mal  nach  y ,  so  ergiebt  aioh, 
wenn  wieder  q      n  =  p  gesetzt  wird, 

J  (a  +  ßu  +  yu^^'/» 

^        y^'irjp)        r{p-i)     c  r(p-2) 

^iP+^y-  r  \  ^      2Vay   d^-i  (21/0)0» 
Zu  dem  nftmlichen  Resultate  gelangt  man  kürzer  dadurch,  dass  man 

in  Nro  68)  an  die  Stelle  von  u  t|reten  läast  und  augleich  die 
Buchstaben  a  und  y  gegendnander  vertauscht  *). 


VIL  Duroh  Qammafunotionen  summirbare  Reilieii. 

Wenn  für  alle  von  x=0  bis  x=l  gehenden  x  eine  Gleichung 
von  der.  Form 

70)  F(x)  =  :4e  +  Äix  -f  AiX^  +  H  

besteht»  so  kann  man  daraus  mittelst  der  Formel  61)  oder  der  ein- 
facheren 

auf  folgende  Weise  neue  Beihensummimngen  ablaten. 

a.  In  der  Gleichung  70)  setzen  wir  o;^  an  die  Stelle  von  x^ 
multiplicireu  beiderseits  mit 

^a-l(l  _  ^)9-irfd 

und  integriren  zwischen  den  Grenaen  ^  =  0  und  ^  =  1.  Bechter 


*)  Der  Verf.  bat  die  Formeln  68)  und  69)  ursprünglich  auf  einem  an- 
deren Wege  gefanden,  s.  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale, 
Jena  1843. 
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Hand  lasten  ndh  alle  Integrale  DaehNro.71)  eniwiekeln,  und  ee  ent- 
steht die  Oleioihnng 

1 

0 

_  A,  r{a)  rjq)    Ä,  r(a  -]-h)r(q)      ^,rxa-f  2&)r(g) 

Unter  der  Yoraueeetsmig  eines  ganien  positiven  g  geht  diese  Glei- 
chung ftber  in 


<i(a-hl)...(a  +  s-l)    (a+&)(a+5+l).  . 

"^(a-h2b)(fl  +  2b—l)...(a  4-20-1-2—1) 
und  hierans  ergiebt  eich  in  allen  den  Fällen  eine  ReihenBummirung, 
wo  es  gelingt,  die  Integration  nach  ^  durch  gflschlossene  Ausdrücke 
au  bewirken. 

So  erhUt  man  a.  B.  fOr  F(x)  =  (1  -f 

1 

_  1  _^  (^)lX 


a(a-f  l)...(a+ä-l)  '  (a+&)(a+&+l)...(a-i-5-|-a-l) 

und  hier  ist  die  Integration  sehr  hAufig  ausführbar  namentlich  wenn 
a  und  h  ganse  Zahlen  sind.   Der  spedelle  Fall  a  =  6  =  1,  g  =  d, 

^  =      1  giebt  s.  E. 


1.2.3      2.3.4  '    3.4.5  4.6.6 

—  1  <  »  <  +  1. 
Nimmt  man  in  Nro.  73)  Z>  =  1  und  x  =  —  1,  was  unter  der  Vor- 
aussetzung eines  positiven       erlaubt  ist,  so  kann  man  linker  Hand 
wieder  die  Formel  71)  anwenden  und  erhält 
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^  l  .  (W. 

a(a+l)...(a-t-2  — 1)      (a+ lXa+2),..(a -j- a) 

I   

^  (a+2)(a+8)...(aH-ff+l)       *  '  * 

b.  Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Gleichung  70)  zurück,  setzen 
darin       für  x,  multipliciren  beiderseits  mit 

imd  integriren  rechter  Hand  alle  Glieder  mittelst  der  Formel  71), 
wobei  wir  r(e>  -f  1),  r(6  +  2),  eto.  durch  r(&),  ebenso  r(c  +  1) 
r(c  +  2),  etc.  durch  r(e)  aaHdrOcken.  Das  Resultat  besteht  m  der 
Gleichung  i 

Hiernach  ist  z.      wenn  J^(a;)  =  (1  —  x)-*  genommen  wird, 


76) 


g.b        a(a  +  l).b(&+l) 
^  1  .  C    ^     1  .  2  .  c(c  +  1)  ^ 


1.2.3.  c(c4-  l)(cH-  2) 


und  hier  gelingt  es  nicht  selten,  die  auf  der  linken  Seite  angedeutete 
Integration  auszufahren.  'Im  Falle  =  1,  kann  dies  wieder  mit- 
telst der  Formel  71)  geschehen ,  und  es  ergiebt  sieh 

'  r{c  —  a)  r{c  —  b) 

_^    a.h    a(a-f  a(a-|-i)(a-f  2).b(fe+l)(fc+2) 

l.c"^  1  .  2  .  c(c-f  1)  1  .  2  .  3  .  cic+l)(c  +  2)^'" 
wobei  c  ^  a  -\-  h  sein  muss,  damit  die  Reihe  oonTergire  und 
r(e  — -  6  —  a)  nicht  unendlich  werde  *}* 


*)  Die  in  Nro.  76)  vorkommende  Reihe  föhrt  den  Namen  hyper- 
geometrische Reihe;  sie  wurde  genauer  snerst  von  Gauss  ontersnoht 
in  dem  Comment.  soc.  Gotting.,  Tom.  H,  A  1812;  eine  wesentliche  Ei^ 
gansnng  hieran  lieferte  Kummer  in  Grelle' s  Journal,  Bd.  15,  S.  89. 
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Wfthlt  man  in  den  hier  entwickelten  Snmmenformeln  F(x)  and 
die  Gonetanten  so,  dass  die  Snmme  der  Reihe  schon  bekannt  ist,  so 
lassen  sich  die  vorigefi  Gleichungen  auch  benittsen  um  die  Werthe 
mancher  bestimmten  Integrale  wa  ermitteln.  In  Formel  76)  2.  B. 
erhftlt  man  ftlr  a  =  —  |^  ,&=-{-  c  =  J,  a?  =  auf  der 
rechten  Seite  eine  Reihe,  deren  Summe  =  cos  (fi  aresin  e)  ist  (Tbl.  I, 
S.  230,  Formel  13);  .^ctzi  man  noch  ansmjs  =  u  und  ^  ==  sm- 
so  gelangt  mau  zu  der  Integralformel 


worin  ft  ein  positiver  echter  Bruch,  und  a  awischen  —  |3r  und 
-\-  l^i  enthalten  sein  muss*). 


♦)  Zahlreiche  Entwickelungen  dieser  Ai-t  giebtKummer  in  C^>elle*8 
Journal  Bd.  17,  S.  210  und  S.  28ö,  sowie  Bd.  20,  S.  1. 


78) 


^•r(ifi)r(|_-» 


2V:r 
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1.  Die  Redttotion  des  elliptiBclien  Integrale. 

Wenn  «s  siph  um  die  Entwickelang  eines  Integrales  handelt, 
welches  nicht  unmittelbar  zu  den  Fundamentalintegralen  in  §.65 
des  ersten  Theiles  gcliört,  so  ist  es  immer  dio  erste  Sorge,  das  ge- 
frcbene  Integral  mittelst  pasj^endi^r  1  raiislbrniHtioneii  auf  andere  und 
zwar  eiiifacliere  Integrale  zurückzuführen ,  deren  Wertlie  entweder 
schon  bekannt  oder  doch  leichter  zu  berechnen  sind.  Ein  Beispiel 
hierzu  liefert  das  Integral 

Fix)  dx 


j 


worin  F(x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeuten  möge;  scliaft't 
man  mittelst  der  auf  Seite  o8()  und  337  angegebenen  Substitutionen 
die  Wurzel  weg.  so  kommt  man  auf  ein  Integral  von  der  Form 


J  Ce 


dieses  lässt  sich,  wieder  nach  den  iu  Cap.  XI.  auseinander  gesetzten 
Methoden  behandeln,  also  zuletzt  durch  Potenzen,  liOgarithmen  und 
Kreisbögen  ausdrücken.  Einer  ähnlichen  Rednddon  sind  nun  auch 
alle  die  Integrale  fähig,  welche  der  Form 

F{x)  dx 


I 


angehören  und  elliptische  Integrale  genannt  werden,  weil  die  Kec- 
tifioatiou  der  Ellipse  von  einem  derartigen  Integral  abh&ngt.  Es  ist 
«war  nicht  möglich,  das  hier  vorkommende' Radioal  wegaoschafiBsu, 
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wohl  aber  kann  das  Integral  auf  einfochere  Integrale  derselben  Art 
surückgeföhrt  werden,  welche  als  die  constituireudeu  Elemente  des 
allgemeinereu  Integi'ales  zu  betrachten  bind. 

A.  Um  (Yw  genannte  Reduction  aiusnführen  betrachten  wir 
amiächBt  das  Integral 

dx 


A 


-f-  AiX  -\-  A-yX-  -\-  A,\X*  -^r  A^x* 
worin        -j-  AiX  -\-  •  •  •  -|-  AiX^  znr  Abkürzung  mit  X  bezeichnet 
werden  möge,  und  setzen  einstweilen  vorauB,  dass  Ai  von  Null  ver- 
schieden sei.    Die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  X  —  0  nennen  wir 
A|»  ^>  ^1  sämmtlich  reell  sind,  denken  wir  sie  uns  der 

Grösse  nach  geordnet,  nämlich  Oi  <C  <^  <C  <C  ^4»  Bind  swei  da- 
von reell  und  die  beiden  anderen  complex,  so  mögen  Oi  und  0%  die 
beiden  complexeu  Wurzeln  sein,  welche  dann  BelbstTersiandlich  die 
Form 

besitsen;  sind  alle  Wurzeln  complex,  so  nehmen  wir  wieder  ai  und 
Of  als  das  eine  conjugirte  Paar,  sodass  das  andere  durch 
<h  ==  i«!  -|-  ivi,  =  ^1  —  ivi 

au&igedrückt  wird.  Man  hat  nun,  wenn  statt  A4  kürzer  A  geschrie- 
ben wird, 

i  ==  A  (a?  —  »i)  (a?  —  a»)  (aj  —  o,)  (a?  —  «4) 

=  ^[«»  — («i-|-<i«)ir  +  a|rt2][aj»  — («3  -|-rt,)jc4.a3rt4] 

und  zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen  sind  hier  die  (quadrati- 
schen Factoren  reell. 

Zunächst  wollen  wii*  den  speciellen  Fall  betrachten,  wo 

eil  (1^2  =03+04  ' 

ist;  der  gemeinschaftliche  Werth  beider  Summen  heisse  dann  2a. 
Dem  X  kann  jetzt  die  Form 

X  =  AHx—  ay  +  üios  —  a-T  [(x  —      -f  r/3 «4  —  «*! 
gegeben  werden,  worin  zur  Abküi-zung     _  .  ^  j  —  ^^^^ 

=  bi  sein  möge.    Führt  man  in  der  nunmehrigen  Gleichung 

J  VX  ^  J  VA  [(a?  —  ay — 6,]  [(« — o)»—  ht^    .  . 
statt  X  die  neue  Variabele  y  =  a?  — •  a  ein,  so  erhält  man 

J  Vx      J  Va  (y'~  h,){y^  -  d,) ' 
das  uisprüngliche  Integral  lässt  sich  demnach  auf  ein  anderes  zn- 
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rückfüliren,  worin  nur  gerade  Poteuzeu  der  IntegratioübViuiubeien 
vorküinmen. 

.  Um  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

öl  +  fl«  $  Oa  +  «4 

811  einer  ähnlichen  Bednction  zu  gelangen ,  gehen  wir  auf  die  Glei- 
chung 

/dx          n  <u  
Vx      J  V A{x  —  a{)(x  —  a%){x  —  aa)(^-'Ö4) 
zurück  und  benutzen  die  Substitution 

2)  X  =  l±M, 

'  *      1  + » ' 

worin  p  und  q  zwei,  vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Constanten  be- 
zeichnen.   £s  ergiebt  bIcIi 


'  J  Vx      J  Vä  Vx  Ui  Us 


und  zwar  sind  hierbei  die  folgenden  Abkürzungen  eingeführt 

Ul    =  P    —    (Ii     -i-    {(l  —  (h)lfy 

—  Oi  +  (q^  —  <H)yy 

U.  0.  W. 

aus  denen  folgt 

Z7i  Ui  =  (p— <!,)  -I-  [(|,— 01)0— o,)  +  (p— «2)0— 

+  («—01)0—02)^^ 

Ui  1/4  =  (P  — ös)(P"-«4)  +  [(i>  — — «4)  +  — 

+  (2— «3)0— «Oy*. 
Soll  nun  das  Product  Ui     Vz  Vi  nur  gerade  Potenzen  von  fß 
enthalten,  so  müssen  die  in  Vi  Vs  und  V»  V4  vorkommenden  Coeffi- 
cienten  von  y  verschwinden;  daraus  ergeben  sich  zur  Bestimknung 
von  p  und  q  die  zwei  Gleichungen 

pa  —  +  a)  +      =  0.  , 

Setzt  man 

l(jP  +  «)  =  «»         — ff)  =  <i    mithin  i>g  =  s«  — 
so  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

=  (s  —  ai)is  —  a.,),        =  (ö  —  03)  (s  —  aj) , 
und  man  erhält  der  Keihe  nach 


3)  8  = 


Ol  +  «»  —  (Og  +  a*)' 
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^      V(ai  —  fh)  (g|  —  f^)  (ai  —  a-i)  (h  —Oi) 
öl  4-  "j  —  (a.j  +  * 

5)  |>  =  fi-{-i,      g  =  s  —  /. 

Zufolge  der  Vorauflsetsiuigen,  welche  anfiuigs  hinsiohilioh  der  Wur^ 
sein  0%,  Oi,  gemacht  wurden»  ist  $  jederzeit  reell;  was  femer 
t  hetriffb,  so  müssen  drei  Fftlle  unterschieden  werden.  Bei  reellen 
Wnrzeln  ist  jeder  der  vier  Factoren  Oi  as«  —  A«  etc.  negatiy, 
mithin  t  reell;  'bei  zwei  reellen  und  zwei  compicxen  Wurzeln  lassen 
sich  die  vier  Faotoreu  folgendermaassen  gruppiren 

(Ol  —  Oa)  (o,  —  a«)  .  (ai  —  ^4)    .  —  a^) 

und  liefern  ein  positives  Product;  endlieh  bei  vier  complexen  Wurr 
zeln  gestatten  jene  Factoren  die  Anordnung 

(a,  —  «3)  (a.,  —  «,)  .  (a,  —  «4)  (a.j  —  ri,) 

und  geben  wiederum  ein  positives  Product;  demnach  ist  i  jederzeit 
eine  reelle  Grösse.  Hieraus  folgen  reelle  endliche  Werthe  von  p 
und  es  lasst  sich  daher  die  beabsichtigte  Transformation  unter 
allen  Umstanden  ausfahren,  nämlich 

dx 

Vx      .     ■  ' 

~J  VÄ[ip-ai){p-a^ + (ff-«i)(g-a,)yäj [(p-fhHp-^*) + («-««X«-«4)y*] 
Zur  Abkürzung  sei  noch 

6)  B  —  A  {<!  —  dl )  (fj  —  Oi)  (ä  -  (h  )  Ol  —  "4) ; 

-V     ,  )(/>  —  «■»)     u  ^  __iP  —  (h){p  —  aA) 

wobei  Bf  hi  und  6^  jederzeit  reelle  Grössen  sind;  man  hat  dann  die 
wichtige  Reduction  • 

8)  r  '^'^ 


d,)(y»-6,) 

Die  weiteren  Schritte  der  Keclimmg  hängen  von  den  Vorzei- 
chen der  (Irössen  6i,  h>  ab;  dabei  ist  erstens  zu  unterscheiden, 
ob  B  positiv  =  -|-  Y'  oder  negativ  =  —      \^\^  jßJem  die- 

ser Haupti'äile  sind  dann  wieder  die  di'ei  Untcrialle 
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b,  =  -  «2,  ^2  ==  -  ^2, 

möglich.    Für  den  Ausdruck  B (if  —  h^) {y^  —  h) ,  welcher  kurz  Y 
heiesen  möge,  ergeben  sieh  hiemach  sechs  verschiedene  Formen,  die 
wir  im  Folgenden  einzeln  betrachten. 
Ist  entras 

r=:j^»(y«-^o>)(y«~/>*) 

und  a'^  die  kleinere  der  beiden  Grössen      und  ß'^^  so  hat  das  Inte- 
gral nur  dann  einen  reellen  Werth,  wenn  entweder      <^  a'^  <^ 
oder       ^  ß^  2>        geiiomuien  wird.     Im  ersten  Falle  substi- 


tuire  mau 


dies  giebt 


J  Vy    ßy  J  V(nr 


if«)(l-«e«;p») 

und  zwar  siiid  hier  x  und  g  positive  echte  Brüche,  deren  letzte 
gleichzeitig'  mit  ;/  wächst.    Im  zweiten  Falle  setze  man 

a  ß 

P  * 

wodnreh 

/dp   i_    r  dB 
Vy^^Jt  J  V(l  - 

erhalten  wird;  auch  hier  sind  x  und  e  positive  echte  Brüche,  deren 
letzter  abnimmt,  wenn  y  wächst  , 
Für  die  zweite  Form 

wobei  selbstverständlich  y"^  ">  ß-  sein  muss,  benutze  man  die  Sub- 
stitutionen 

a  •  •  ß 

+  ß''     "  ~  Vi  - 

es  wird  dann 

/dl/    1  P  ds 

Vy      yV^TT^  J  V(l  - 
und  hier  sind  x  und  x  positive  echte  Brüche,  deren  letster  gleich- 
zeitig mit  y  wachst. 

Gehört  Y  unter  die  dritte  Form 

Y^ri2f'^-^')^'-^ß% 
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80  nenne  man  die  kleinere  der  beiden  Grdnen  a'  und  /l',  nnd 
substituire 


*-  ß—'   5  • 

dies  giebt 

rdy  1^    r  <lz  ; 

JVy  ß?  J  V(1— — ««jP«)* 

wieder.uin  sind  x  und  ^  positive  echte  Brüche,  deren  letzter  ab- 
nimint,  wenn  y  wächst. 

Falls  Y  von  der  vierten  Form  ist,  nämlich 

r  =  y»(jf»-«')(^»-y»), 

heisse  die  kleinere  der  beiden  Grössen  und  /i';  selbstverständ- 
lich mu88  dann      zwischen      und  ß'^  liegen.    Die  äubstitutionen 

""""    ß    '  ^-yi^r^ 

geben  jetzt 

rdy  _  J_    /'  ^  dg 

J  Vi    ßY  J 

worin  x  und  <^  positive  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  gleichzeitig 
mit  y  wächst. 

Für  die  fünfte  Form 

bedient  man  sich  der  Substitutionen 

diese  geben 

r<fy  ^  _        1         r  de 

J  Vr  y  V«2  -f  /32  7  V(l— 

worin  x  und  ^  wieder  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  abnimmt, 
wenn  y  wächst. 

Was  endlich  die  sechste  Form  anbelangt,  so  ist  dieselbe  von 
keiner  Bedeutung,  weil  dann  das  Integral  einen  rein  imaginären 
Werth  bat«  welcher  auch  ans  der  dritten  Form  durch  Multiplioation 

mit  V—  1  folgt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuehung  beeteht  in  dem  IMze, 
dasB  das  Integral 
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dx 


VA  (x  —  Ä|)  (fl?  —  CT.,)  (x  —  0:0     —  cr^) 
mittelst  zweier  Substitutionen  auf  die  weit  einfachere  Form 

C  f  • 

J  V(l_;(r») 

gebraobt  werden  kann,  worin  x  und  e  poeitive  echte  Brüche  sind. 

Noch  mfissen  wir  die  Modificatioii  erwälineii,  wpIcIio  slcli  für 
den  Fall  nötliig  macht,  wo  das  Polygon  X  nur  vom  dritten  Grade 
ist,  also  die  Reductiou  des  Integrales 

dx 


A 


verlangt  wird,  in  welchem  bei  drei  reellen  Wurzeln  cfi  <<  »2  <  a^, 
und  im  Gegen&Ue  Os  die  einzige  reelle  Wurzel  sein  möge.  Es  ge- 
nügt hier  die  einftiehe  Bemerkung,  dass  das  vorliegende  Integral 
als  der  Grenzwerth  angesehen  werden  kann,  welchem  sich  der  Aus- 
druck 


V —  a4dx 


Vä{x  —  Ol)  (x  —  <h)  (»  —  Og)  («  —  «4) 

bei  unendlich  wachsenden  ^4  nähert;  man  braucht  demnach  nur  die 

Gleichung  8)  mit  V —  zu  multipliciren  und  die  Grenzwerthe  der 
Grössen  ' 

aufzuraohen.    Bezeichnen  wir  den  dritten  dieser  Grenzwmrthe  mit 

■jgj-,  so  erhalten  wir  für  04  =  00  aus  Nro.  3),  4)  etc. 

8  =  08,    '  *  =  —  V(«i  —  <!;;)  (ao  —  a.;), 

9)  p  =  a!i  —  Vißi.—  a,) (»2— fla),  a  =     +  V(ai  —  fl^Xa^— Oa), 

10)  jB'  =  ^(«-«i)(tf-fl»)(fl- 


11)  h  _     (i>  —  «i)  (i?  —  «2)       _     p  — 

und  aus  Nro.  8) 

12)  '         f  ^  

•     J  VA(«-ai)(fl?-a,)(a?  — o,) 

=  (a  -  i>) /y^zTi^^^  _ 

wobei  zwischen  x  und  y  die  Gleichung  2)  stattfindet.    Das  rechts- 

SoUlümilcli,  Auftljrflia  II.  ]9 
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stehende  Integral  hat  dieselbe.Form  wie  das  auf  y  bezügliclio  Tnfe- 
gral  in  Nro.  8);  die  weitere  Rednctaon  Ueibt  also  für  beide  Theile 
die  n&mliche. 

B.  Nach  diesen  Vomntersuchungen  ist  es  nicht  schwer,  das 
allgemeine  Ihtegral 

J  Vm  -\-  Aix  +  AiX^  +  A»x"^  4-  ^a;*  J 

zu  transformiren,  worin  F(a:)  eine  rationale  algebraische  Function 
von  X  bedeutet.   Die  Substitution 

^__P  qy 
1  +  if 

giebt  aunächst 

und  »war  ist  hier  Y  wie  früher  von  der  JTorm  Bijy^  —  i>i)(y*  — 
Ferner  ist  wieder  eine  rationale  algebraische  Function 

von     also  von  der  Form 

/p+JL^\  _  ^0  +       -f  ihy^-  4-  ^3?/^  +  (^^t  H  • 

Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit 

i3o  +  i^y'  +  Äiy*  -f  (Äi  +  iiiy*  t  -ö^«^'  +  •  •  Oy. 

so  enthält  der  neue  Nenner  nur  gerade  Potenzen  von  y\  in  dem 
neuen  Zahler  dagegen  kommen  gerade  und  ungerade  Potenzen  vor, 
die  sich  wie  vorhin  sondern  lassen.  Das  Resultat  hat  demnach  fol- 
gende Gestalt 

2U  +  Jf«?/-  +  ^A?/*  +  -  +  W  +  3f;;    +       -f  "Oy 
i^o  +  -ftr,y«  +  i^4y*+ Äiy«  + . . . 

oder  kurz 

worin  0  und  !F  rationale  gebrochene  Functionen  bedeuten.  Aus 

der  Gleichung  13)  wird  jetzt  vermöge  des  Werthes  von  y 
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und  es  sind  nun  die  einzelneu  Integrale  rechter  Hand  näher  zu  nn- 
tersucben. 

Das  letzte  Integral  geht  für     ==  «  üher  in 

und  kann  mittelst  der  ^.Gewöhnlichen  Methoden  entwickelt,  d.  h.  aul 
Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen  zurückgeführt  werden,  was 
keiner  weiteren  Erörterung  bedarf. 

Anders  verhält  eich  die  Sache  bei  dem  ersten  Integrale  in 
Nro.  14),  für  welches  je  nach  den  Vorzeichen  von  B,  h]  und  6-,  ver- 
schiedene Substitutionen  ^zuwenden  sind.  Man  bemerkt  aber  leichtt 
dasB  jene  Substitutionen  unter  der  gemeinschaftliehen  Form 

enthalten  sind,  und  dass  folglich  die  Function 
zu  einer  rationalen  Function  von  is^  wird,  etwa 


Co  4-        +  Qi^*  +  •••• 

die  wir,  der  Allgemeinheit  wegen,  als  unecht  gebrochene  Function 
voraussetzen  wollen.    Diese  zerfällt  durch  Division  in  eine  ganze 
^Function  Kq  -\-  K^e^  -}-  Ä4      -|-  etc.,  und  in  eine  echt  gebrochene 
Function,  die  sich  wieder  in  Pai'tiaibrücke  vou  der  Form 

L 

(1  H-  U^Y 

zerlegen  Iftsst.  Da  femer  durch  die  fEUr  y  angewendete  SuhsütutSon 

 =C 


VB(i/^  — — Ih)          V(l— jf2^(l  — x^iT«) 
wird,  so  folgt,  dass  das  Integral 


f 


dx 


Vi 

auf  drei  Gruppen  von  Integralen  zurückkommt;  die  erste  Gruppe 
enthält  Integrale  vou  der  Form 

.*  Ii» 
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worin  m  eine  {?eratle  Zahl  bedeutet;  die  zweite  Gruppe  ist  aus  Inte- 
gralen  you  der  Form 

/dz  

zusammengesetzt;  in  der  letzten* Gruppe  kommen  nur  solche  Inte- 
grale vor,  die  sich  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Ereishögen 

ausdrücken  lassen. 

Wir  haben  uns  nun  noch  mit  der  weiteren  Reduction  der  In- 
tegrale 15)  und  16)  zu  beechäl'tigen.  Gewöhnlicli  ertheilt  man  den- 
selhen  durch  Substitution  von  j»  =  flffiy  und  durdi  Einlührung  des 
abkflrzenden  Zeicheiis 

^/(g>)  =.  Vi  —  x««»«9 
eine  einfachere  trigonometrische  Form;  es  sei  daher 

f'siW'^cp  rr  ^    f  ^  

17)  üm  =  ^  -j^^  rfSP,         -  ^  (1  -I-  A8.nay)»^(<jp)  * 

C.   Durch  Differentiation  erhält  man 

(/  [sin"' '  ^fpcostp^  (9)1 

= [(w— 3)  s«w'"-*  9)  cos«  y  —  Sf»'"-^  qp j        a(p  Wp 

mithin  ist  umgekehrt  durch  Integration 

18)  «»"»"•9C0S9-^(g>) 

=  (mt-  8)  Vm^^  -  (m -  2) (1  4-  ««)  t^«.,  H-  (in—  l)x«  17«. 

Diese  Heductionsformel  zeigt,  wie  U„^  aus  Um— 2  ^^nd  Um^4  herge- 
leitet werden  kann;  für  m  —  4,  6,  8,  etc.  liefert  sie  der  Beihe  nach 
U^f  Uq^  {/g,  etc.  ausgedrückt  durch 

Wegen 


ist  noch 
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die  Entwickelung  von  11,^  iüiut  daher  auf  die  beiden  Integrale 
deren  letztes  bei  der  Kectiücatiuii  der  Kllipue  vorkommt. 


"lä 


I).   Bezeicliiiet  man  V(l  —  z'^)  (1  —  x-z'^)  kurz  mit  JR,  so  erhält 
man  durch  Difterentiation  eine  Gleichung  von  der  Form 

H-  U^y-^i  ~"  (1  H-  ä"* 

worin  die  Goeffioienten  c^,  Ci,  c^,  Ca  von  A  und  »  abhängen.  Die- 
sem Ei'gebuisse  kann  man  leicht  die.  folgende  Gestalt  verleihen 

Y,(l  4-  ^^'f  +  /»(l  4-  Aig«)»  +        +  Aigi*)  -f-  yo  (iir 
'  (1  +  A**)*  Ä 

,  dz   

nnd  zwar  sind  hier  die  Werthe  der  mit  f  bezeichneten  neuen  Ooef- 
ficienten: 

je*  /l  -I-  jc'        X-  \ 

Durch  Integration  der  vorliergehenden  Gleichung  und  Substitution 
von  z  =^  sin(p  gelaugt  man  zu  der  Reductionsl'ormel 

sing)  coscp  ^(y) 
=  y«  Fn-s  +  y2  F„_2  -I-  yi  V„-i  +-  yoF„ 

welche  für  jedes  n  gilt.  -Nimmt  man  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4, 
etc.,  6o  erhalt  man  Vj,  Kj,  F*.  etc.  ausgedrückt  duich  die  drei 
Intctgrale 
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die  beiden  ersten  gehören  su  der  schon  vorhin  betrachteten  Form, 
dagegen  bildet  das  letzte  Integral  ein  nenes  Element. 

Das  Gesammtresultat  der  ganzen  Untersachimg  besteht  nun 
darin,  dass  die  Beduotion  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales 

r  F(x)dx  

theils  anf  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen,  theils  auf  drei 
specielle  elliptische  Integrale  führt,  welche  entweder  in  der  algebrai- 
Bchen  Form 

f  Wl-ir^)  dir, 
J  V(l  ~     (1  -  7  ' 


da 


(1  +  >tÄ»)  V(l  — «»Xf«) 
oder  in  der  trigonometrischen  Form 


^(fp)'       J  7  (1  Xsin^tp)J{(p) 

darg^tellt  werden  könneu.  Falls  die  letzter^  Integrale  zwischen 
den  Grenzen  9  =  0  und  9  =  9  genommen  sind,  pflegt  man  sie 
elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  GattU'Ug 
zu  nennen  und  folgendermaaasen  zu  bezeidmen: 

i.'(-c,^)  =  f^^'    A'(x,9>)=  f^{<p)d<f>> 

//,  (X.  A.  9)  =  y^-j-—^^  ; 

die  obere  Grenze  tp  heisst  die  Amplitude,  %  der  Modulus,  k  der 
Parameter  des  betreffenden  Integrales *). 

*)  Die  obige  Kcdiiction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  ist  von 
Lvgendrt!  in  den  fünf  ersten  Capiteln  seines  Traite  des  fonctiuns  elliptiques, 
Paris  1825,  angegeben  worden ;  sie  empliehlt  sich  durch  einfachen  und  natur- 
lichen Gedankengang.  Elegante  Alodificationen  der  Legen dre'schen  Me- 
thode Terdankt  man  Riohelot  in  Cr  eile's  Journal,  Bd.  34,  S.  1,  und 
Weierstrass  in  Absclin.  13  de«  Schellbach'schen  Werkes:  Die  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafnnetionen,  Berlin  1864.  Die  allge- 
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Büttelst  der  Formebi  .16)  und  19)  überaeugt  man  sich  leicht 
▼on  der  Richtigkeit  der  nachstehenden  Gleichungen,  welche  wirihree 
öfteren  Gebrauchs  wegen  zusammenstellen  und  in  denen  statt  ^(fp)^ 
F(Xt  (p),  E(Xy  (p)  kürzer  ^,  F,  E  gesetzt  worden  ist. 


0 


J  -^^"P  =  ^ 

0 


^an^w  ,  ,  tauq>  —  E 

-j-'"t>  =  — 1  -«»  •  ■ 

0 

/gec^w  ,  ^  .  tonop  -|-  (1  — x=*)i^  —  E 
—'^^^  TZZTt  » 

0 

y -3r'*v  =  nn?   ^ — )' 


0 

/^tiin-q).             1      /JE  —  (1  — «w^öscjpX 
-^^y  -  I^T^a  \^  5Ji  3— > 


/cos^cp  ^  F  —  E  .  8in(pcos(p 
-jr'lq,  =  — ^  +  — ^  


Hieran  kiuipleii  sich  noch  ein  paar  bemerkenswei*the  Folprerungen. 
Differenzirt  man  niiiulich  das  mit  E{ii,  cp)  bezeichnete  Integral  par- 
tiell iu  Beziehung  aui  x,  so  erhält  mau 


E  rsm  ^(f  . 


d.  i.  nach  der  eisten  Formel 

%E  E  -^  F 
8x  X 


meine  Theorie  der  Transformation,  deren  Aiuscinandersctzung  hier  zu  weit 
fuhren  würde,  ist  eine  Schöpfung  Jaoobi's;  siehe  dessen  Fundamenta  nova 
theoriae  functionum  ellipticarum,  llegiomonti,  1829.  Hinsiehdkh  der  Beseich- 
nung  ist  zu  erwähnen,  dsss  Jacob!  unter  H  ein  etwaa  anderes  Integral  Ter- 
steht  als  Legendre}  es  schien  daher  «weckmasaig,  das  Legendre'sche  In- 
tegral dritter  Gattung  mittelst  eines  Index  von  dem  spater  vorkommenden 
Jacob  fachen  Integral  sn  unterscheiden. 
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Auf  gleiche  Weise  ergiebi  eich  durch  DiÜBreutiation  von  F{n\  9) 


0 


d.  i.  uach  der  vorletztun  t  oriiu  l 

dF  1  — (1— x'O^  xsinipoon 


IL  Die  Lande n'sohe  Substitution  für  Integrale 

erster  Art. 

Wenn  man  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

t 

F(p,  t)  =   1  —j  ^  —  

statt  r  eine  neue  Variabele  (O  einführt,  welche  mit  t  dui'ch  die 
Gleichung 

X  =  arc(ai» —  —  oder  <ant  = 


vwbundeii  ibt,  so  erhält  man  der  Keihe  luu  li  , 

VI  +  2pcos2io  4- 1>« 
1/1  -D^^n^r  = 


Vi  -f  2j)cos2(ö  4-  p«' 
mithiu  diu'ch  Division  und  wegen  cos 2m  ^  1  —  2sm^<9 


Vi  —  j>^sm«r.     1  +  J> 


Der  unteren  Grenze  t  —  0  entspricht  (9  r=  0;  ferner  wachsen  t 
und  oj  gleichzeitig,  und  wenn  daher  r  eine  obere  Grenze  erreicht 
liat,  die  hier  Jcurz  mit  t  bezeichnet  wurde,  so  hat  ©  den  durch  die 
Gleichung 

o/A       .  sf«2a> 

tanz  =  ,^  1  ^  ^^.^  oder  m(2fii  —  t)  =  «smT 

P  -\-  C  0S2C3  ^  /  r 

bestimmten  Werth  angenommen.  Aus  der  vorhergehenden  Glei- 
chung folgt  jetzt 
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/dt    2        p  rfo  


d.  i.  wenn  aur  Abkfirsniig 


2  Vj?  1  -  vT 


s 


21)  I — =  tfi     mithin  «=  ,y  

gesetzt  wird, 

22)  J-ü,,  X)  =  i-^f  (ä.  »). 

und  hierin  liegt  die  Rediiction  eines  elliptiselu  ii  Integrales  tiul  ein 
zweites  von  anderem  Modiilus  und  aiideio-  Amplitude. 

In  Beziehung  auf  die  Grössenverluiltnisse  zwischen  p  und  so- 
wie zwischeu  t  und  verdient  Folgeudes  bemerkt  zu  werden. 
Wegen  |>  "jC  1  ist  (1  +  p)^  <;  4  und 

^1  ^^^g  >  i>  >  i>^  d.  i.  ^*'»  >  |>2  üj^ji.  > 

Aus  Xro.  20)  ergieht  bieh  ferner 

8in(2(Q  —     <;  ßinx^  also  2a)  —  x  <^t  oder  cj  <;  r. 

Die  Gleiohung  22)  zeigt'  demnach,  wie  ein  elliptisches  Integral  auf 
ein  anderes  Ton  grösserem  Modnlus  und  von  kleinerer  Ampli- 
tude zuräckgefedirt  werden  kann.  Ertheilt  man  der  Gleiohung  22) 
die  umgekehrte  Form 

23)  F{q,ci)^l±^F{p,x), 

indem  man  q  und  o  als  gegeben,  p  und  x  als  hieraus  abgeleitet  an- 
sieht, so  sagt  die  Gleichung  23),  dass  sich  jedes  elliptische  Integral 
V  auf  ein  anderes  von  kleinerem  Modulus  und  yon  grösserer 
Amplitude  i-educben  lässi 

Die  beiden  hiermit  gewonnenen  Theoreme  liefern  zwei  bemer* 
kenswerthe  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  des  Werthes  von 
Fijc,  (p)\  sie  bestehen  einfach  darin,  dass  man  entweder  den  einen 
oder  den  anderen  Satz  mehrmals  nacheinander  auf  das  gegebene  In- 
t^pral  anwendet. 

Im  ersten  Falle  l)cretiinet  man  eine  Reihe  wachsender  Moduli 
hl,  k-2,  etc.  und  zugleich  eine  Reihe  abnehmender  Amplituden  ffi^ 
(p2i  etc.  mittelst  der  Formeln 
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»in(2(pi  —  <p)  =  ksinip,      «m(2qPi  — ^i)  =  hsrntpit  .  . . 

und  hat  danu  die  cntöprecheiidcu  Gk'ichuugtu 

2  2 

Ans  diesen  zusammen  folgt,  wenn  bb     und  fpn  gegangen  wird, 

^(*'*>  =  rT*  rf^  1^*,  •  j^p^^ix*..».). 

oder  kürzer 

Zufolge  des  Umötaudes,  dass  die  Moduli  Ibrtwälireiid  wachsen,  ohne 
die  Einheit  zu  überschreiten,  muss  bei  unendlich  wachsenden  n 
gegen  eine  bentimmte  Grenee  ^  1  convergiren.  Sie  beBtimmt  sich 
leicht  aus  der  Relation 

welche  giebt 

und  wonach  auf  alle  Fälle 

ist.  Zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Theil  I.,  Seite  208)  ist  nun 
Lm(l  —  =  0  oder  Lim  1^  =  1.  Weil  ferner  die  Amplituden 
unausgesetzt  abnehmen,'  ohne  negativ  zu  werden,  so  muss  LUnqfn 
eine  bestimmte  «ndliche  Grösse  0  sein,  welche  sich  aus  der  obigen 
Rechnung  von  selbst  ergiebt    Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

und  hierdurch  verwandelt  sich  die  vorige  Formel  fük'  9)  in  die 
folgende 

Dietielbe  gewährt  namfiitlicli  bei  grossen  h  eine  bcqucnie  Itechnung, 
weil  dann  schon  li^,  der  Grenze  1  ausserordentlich  nahe  kommen. 
So  ist  z.  B.  für  ii;  =  ^ 
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h  =  0,96;    kl  =  0,999  7917;        =  0,999  9999; 

mithin  auf  Hieben  Decimaien  =  1.  Nimmt  mau  ferner  9;  =  jjTf 
so  erhält  man    •  . 

9  =  60^0' ü"; 
2flp,  —  9  =  56*U'28"30,       <pi  =  Ö8«7'14"15; 
29>.,  —  9?,=  68«  6'50",  «p,  =  58»6'39"57; 

wegen  =  Ä3  •  •  •  =  1  bricht  liier  die  Kechuung  von  selbst  ab 
und  giebt 

SP,  =  0  =  50^»  6'  39"  57. 
Es  ist  folglich   

J'di,  ijr)  =  «ton 740 3' 19" 79  .  V^^^^l^-  =  1,278522. 

'  ü|9b 

Will  man  dagegen  F{k,  (p)  durch  successive  Verkleinerung  des 
Modulns  und  yergrössemng  der  Amplitude  berechnen,  so  benutzt  man 
die  Formel  23),  worin  p  aus  der  sweiten  Gleichung  in  Nro.  21),  und 
T  aus  der  Gleichung  20)  su  beBtimmen  ist.  Die  letztere  nimmt  eine 
für  die  Praris  bequemere  Form  an,  wenn  in  der  Gleichung 

^       '      1  +  ianttanm 

rechter  Pland  für  tanr  sein  Werth  gesetzt  und  Alles  durch  sinco 
und  co$(0  ausgedrückt  wird;  es  ergiebt  sich  nämlich 

1  p 

Berechnet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Grössen  ^,  ^,  etc.  und  fpt 
^s,  etc.  nach  den  Formeln 


1  _  Vi  —  Ä»  1  —  Vi  —  k* 


2'  •  • 


l-l-Vl-Ä«*      ■        1  +  Vi  - 

tm((pi  —  qp)  =  Vl^k^tanq),  tan (92  —  yi)  =  Vi  — kftan^it •  •  • 

so  hat  man  als  entsprechende  Gleichungen 

und  es  ist  folglich,  wenn  bis  kn  und  tpn  gegangen  wird, 

!•(*.  9P)  =  (1+ +  *,)...  (1  +  fcj  ^^5^ • 

Der  Grenzwerth,  gegen  welchen  durch  Abnahme  convcrgii-t,  findet 
sich  durch  die  Bemerkung,  dass 

hn^t  1  — *  Vi  —  A?||  kn  
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mithin  auf  alle  FftUe 


bt;  dies  giebt  lAmkn  =  0.   Hieraus  folgt  weiter 


0 

dieser  Grt  nzworth,  welcher  sich  bei  der  Berechnung  der  waohsenden 
Amplituden  von  sell).st  erg('l)t'U  lüuss,  heisse  <P.  Nach  den  gemach- 
ten Bemerkungen  hat  man  nun 

F(h,  9)  q=  0  .  (1  -h  A^)  (14-  Ä,)  .  .  . 

Aus  der  Gleichung  ian{(pn  +  i  —      =  Vi  —  W  ««^t  ttbri- 

prens  hervor,  dass  bei  klein  gewordenen  JCn  naheau  + 1  —  9«  —  9»» 
also  jede  folgende  Amplitude  beiläufig  das  Doppelte  ihrer  Vorgän- 
gerin sein  muss.  Genau  findet  diese  Beziehung  im  Falle  9?  =  |jr 
statt;  es  ist  dann  fpi  =  ;r,  9)3  =  2ä,  g)a  =  4;r,  .  .  .  mithin 

2"  2 

und 

Itc)  =      .  (1  H-  äO(1  +  Aj2)(1  -\-ki)  

Der  Vergleich  mit  der  vorigen  i'ormel  giebt 

und  hieraus  erhellt  die  analytische  Bedeutung  von  O. 

Besonders  elegant  gestaltet  sidi  diese  Berechnungsmethode,  wenn 

man  sie  auf  das  Integral 

■.    /' ,  -  '  W^^^^,  r) 

anwendet,  welches  kurz        &,  9)  heiusen  möge.  ,  Hier  ist 


«  4.  5»      *  ^         a  -I-  &' 


mithin  bei  «nmaliger  Transformatiou 
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/(«,  6, ,) = i. .  /' 

^  a    a  -\-  b  J 


~  V  VI 


«1 


und  wen^n  zur  Abkürzung 

geseist  wird,  so  gilt  die  einfache  Relation 

/(a,  !>,9)  =  i/(ai,5iyi). 

Um  dieselbe  mehrmals  naeh  einander  anzuwenden,  berechnet  man 

der  Reihe  nach  folgende  Größsen 

a,  =  J(a  -l-d),       6i  =  Vob, 
fl*=i(«i+*i).       6j  =  Va;6j"» 
öa  =  §(«2  -f  i'a  =  Vthki, 


^öW  (opa  —  92)  =  —  tan     ,  .  .  . 
und  erhält,  bis  o«,       9»  gehend, 


/(«.  6.  9)  =  ^./(o..  bn,  9.)  =  J -j;^ 


Nach  dem  Früheren  ist  lAmhn  =  0,  d.  h.  im  vorliegeuden  Falle 
Lim^  1  —  (^y=0  mithin  i'*"*^  =  1; 

die  Grössen  a„  und  b„  convergiren  also  gegen  eine  gemeinschaftliche 

Grenze,  welche  das  aritlimctisch-geometrische  Mittel  aus  a 
und  h  genannt  wird.  Bezeichnet  man  dasselbe  mit  c,  so  ist  bei  un- 
endlich wachsenden  n 


2"  J  2"c  c 

und  naeh  dem  Vorigen 


9^ 

2« 


0 


Digitized  by  Google 


302  r)ie  elliptischen  Integrale. 

wo  0  wiederum  den  Grenswerth  des  Quotienten  q>n  :  2"  bedeutet. 
Im  speciellen  Falle  fp  =:\9  wird  O  =  mitbin 

Als  Beispiel  diene  die  Berecliuung  des  Integrales 


6 

welches  für  die  auseinandergesetzte  Methode  insofern  ungünstig  ist» 
als  a  und  h  bedeutend  difleriren.    Man  hat 


a 

25.0000000. 

h 

7,0000000; 

Ol 

1 

16,0000000, 

fh 

13,2287506; 

14,6143783, 

14,5485431; 

(h 

14,6814607, 

14,5814235; 

14,5814421  = 

14,5814421  =  c; 

—  600  O'O". 

9 

:•  250  52' 19"  87, 

<3Pi 

=    850  52' 19"  8' 

^  —  g)i  =   85»  0'41"2S,       <p,  r=r  170*53'  1"  10, 
^3  -  g),  =  1700  65' 26"  47.      9«  =  841048' 27"  67, 
—  g)8  =  34 10  48' 27"  72,       gj^  =  6830 36' 56"  29, 

\(p^  T=  42*>56'  9"  93, 
ig)2  =  42ö43'15"27, 
19,  =  420  43' 33"  46, 
J^94  =  420  43' 33"  46, 

^  =  arc  420  43' 33"  456  =  0,7457087, 

1  N  0,7457087 
/(25,  7,  ijr)  =  =  0,0511409. 

Das  iiach  der  ersten  Methode  gerechnete  Beiqiiel  liefert  hieraa  die 
Probe;  es  ist  nämlich 

/(25,  7,  \n)  =  =  0,04  .  1,278522  0,05114088. 

Bei  denselben  Werthen  von  a  und  b  erhält  mau  für  q>  = 

^     ,     X  a«  1,5707963  r.^^m^^^^ 

/(25,  l,in)  =  ^=  u,58U421  =  «>.">77267. 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  26  der  Werth  von  F(^,  |Ä) 
=  2,6931425  herleiten  lässt 
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in.  Die  Lande n'sche  Substitution  für  Integrale 

zweiter  Art. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  erwähnte  Substitution 

fant  =  ' — TZ  r— , 

p  +  eoB2a 

aus  welcher  die  nachstehenden  drei  Gleichungen  folgen: 

i>  +  0082(0 
cost  =  ,>      ^  , 

Vi  +•  2pca82to  +  . 

Vi  -        ^ ^  +  . 

Vi  -I-  2pcos2c)  -\-  jj« 

lüflst  sieb  auch  su^  elliptisobe  Integrale  sweiter  Art  anwenden  und 
fuhrt  dann  wu  gleichfalls  bemerkenswerthen  Resultaten. 

Benutzt  man  nämlich  die  angegehone  Substitution  ssur  Trans- 
formation der  rechten  Seite  folgender  Gleichung 

r 

^(P*  ^)  +  P^mt  =     {Vi  —  p'^m^T  -f  pco8T)äTt 


so  erhält  man 

0> 


'  N    .         .  ^    /'  l   -\-  PC0S2G}  - 

7  Vi  +  2jpeoa2ai  + 


2       fa  +p(l-.2«m«fl0^^^ 


wobei  wie  früher 

_  2VJ) 

gesetzt  worden  ist.  Für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 
kann  man  schreiben 


(i+p)Vi  -«««i»«ö>  +  (1  -p),y'  \  ■  A^«» 

Vi  —  q^^smr&J 
=  (1  +1))         w)  -i-  (1  -p)F(q,  0)), 
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und  damit  gelangt  man  an  der  Formel 

24)   E{p,  t)  +  P9hit  =  (1  +p)  JS7(«, »)  +  (1  -j>)^'Ö, «). 

Wegen         ca)  =r  1(1  -f-  p)  F(p,  t)  ist  femer 

iS(i>,     ^  psinz  =  (1  -\-p)E(q,  m)  -f  1(1  -p^)F(p,  t) 

oder 

26)  1(1  — p«)F(p.»)  =^jB(JP,  t)  -  (1  +p)-B(«,fi>)  +  l>fiM»if. 

and  liierin  liegt  der  Sats,  dass  jedes  elliptische  Integral  erster  €hit- 
tnng  durch  zwei  elliptiRche  Integrale  zweiter  Gattung  ausgedrückt 
werden  kann. 

Div  obiiren  Formeln  f^csiattcn  ganz  ahnlirlic  Anwendungen  wie 
dir  frülu'ivn  oinfaclien  Relationen  22)  nnd  28):  nian  benntzt  sie  ent- 
weder, um  den  Modnlns  eines  ellij)tisehen  InteLjrales  zweiter  Art 
successiv  zu  vergrössern  und  zugleich  die  Am])litude  zu  verkleinern, 
oder  um  den  Modulus  zu  verkleinern  und  die  Amplitude  zu  ver« 
grossem. 

Wir  wollen  dieses  Verfahren  ^x^  dem  allgemeineren  Integrale 


r 


J  Vi  —  p^HnH 


zeigen,  welches  aus  elHptisclien  Integralen  erster  und  zweiter  Ai-t 
besteht,  falls  A  und  irgendwelche  Constanten  bedeuten.  Transfor- 
mirt  mau  uämlich  die  ideutische  Gleichuug 

P  )  Vi  —  p««in»ir 

mittelst  der  vorhin  erwähnten  Substitution  und  berücksichtigt  hier- 
bei die  Relation 

psin^%  —  eostVl  —  p^sin'^x  =  —  eo82o  =  2^>(9  —  1, 
80  erhält  man 

Durch  EinfÜhrang  der  Abkürzimgen 

26)  'l-J  =  'l..      •^  =  **. 

wird  hieraus 
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Ol 


Das  Integral  r^hter  Hand  liat  wieder  die  Form  von  6f  und  möge 
mit  6^(9, 10)  beaeicjmet  werden,  um  gleichzeitig  anaudeuten,  dass 
A|  and  fC|  an  die  Stellen  yon  A  und  fi  getreten  sind.  Zufolgtt  der 
Gleiohnng 

27)  f)  =  + 

ist  nun  das  Integral  6^  auf 'ein  anderes  derselben  Art  reducirt,  wel- 
ches einen  grösseren  Modnlus  g  und '  eine  kleinere  Amplitude  o  be- 
sitit  Wendet  man  diese  Reduction  mehrmals  nach  einander  auf 
das  Integral 


/l/T 


^   1/1  —  Ä5««fn«9 

an,  so  erhält  mau  die  folgende  Reihe  der  Gleichungen 

2 


und  hierin  wird  man  so  weit  gehen,  bis  mit  hinreichender  Genauig- 
keit jtti  =  1  gesetat  werden  darf.   Der  Werth  von      ist  dann 

J        eo8W  ^ 
0  ^ 

und  hieraus  lassen  sich  rOckwfirts  mittelst  der  obigen  Formeln  Q-m-^ü 
Q-n—ii .  .  *  6Hf  ^  herleiten.  Die  zur  AusffÜirung  dieses  Gedankens 
erforderlichen  kleinen  Rechnungen  tibergehen  wir,  weil  die  gleich 
SU  erwähnende  sweite  Methode  bequemere  Formeln  liefert. 

Aus  den  Gleichungen  26)  und  27)  folgt  umgekehrt 

e^iia. =  4^  [(^(p.  t:)  -  lih^t^, 

Denkt  man  sieh  Ai  und  fii  gegeben,  etwa  Ai  s=:  a,  fi^  =  ^,  und* 
liai-aus  k  =         =  ßi  hergeleitet,  schreibt  man  ferner  Q-  fftr  die 

SchlOmilob,  Analyiia.  II.  20 
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nunmehr  primitive  Function  Gi  und  ersetzt  demnaoh  die  abgeleitete 
Function  G  durch       lo  hat  man 

uai  damit  ist  das  Integral  <r  auf  ein  anderes  zurückgeführt, 
welches  einen  kleineren  Modulug  p  und  eine  grössere  Amplitude  r 
besitzt.  Diese  Relation  gestattet  eine  mehrmalige  Anwendung,  in- 
dem man  aus  der  Glei^chung 

i  OL  -\-  ßsin^w  - 
die  folgenden  Gleidiungen  herleitet 

in  denen  h\y  k^,  .  •  di^  abnehmenden  Moduli,  q)i,  <Pi,^.  .  die 
wachsenden  Amplituden  und  oci,  a^,  .  .  ß^,  ßq ,  *  •  *  Grössen  be- 
zeichnen, welche  durch  die  Formeln 

«1  =  0  +  i/J.  A 


bestimmt  werden.  Denkt  man  sich  die  vorigen  Gleichungen  bis  ö„ 
fortgesetzt,  so  lässt  sich  (t  durch  (r«  ausdrücken,  und  zwar  ge- 
schieht dies  am  einfachsten,  wenn  man  jene  Gleichungen  mit  den 
entsprechenden  Factoren 

1  -f  1  -I-  All    1  -f  feg 

2     '        2      '    •  2     *  *  *  '  * 
multiplicirt  und  die  Producte  addirt.   Dies  giebt 

2      '2*2*"*  2" 

1  |i  +  h  ^  .      ,  i     h  i  +  ha  , 

-sj— 2  ß^^^^i  +      2  2     ft^'*^»  + 

.   1  +  ^-i    1  4-  A;,    l+hnn      .  \ 
 H  2  2  2~'^^*^''*'^*j 

und  darin  ist 


Digitized  by  Google 


•Die  elliptischen  Integrale.  307 

Q-n^  f      +  ßnSin^q) 
/  Vi  —  kisin^ip 

a  A  ^1  ^2       •  •  •  Äji 

=  ^  2«  

Wird  nun  n  so  gross  genommen,  dass  j;.  mit  hinreichender  Genauigw 
keit  für  N1l^  g^ten  darf^  so  ist  um  so  mehr      ss  0,  mithin 

0 


i  .-f  Äi   1  -f-  Ä2   i  A-  h      1  +  Ä„ 

2  2  2  2 


=  «,.(1  +  Ä,)(l  -f  Ä-O (1  +  Ä,)  .  .  .  (1  +  Ä^) 

folglich  ist  genau  für  u  =  oo,  wenn  wie  früher  Lim—  mit  be- 

*  ^ 

zeichnet  und  £«mffff  =  A  gesetzt  wird, 

G  =  AO(l-f   

Zur  Abkürzung  der  für  6f  gefundenen  Formel  bemerken  wir  erstens, 
dass  c&(l  4-  Ä;,)  (1  -j-Ä:,)  .  .  .  =  F(Ä;,  <p)  ist,  und  dass  zweitens  aus 
den  Gleichungen 


die  nachstehenden  folgen 

ia.fe.~.2^  ij_ifc.-^ 

Nach  allen  diesen  BemerknngMi  zosammen  ergiebt  sich  zur  Berech- 
nong  von  G-  folgende  Vorschrift:  man  berechne  zunächst  die  abneh- 
menden ModoH  nnd  die  wachsenden  Amplituden  mittelst  der  For- 
meln 

20* 
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tan((pi  —  <p)=  Vi  —  A;2  tantp^  tan((p2  —  q)i)  =  Vl  — kfiantpu-' 
■0  ist  Bohliesslich 

28)  r  «  4-  /ism-'y  ^ 

•     =  F(k,  <p)[a  +  i/^(l  -I-       -f  Ihk,  -I-  i/TiA-.Äa  +  •••)}. 

—      |iVÄ?i«fn9?j  -|-  iVkiki  sinq)i  -\-  l  Vki    k^  sin (p^  +  .  .  .j. 

Für  ci  =  1 ,  ß  =  —  A  -  (  i  liält  maii  sofort  eine  Formel  zur  Berech- 
nung von  jt^(k,  (f) ,  nämlich 

29)  E(k,  9)      F(*,     {l  -         +1»,  +         +.  .  .  .)} 

Im  speoiellen  Falle  tp  wird  ()Pi  =  ?r,  (p^  =  27r,  q)^  =  An 

ete.f  mithin  einfache 

30)  E(k,\%)=..F{k,l«)[l^\k^\'\-\kt-\-\kih^  -f  •••)}• 
Nach  diesen  Vorschriften  läset  sich  auch  das  integral 

herechnen,  wobei  das  arithmetisch -geometrii^che  Mittel  zwisclieii  a 
und  wieder  benutzt  werden  kann.  Es  sind  dann  folgende  Grössen 
zu  bestimmen 

to«(9>,  —  9)= -^^ang?,     tofi(9^  — yj  =  ^to«^,,  

und  wenn  LimOn  ==  JWwft,  =  c.  Xim(9>»  :  2«)  =  «  gesetst  wird, 
so,  ergiebt  sich 
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0 

=      ja-i  -  (a-  b)a,[l  +  \kikt  +  i^iÄ^*^  +  •  •  Oj 

+  V2(a  — 6)ai  |il/Ä^«my,  +  i  y^iM^Ämy,  +  } 

und  iqpeoieller  &x  ^^\n 

ö 

beispielweise  sei,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  «  =  25,  6  ==  7;  aui 
den  doi-t  berechneten  Werthen  von  «i,       a,,      etc.  erhält  man 
*,  =  0,6626000.      1*1       =  0,2812600, 
*,  =  0,0948122,      \k^k2     =  0,0133330, 
=  0,0022575 ,      p-,  A;,  Tc^  =  0,0000151 , 
*4  =  0,0000013 ,     ^Ä, . .  jfe^  =  0,0000000 , 
'    \Vk[     ,  «»Vi  =  4-  0,3740272, 
\Vkikf    8tfi9>,  =  -j-  0,0091474, 
i  Vä-1  hi     sin<p:i  =  —  0,0004282, 


^  Vä;i..A;4  «in 94  =  —  0,0000005, 


Ijr 


V26^C0629>  +  'i^sin^fp       =  22,0^1387, 

IT 


/ 


y26^cos^g)  4-  7^siu-^(p  dtp  —  27,lb3bb2. 


IHeaes  Beispiel  zeigt,  dass,  selbst  bei  ungünstigen  Verhältnissen swi* 
sehen  a  und  2»,  die  Bectification  eines  läUpsenbogens  weit  leichter 
naoh  der  vorigen  Methode  als  nach  den  Formeln  anf  Seite  388  des 
ersten  Theiles  ausgeführt  werden  kann.  Bei  den  imgegebenen  Zahl- 
werthen  ist  nämlich  die  numerisehe  Ezoentricitat  <  =  8  wenig  Yon 
der  Einheit  yersehieden,  und  in  Folge  davon  convergiren  die  nach 
Potenien  von  b  fortschreitenden  Reihen  so  laugsam,  dass  man  we* 
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nigstens  50  Cilitder  derselben  summireu  luüsbte,  um  6  richtige  Deci- 
malstellen  zu  erhalten. 

Auf  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lässt  sich  die  Lan- 
de n'ßche  Substitution  zwar  gleichfalls  anwenden,  führt  aber  dabei 
zu  complicirten  und  praktisch  nicht  brauchbaren  Foi*melu.  Die  Ent- 
wiokelimg  derselben  können  wir  \im  so  eher  übergehen,  als  sich 
später  zeigen  wird,  dass  die  Integrale  dritter  Art,  welche  Functionen 
dreier  Variabelen  darstellen,  auf  gewisse  Functionen  zweier  Varia- 
belen  zurftckfülirbar  sind  *). 


IV.  Relhenfid^twlokelmigen  für  die  Integrale  erster 

und  zweiter  Art. 

'  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  Eutwickelnng  der  voll- 
ständigen Integrale        |«),  Eik,l3t)  und  bezeidinen  dieselben 

kurz  mit  K  und  E. 

a.  Entwickelt  man  in  der  Gleichung 

den  Factor  von  dtp  mittelst  des  binomischen  Satzes  und  integrirt 
dann  die  einzelnen  Be^ienglieder  unter  Anwendung  der  Formel 

r  7        1  .  a  .  ö  .  .  .  (2n—  1)  7C 

J      ^  ^  ^  =    2.4.6....(2n)    •  2  ' 

0 

so  erhält  man  angenblicklich 


*)  Die  Arbeiten  von  John  Landen,  nadi  welchem  die  besproehene 
Substitution  genannt  wird,  stehen  in  den  FbUooophi^tsl  Traniaetioiw  Ton  den 

Jahren  1771  und  1775,  sowie  in  den  Matbematical  Memoirs  vom  Jahre  1780. 
Die  snccessive  Transformation  der  elliptischen  Integrale  zeigte  Lagrange  in 
den  Meiiioires  de  l'Academie  a  Turin,  1784  und  1785,  Tonio  II,  woran  sich 
die  weitere  Ausführung  von  Legendre  im  Traite  des  fonctions  elliiitiques, 
Tome  I,  Cbap-  XVII.  bis  XIX.  anacbliesst.  Das  arithmetisch -geonatrische 
Mittel  hat  Gauss  eingefahrt  in  der  berohmten  Abhandlung:  Determinatiu 
attractionis  etc^  Commentat.  sodet.  reg.  Gotting,  reo.  VoL  IV,  1820.  Ueber 
die  geomotrisohe  Bedeutung  der  Landen'sohen  SidMÜlatfon  TergL  Jacebi, 
Extrait  d'une  lettre  a  M.  Hermite,  Crolle's  Journal,  Bd.  82,  S.  176,  sowie 
Küpper,  Demonstration  g^ometriqne  etc,  Croiie's  Joum.,  Bd.  55, 'S.  89. 
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">'  =  ff'  +  (i)""  +  (l^)*"  +  &f77l)'-+-l- 

Zur  Entwickeluiig  von  E  kann  man  entweder-  auf  analoge 

Weise  verfahren  oder  auch  die  auf  Seite  296  bewiesene  Relation 
öFjk,  (p)  __      1      f        y)  —  il  —  k^)F{k,  y)  ksinfpco8<p\ 
dk      ~  l  —  k^  \  k  J(k,  9)  J 

benutzen,  welche  für  9  =:=  |s  übergeht  in 

34)  .  E=(l-k^)(Ki- 

Aus  der  öchon  bekannten  Eeihe  für  K  folgt  dann 

35)  ^  =  jr-ijTV  j-ijnre)  5-'-t 

b.  Etwas  rascher  convergirende  Reihen  erhält  man  dadurch, 
dass  man  erst  mittelst  der  Landen' sehen  Substitution  den  Moduhis 
verkleinert  und  dann  die  ßeiheuentwickelung  vornimmt.  Nun  ist, 
wenn   

1c,  =  1  -  yilLi',    to(yi  -  9>)  =  1^1  -  kHanq^ 
1  +  Vi  —  k^ 

gesetzt  wird,  ' 

i'(A,«p)=^-j^J'(*..9'.) 

und  fOr  9  =  |x 

mithin,  wenn  l^(Ä:i,  |:r)  nach  Potenzen  von  Ä^i  entwickelt  wird, 

,=  'Jl±M|,  +  (i)V.H-(lJ)V  +  I- 

Mit  J5  kann  nfan  ähnlich  verfahren,  doch  ißt  es  kürzer,  erst 
die  Gleichung  34)  so  zu  transformiren,  daBS  A^i  an  die  Stelle  von  k 
tritt,  und  dann  die  Bntwickelung  in  Nro.  86)  anzuwMiden.  Äan 

hat  nun 

ferner  durch  Substitution  des  Werthes  von  fc  in  die  Gleichung 
Ar  B 

1  +  Äfi  \1  +  0*1/ 
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hieraus  folgt  nach  Nro.  36) 

wobei  der  Coeüticient  von  X^i"  ist: 

/l  .  3  .  5  .  .  .  (2n— 1)V 

1  — 

Eraetst  man  in  Nro.  37)  den  Factor  1  —  kt  durch  - — j— ~  und 

1  -f-  Äj 

multiplicirt  die  Reihe  mit  1  —       so  wird 

Dies  giebt  aragleicb  eine  Formel  fftr  die  Länge  des  Quadranten  öner 
aus  den  Halbaehsen  a  und  h  construirten  Ellipse;  f^r 

a.  a  +  6 

und  durch  beiderseitige  Multiplioation  mit  a  erh&lt  man  nämlich 


ö 

ff    a  -\-  h 

Um  über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  Keihen  ein  Ur- 
theil  zu  gewinnen,  wollen  w-ir  wenigstens  bei  einer  derselben  unter- 
suchen, wie  viel  Glieder  zur  Erreichung  einer  vorgeschriebenen  Gre- 
naaigkeit  berechnet  werden  müs.<en.  Bezeichnen  wir  die  n  ersten 
Glieder  der  Keihe  in  Nro.  33)  mit  M^,  «i,  «s,  .  .  .  «m^i  und  den 
Rest  mit  J?n,  so  haben  wir 

.*=fC-AT^M'+(l^)'"+  1- 

Bei  einigermaassen  bedeutenden  n  ist  nun  annäherungsweis  (TheilL, 
Seite  237) 

/l  .  3  .  5  .  .  .  (2ft>-l)Y_  2 

V2  .  4  .  6  (2«)  (2n  +  1)JF  * 

2n  +  1  _  2n  +  3  _ 

2n  +  2  ~  ^'       2^^  ~  ' 
also  nahezu  '  ' 
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SoU  nun  die  Reohnung  auf  d  Decimalen  genau  werden,  so  mvm 

<C  ~j  sein,  folglich  ?i  der  Bedingung 


oder 


(2«tH-l)(l^t») 
I<y(2N  + 1)  +  «  .  %(p)  >  *  +  Jog(~-p) 


genUgen,  woraus  man  n  durch  Versuohe  leieht  findet.  Hiernach  ist 
fear  k  Tss  ^  und  bei  ei^er  Genauigkeit  von  6  Deeimalen  n  so  zu  wäh- 
len, dass 

log(2n  -f  1)  +  n  .  0,19882  >  6,4437 

und  hierzu  gehört  mindestens  die  Gliederzahl  n  =  25.  Aehiiliche 
Betrachtungen  gelten  für  die  übrigen  Tleihen,  und  man  ersieht  dar- 
aus, duBs  die  vorigen  Formeln  nur  bei  kleijieu  k  praktischen  Werth 
besitzen. 

c.  Um  Reihenentwickelun gfen  zu  erhalten,  die  für  grosse,  d.  h. 
der  Einheit  nahe  kommende  k  eine  leichte  Berechnung  von  K  und 
E  gestatten,  schicken  wir  eine  Erörterung  über  gewisse  bestimmte 
Integrale  voraus. 

In  der  Gleichung  -  « 


^    1  +  a^/pj 


bezeichne  W  den  noch  unbekannten  Werth  des  rechts  stehenden  In- 
tegrales; man  erhält  dann  durch  beiderseitige  Differentiation  in 
Beziehung  auf  ß,  welche  hier  aus  nahe  liegenden  Grflnden  erlaubt 
ist, 


0 

mithin  umgekehrt 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  W  Ter- 
scfawindet,  wenn  ß  =  0  wird;  es  ist  folgUeh  Consf«  —  1»  und 
vermöge  der  urspr&nglichen  Bedeutung  Ton  W 
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j  1  +  a  \  «  y 


0 

Durch  Substitution  von 


folgt  weiter 


woiiu  Belbstverständlich  s  ein  echter  Bruch  sein^usB.  Schreibt  mau 
stfttt  dieser  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

de 


^    1  sin  Odo     _  _j  ?r    f*  1_ 


0  0» 

8()  kann  man  Ixidr  Integrale  leicht  in  convergirendr  Kcilien  ent- 
wickeln, die  naih  Potenzen  von  s  fortschreiten.    Die  Yergleichuug 
der  Coefücieüteu  von  t**  giebt  dann 
1, 


und  dui'ch  AuBfülu'uiig  der  auf  z  bezüglicheu  Integration 


J  9in^*e .  l8h 


40)  J  Sin^'^e  ,ismede 

2        2. 4.. .(2«)     i  1^2  ^  2n( 

Die  Formel  3d)  läset  sich  feiner  wegen  der  idcntiedieu  Glei- 
chung 


1  _ 


folgendermaassen  darstellen 


J  1  —.S^sin^&        «2  *  Vi      «2      4     \i  — Vi  — 


oder  auch 
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?g       2^  r_i^^ede  r  du 

l/l  _  £2      «7^1  —  62si»«ö  ~"  ,    7  1  —  (1  -  f2),*a* 

Wir  setzen  hierin  €  s  multipliciren  beiderfieits  mit  dtp  und 

integriren  swisohen  den  Grenzten  9)  =s  0  bis  9>  =       es  ist  dann 


h'Aü  erbte  Integral  liuker  Haud  zerfällt  in 


^   Vi  —  Ä;»fii«»y      /  Vi  —  Ä;3wn8y  . 

^  Vi  —  JcHiny^ 

das  nächste  Doppelintegral  wird  bei  umgekehrter  Asordnnng  der 
Integrationen  za 

-  /  IsinbdB  I  , 


cos«  9)  +  (1  —  Ä*fifn'ö)5«n»9 


l  sinO  dB 


^   Vi  —  k^ain^e  ' 


wobei  die  Formel  9)  anf  Seite  409  des  ersten  Theils  augewendet 
worden  ist.  Im  letzten  Doppelint cgTal  giebt  die  umgekelirte  An- 
<>rduung  der  Integrationen  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 

=  £  t  -  ^  fM  r 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  Vi  —  A:«  mit  Ä;'  und  Jt^A;',  Jar)  mit 
K\  so  haben  wir  nach  allen  gemachten  Bemerknngen 
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sin  0(10      ^       ^  y# 


IMe  beiden  hier  yorkommenden  Integrale  sind  gleich,  weil  auf  den 
IntegratioDsbiiehstaben  nicfatB  ankommt;  es  folgt  daher 

.  41)  f =  -  \Klk  -  i«JI'. 

•  /  Vi  —  k*tm*e         •  * 

und  umlog,  wenn  if  fBr  it  gesetst  wird, 

' ,  ^^^^^^    =  ^  jirij^  - 

Diese  Uleichuiig  hi  es,  welche  bei  grossen  k  also  kleinen  zur 
Berechnung  von  K  dienen  kann.   Schreibt  man  nftmlich 


WVUJ 


so  hat  mau  erstens  nach  Nro.  33) 

|r = ■ + +  (H)V.  +  (i^;)V.  + . . , 

_  1 

femor  kann  man  (\  s  'm^O)  ^  mittelst  des  binomisclieii  Satzes 
entwickeln  und  die  einielnen  Reihenglieder  nach  Formel  40)  inte* 
griren ;  als  Beeultat  der  angedeuteten  Operationen  findet  sich 

'«  -='(F)+a)"[<i)-']*- 

t(H)'[<j)--A]- 

^  V2  .  4  ,  6/  l\k')      *      3.4  5.6j 

+  

Hieraus  entspringt  folgende  Vorschrift.   Mittelst  der  Formeln 


«0 


=  ^{jj)^     «4  =  «•  —  1, 


2 


«*  =  «2  —  o  ■    »  '    ^  =       —  ,    «(g  =:  fff  — 


3.4'"^  *       5.6''  •  7.8 


berechne  mau  succettäiv  die  Grössen  ag,  (X^,  etc.,  welche,  beiläufig, 
g^esagt,  gegen  die  Grenze  l  {j^  couyergii*en;  nachher  hat  man 
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48)     K=«,  +  (I)'«.*''  +  (i7|)'«4*^«  +  ...... 

Um  die  entsprechende  Formel  ffSa  E  za  erhalten,  transformiren 
wir  erst  die  Gleichung  34)  so,  datw  an  die  Stelle  von  k  tritt. 
Nun  ist 

^  =  (,-*.)(;r  +  A|f:||) 

und  daraus  wird,  wenn  für  k  sein  Werth  Vi  —  Ä/^  gesetzt  wird. 
Auf  die  Gleichung  42)  angewendet,  giebt  diese  Relation 

")  *='  +  |[<p)-rn]'" 
,  +aTl)'iK?)-'-nT-r^]- 

+  

und  daraus  entspringt  folgende  Vorschrift.    Mittelst  der  Formeln 

berechne  man  die  GrSssen  ß^^  ß^,  etc.,  welche  gegen  die  Grenie 
'(f}  oenrergiren;  ea  iet  dann 

*  (s^W-  +  

Beispielweis  nehmen  wir  k  =  U,  also  =  ^,  die  Werthe  von 
/i2,  ßii  etc.  sind  in  diesem  Falle 

=  2,1592  6004,          =  1,5759  2671,  =  1,45926004, 

1,4080  6956,     /Si«  =  l»d79X  0131 ,  ft,  =  1,3604 1444, 
und  liefern  weiter 
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1=1 


ly  ^ß^k'*  =0,00181622 


( _ 

(iri)  1^'*^'  =0,00008241 

E  =2  1,0865  4646. 

Dnreh  Multiplication  mit  26  ergiebt  sich  hieraus  die  Lftnge  des 
QuadnmieB  einer  aus  den  Halbacluen  25  und  7  eonstmhien  £Uipse 
=r  27,163662,  ftbereinstiiiiinend  mit  dem  auf  S^te  809  gefundenen 

Zahlwerthe  *). 

d.  Um  nun  auch  die  unyollst&ndigen  Integrale  jP(A',  q>)  imd 
JS(k,  q))  in  unendliche  Reihen  8U  yerwandehi,  Betzen  wir  aun&chst 

1  _  Vi  —  1^1. 

=  kl  oder  k  = 


1  +  Vi  -  .  1  +*i 

und  erhalten 


Vi  —  k^8in'^g> 


Vl4-2*Ji«)«2qp-|-fc* 

worin,  wie  gewöhnlich,  i  —  V —  1  ißt.  Die  hier  vorkommenden 
Potenzen  vom  Grade  —  ^  lassen  Bich  nach  dem  binomischen  Satze 
in  Reihen  entwickeln,  welche  auch  dann  noch  convergiren,  wenn 
man  deren  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduoirt.   Jene  Rei- 


*)  Die  in  Abachn.  a.  entwickdfeen  Reihen  ftoden  sich  sohon  in  Enler's 

Werken;  die  Formeln  42)  und  44)  sind  znent  von  Legendre  nacii  einem 
nicht  hinreichend  genauen  Verfahren  abgeleitet  worden  in  den  M^moires  de 

l'Aoadeniie,  1780,  patr.  fi30  und  im  Traite  des  fonct.  oUipt.  Tome  I,  p.  65. 
Den  obigen  Beweis  hat  der  Verfasser  gegeben  in  der  Zeitscbr.  f.  Matliem« 
und  Pliys.  Jahrg.  2,  8.  49. 
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hen  dürfen  daher  ohne  Weiteres  miteinander  miiltipli<ärfe  werden 
und  liefern  ein  Product,  welches  unter  Anwendung  der  Formel 

die  folgende  Gestalt  annimmt 

46)      y  =00  —  02  cos  2  9  +  «4  cosiip  —  Ofi  cos  6    -|"  • '  • 

Die  Goefficienten  üq,  ^2,  04,  etc.  sind  selbst  wieder  unendliche  Rei- 
hen, und  zwar 

«.=(i+A,)(i+(iy*.  +  (i_|)V+  ) 

U.  8.  W. 

Wie  man  aus  Nro.  36)  ersieht,  kann  man  (Iq  kürzer  durch 

ausdrücken,  und  ea  ist  daher  su,  erwarten,  dass  auch  (hi  ^49  otc.  auf 
vollständige  elliptische  Integrale  zurückföhrhar  sein  werden.  In  der 
That  hätte  sich  schon  rascher  aus  der  Gleichung  46)  hestimmen 
lassen;  multiplicirt  man  nämlich  letztere  mit  dq>  und  intßgrirt  zwi- 
schen q>  ^  0  und  iqp  =       so  bleibt  nichts  weiter  übrig,  als 


dtp  n 


^   Vi  —  &««m»9)  2 

woraus  für  Oq  derselbe  Werth  wie  Torhin  folgt.  Multiplicirt  man 
femer  die  Gleichung  46)  mit  2cos^9>,  zerlegt  rechter  Hand  jedes 
doppelH  Cosinusproduct  in  die  Summe  s¥reier  Cosinus,  setzt  dann 
noch  den  Factor  dtp  hinzu  und  integrirt  wie  Torhin,  so  ergiebt 
rieh 

kn 


/C082tpdq>   ^  3r 


2 

mithin  umgekehrt  wegen  C082tp  s=z  1  —  2sin*ip 


^71 


02  —  —  I  ^,  dw  =  —{2 — TT  AI« 

«  /  Vi  —  lb««fn«<p  «  l      *'  ) 

Ueborhaupt  kann  mau  auf  ähnliche  Weise  a^n  durch  das  bestimmte 
Int^al 
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attsdrficken,  jedoch  würde  die  yöUige  independente  Entwickelnng- 
desselben  ziemlieh  weitlftnfig  ensfalleii.  Es  ist  deswegen  besser,  die 
Coefficient«n  a^,  a^,  etc.  auf  die  vorigen  zurückzuführen,  wozu  fol- 
gende Fiemerkungen  dienen  werden. 

Durch  Differentiation  der  Gleicliung  46)  ergiebt  sich 

=  2<h9in2(p  —  4<i4  8tii49  -|-  ßoeMttÖ^)  —  •  •  • 

diese  (ileichung  multipliciren  wir  mit 

und  zerlegen  rechter  Hand  die  doppelten  Producte  aus  Sinne  nnd 
Coeinus  in  Snmmen  Je  zweier  Sinne;  wird  hierbei  znr  Abkftrsüng 

gesetzt,  so  ist  das  gehörig  augeordnete  Product 

2  sin  2  q)  ^    x  .  « 

^7__  =  (2Xa.-4a.)m2^ 

+  (202  —  4Aai  +  6at)9m4q> 
—  (4a4  —  6Aag  8as)eifi6^ 
-j-  (6a«  —  aXog  +  10aio)«t^89> 


Andererseits  erhält  man  direct  aus  Nro.  46)  durch  Muli;i||lication 
mit  2  8in2<p 

Kl  —  ft'Mf»*9 

+  (Oi— %)«<«49  —  (og  — a4)«i»69> 

+  («10  —  a«)»in8g)  —  •  .  • 
mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin2(p 

2ciü  —  a^  =  2la'2  —  40^  oder  da^  =  2(Aa2 — öj) 
nnd  durch  Vergleichung  der  Coe£&oienien  Ton  9in{m  —  2) 9,  wobei 
m  eM>:gMredu  Zahl  >>  4  ■ein  .mqgg, 

(w—  l)a^  =^  (m  —  2)10^-1  —  (m  —  3)a»-4i.  ' 
Zur  Berechnung  der  Grössen     ,     ,  04  etc.  dienen  also  folgende- 
Formeln 
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•  5        '      ^  —         y.  •     B.  w. 

Multiplicirt  man  non  die  Gleichung  46)  mit  d<p  und  integrirt 
von  9>  =  0  bis  9  =  9>,  8o  gelangt  man  zu  der  Entwickeluiig 

47)  F(k,  (p)  ==  ao(p  —  |a^st«  2  9;  f      sm4g)  —  Jag  sin  6  9?  -|  

Nach  einem  völlig  analogen  Verfahren  lässt  sich  E{k,fp)  in 
eine  Üeihe  von  ähnlicher  Form  verwandeln.    Aus  der  Gleichung 

erhält  man  zunächst  nuttebit  des  binomischen  Satzes  eine  Kntwicke- 
Inng  von  der  Form 

48)  Vi  —  Iz'^sin^ip  =zhQ-\-h2eos2(p  —  b^cos^ip^h^eo9^fp  

worin  sich  die  beiden  ersten  Coefficienten  wie  frfiher  bestimmen  las- 
sen.   Es  ist  nämlich 

\n  

Vi  —  k*gm*ipdip  =  ba^  oder  bf  =  —E; 


ß 


femer 


2  /  Vi  —  k^sin^ip  .  eos2(pd<p  =  b^* 


mithin 


5» 

hi=s  ^     Vi  —  k^8in^(p{\^2sin'^(p)d(p 

und  durch  Reduction  dieses  Integrales 

4    (2  — &2)J7—  2(1— *«)JC 
 Tk^  

Multiplicirt  man  femer  den  Bifferentialquotienten  der  Gleichung  48) 
mit  k  +  2coB2ip,  so  erhält  man  linker  Hand  denselben  Ausdruck, 
als  wenn  man  in  Kro.  48)  beiderseits ,  den  Factor  2sk^2^p  zusetzt; 
die  Vergleichnng  der  CoeffideiKtefn  in  den  so  entstehenden  Reihen 
giebt 

6ft4  =  2(A&2  — &o) 

und  für  j(ides  gerade  w  ^  4 

Scblömilcb,  Analysis.  Ii.  21 
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(m4-l)fe«  =  (w  — 2)U„-2  —  (m  — Ö)l>«-4. 
Zur  Berechnung  der  Gröben  bo,  ht  eUt.  dienen  hiemaeli  folgende 

Formeln 


•  4Ui^:J^  6Ai,,,-3l,. 

0«    y  »  "8  g  » 

und  nun  ergiebt  sich  aus  Nro.  48)  durch  Multiplication  mit  äfp  und 

Integration  von  9)  =  0  bis  <)P  =  ^ 

49)  jE;(A-,9))  =  h^(p  +  |?^iSm2<3P  —  }b4«fn4qp  -f  \hsin^q>  

Will  man  für  einen  und  denselhen  Modulus  gleichzeitig  F{k,(p) 
und  £(kffp)  berechnen,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  Coefficienten  ?>oi 
badete,  aus  «o,  0-2,  etc.  herzuleiten.  Die  hierzu  nöthigen  Reduc- 
tionsformeln  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  durch  l^ifierentia- 
tion  von  Nro.  48)  erhaltene  Gleichung 

^'^"^^ =  2bi8in2w  —  4648^49)  H  .. 

Vi  —  Ä««wHg> 

mit  der  früheren  Entwickelung 

2sinj>y      =(2flo^a4)sm2y  -  (o, -fl«)«tii49J  + 

Vi  —  *»«<»»9 

vergleicht,  indem  man  die  erste  mit  4,  die  iweite  mit  muItipH« 
drt;  es  findet  sich  zunächst 

1^2(2  00- a4) 

und  für  jedes  gerade  m  2 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  Nro.  49)>  so  kann  das  Besnltat  in 
folgende  BechnungsvoxsidiTift  gekleidet  werden:  man  bestimme  die 
Grössen  0^,      C4,  etc.  mittelst  der  FcMrmeln 

-  ^  —  aap  ~ 


*  •  •  • 


^   «  6     •   »4  —  «a 

 ^8  »  Ä=  j-  ,  U,  8.  W. 


9 


OB  ist  dann 

60)  E(k,.^)z=CQ  +  i^H<^^29>  — ^^49>  +  <%<tn6^  •) 

Um  au  aeigen,  in  wie  weit  diese  Formeln  praktisch  anwendbar 
sind,  wollen  wir  nach  denselben  den  Fall  A;  =  ||,  (p  z=  behan- 
deln. Es  ist  dann 
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144 

,  IT  =  2,6931426i   E  = 

1,0865466 ; 

«0 

0,6366  IT 

1,71451; 

V 

0,69172 

flj* 

1,4898  JT 

->     2,7631  E 

1,01018; 

r 

0,74899 

«4 

1,8999  JT 

—     4,3109  JE7 

0,48306: 

0,06034 

0« 

2,6632  K 

—  6,4131 

0.20468 

0,00922 

«8 

3,9852  jr 

—  9,7851 

0,10125 

0,00239 

OlO 

6,2188  jS: 

—    15,3675  £ 

0,05143 

F                      J  V 

0,00075 

<Slt 

9,9700  Jf 

—   24,6887  E 

0,02658 

0,00026 

»14 

1 6,276  JT 

—   40,831  E 

0,01390 

0,00010 

«Ifi 

20,910  ä: 

—    66,697  i; 

0,00733 

»          Cl6  = 

0,00004 

44,911  ÜT 

—  111,321  E 

0,00388 

0,00002 

75,49$  iC 

—  187,134 

0,00205; 

0,00001 

127,63  K 

—  816,87  E 

0,00105; 

<li4 

216,77  JT 

—  637,35  JE? 

0,00049; 

l^)  =  1,27853;    E(M,  i«)  =  0,88326. 


'  Die  Coefficienten  o©,  ag,  etc.  sind  hier  vollständig  durch  Kund  E 
ausgedrückt  worden  (was  für  gewöhnlich  überflüssig  ist),  weil  da- 
durch ersichtlich  wird,  dass  der  Coefficient  a,„  die  Form  pK  —  qE 
hat,  worin  J>,  g  rasph  wachsen.  Will  man  daher  eine  erhebliche  Ge- 
nauigkeit erreichen,  so  muss  man  yorher  K  und  E  sehr  scharf,  d.  h. 
^  anf  nngefthr  12  Decimalen  bestimmt  haben  und  selbstverständlich  • 
weit  m^  Reihenglieder  berechnen,  als  hier  geschehen  ist.  Aus  die- 
sen Bemerkungen  geht  jrar  Genüge  herror,  dass  die  Formehi  47)  und 
60)  nur  «nen  theoretischen  Werth  besitsen*). 

Für  die  e11iptis<dien  Integrale  dritte  Art  lassen  neh  vwttt  Sei- 
heu  von  ähnlicher  Gestalt  entwickeln,  jedoch  sind  die  darin  vor- 
kommenden Coefficienten  von  so  complicirtem  Ban,  dass  die  betref- 
fenden Reihen  keinen  Nutzen  gewähren. 


•)  Die  oben  abgeleiteten  Formeln  stimmen  im  WeseiMlieiMii  mit  den  TOtt 
Legendre  im  Traite  des  fonct.  ellipt.  CJhap.  34  gegebenen  uberda,  nur  find 
sie  hier  einfacher  darge8teltt  worden. 


21* 
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V.  Das  Additionstheorem  für  die  Iirtegfale 

erster  Art.  .  , 

Aus  den  Elementen  der  Integralrechnung  weiRs  man ,  dass  sich 
die  Integrale  echt  j^ebioclieiier  rationaler  Functionen  durch  Loga- 
rithmen und  Kreisbögen  ausdrücken  lassen,  und  dasB  die  Integrale 
irrationaler  Functionen,  falls  letztere  nur  ein  Hadical  von  der  Form 
y«  4-  ft«  +  ex*  enthalte«,  gleichfalls  auf  jene  einfachen  Funeti( - 
non  zorückkoxiimen.   Steigt  aber  die  unter  der  Quadratwurzel  ste- 
hende Grösse  auf  den  dritten  oder  vierten  Grad,  so  reichen  die  frü- 
heren Integrationsmittel  nicht  mehr  aus,  und  die  Beduction  fährt 
dann  auf  die  drei  elliptischen  Integrale,  welche  demnach  den  Loga- 
rithmen und  Kreisbögen  gewissermaassen  verwandt  sind  und  sich  iß 
der  That  bei  verschwindendem' Modulus  auf  jene  Functionen  redu- 
ciren.    Man  kann  daher  sagen,  dass  die  Logarithmen,  die  cydome- 
trischen  Functionen  und  die  elliptischen  Integrale  ÖBre  gemeinsame 
Quelle  in  der  Integralrechnung  haben,  denn  wenn  auch  die  beiden 
ersten  Functionen  nicht  schon  aus  der  Algebra  und  Trigonometrie 
bekannt  wären,  so  würde  man  durch  die  Integralrechnung  genöthigt 
worden  sein,  Integrale  von  den  Formen 

T  X 

SU  betrachten  und  irgendwie  su  benennen.  Ffir  die  vorliegenden 
Functionen  gelten  nun  beikaonilich  die  Gleichungen 

Ix      Jy  =  l(xij),  - 

arcsinx  -|-  arcsiny  =  arcsm{xVl  —     +  y  Vi  —  «0»  - 

sie  haben  also  die  Eigenschaft  gemein,  dass  swei  mit  verschiedenen 
Argumenten  x  und  y  versehene  Functionen  derselben  Art  zu  einer 
Function  der  nämlibhen  Art  vereinigt  werden  können ,  deren  Argu- 
ment nadi  einer  bestimmten  Regel  aus  x  und  y  zusammengesetzt  ist. 
Allgemein  ausgedrückt,  heisst  dies,  sowohl  iurf{x)  —  ]x  als  für 
f(x)  =  arcsinx  besteht  eine  (ileichung  von  der  Foim 

worin  s  auf  gewisse  Weise  von  X  und  y  abhängt.  Bei  der  Ver- 
wandtschaft zwisehen  den  eben  genannten  Functionen  und  den  ellip- 
tischen Integralen  läset  sich  erwarten,  dass  fOr  letztere  ähnliche  Re- 
lationen bestehen  werden,  und  es  ist  dann  zu  untersuchen,  Wie  in 


t 
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dieBem  Falle  M  von  »  und  y  abhängt  Bevor  wir  dazu  übergeheiif 
wollen  wir  erst  die  beiden  einfachen  Falle  /(«)  =  l»  und  /(x)  = 
aresinx  betrachten,  um  an  diesen  das  nöthige  Yerfahi-en  aoseinander 
SU  setzen. 

Wir  denken  uns  die  Function  J(x)  düüuirt  durch  die  Gleichung 

X 

61)  /(«)  =  fll 

1 

und  stellen  die  Aui'gabe>    so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 
52)  -    fix)  +  /(y)  =  (1 

crlüllt  wild,  in  welclic'i-  0  irgend  eine  (Joiibtantr  hcztuciinet.  Uurcii 
Diiferentiatiou  folgt  zunächst  vermöge  der  Bedeutung  von  / 

oder 

63)  ifdx  +  xd^  =  ü;  ' 

mithin  ist  durch  Integration 

J* ydx  -j-     »dy  Ä  ernst. 

Wendet  man  aui'  jedes  dieser  Integrale  die  theilweise  Integration  an,' 
so  erhält  man 

r  •• 

d.  i.  wegen  Nro.  58) 

2  a?»/  ==  eamt,  oder  =•<?. 
Dem  uruprünglichcn  Sinne  der  Aufgabe  eutspriclit  also  die  Lösung 

im  specoellen  Falle  x=l  verschwindet  f(x),  daraus  folgt  C  =  /((^ 
mithin  ist  auch 

./(*)  +  /(^)  =/(«)• 

c ' 

Beachtet  mau  noch,  dass  c  und  ebenso  —  jeden  beliebigen  Werth  ha- 

X 

beu  kann ,  so  darf  man  —  mit  irgend  einem  Buchstaben,  hIsu  auch 

X 

BÜt  y  beMMhiien,  woraus  e  =  xp  folgt.  Die  nimmdirige  Olmoliniig 
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drückt  in  der  That  die  Fttiid»mentaleigen«clialt  dea  Logarithmus 
ans  und  ist  bier  ledigUob  aus  der  Iniegnadefiniticoi  in  51)  iier- 

geleiiet. 

Es  Bei  sweitene 

und  wiederum  die  Gleichuug  52)  zu  erfüUeui  die  Differentiation  . 
giebt  daim 

oier     

V 1  —     .  da;  +  Vi  —  «3  .  cZ^  =  ü, 

mithin 

J yJ~Zr^  ',dx  -{-  J*Vl  —     .      =  cotisU 
Bei  tiieilweisor  Integration  ist  femer 

mithiu  durch  Addition 

Wegen  Nro.  54)  Terschwindet  das  Integral  nnd  es  bleibt  einfMslier 

«Vi— y2  4_  2^  Vi  —       =  C, 

womit  nun  die  Bedingung  gefunden  isti  unten  welcher  die  Relation 
/(«)+ /(y)  =  C  besteht.   Für  «  =  0  wird  y  =  c, /(O)  =±  0  und 
C=3/(c)also 

/(»)  +/fe)=/(c). 
Da  c  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  so  kann  man  schliess- 
lich auch  z  für  c  .schreibeTi  und  sagen,  die  Gleichung /(»)  + /(y) 
^/(^)  M^t  unter  der  Bedingung 

womit  das  Additionstheorem  für  /(o;)  =  orcstii  analytisch  abge- 
leitet ist.- 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Function 
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56)  •  =/^^_|L_= 

in  folgendei*  W«8e  anwenden.   Wenn  simttchBt 
56)  ^  Ax)+m=^C 

sein  soll,  so  giebt  die  Differentiation 

^  V(l  — x«)  (1  -  k'^x^)  V(1-3,2)(1-ä;V) 

oder   

58)   V(l  -         -  /cays») .  dx  -f  1/(1  -         -  =  ^• 

Diese  Gleiehnng  dividiren  wir  durch  1  —  k'^x^y^  und  integriren; 
68  i«t  also  

")  /"^"nsy" "  ^/""  rrisy  •''  = - 

Mittelst  theil weiser  Integration  findet  sich  leioht,  wen»  aar 

Abkürzung 

mHx^  4-  y')  -  (1  +    (1 4-  ^'^'y')\  ^  :o  2feW 

gesetzt  wirdj   ^  . 

Die  entsprechende  Transformation  für  das  zweite  Integral  in 
Nro.  59)  ergiebt  sich  hierauö  durch  gegenseitige  Vertauschung  von 
X  und  dabei  ändern  sich  aber  die  symmetrischen  Functionen  P  und 
Q  nicht,  mithin  ist  

__  r__=££L=  -  r üV(i-«*)a-^'«^')<^y- 

Nacli  Substitution  dieser  Ausdrücke  verwandelt  sich  die  Glei- 
chung ü9)  in  

gVTi  -  jf«)(i  ^^'0  +  y  V(i — y'-J(i  -  ^'^') 

^lV(T:ra,«)(i_fcsa,«)  ^  V(i-jr*)(i-*V)J 
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d.  i.,  weil  nach  Nro.  57)  und  58)  die  beiden  Integrale  verachwinden, 

Diese  (xleicliuntr  tspricht  die  Bedingung  aus ,  unter  wclclier 
f(x)  -\-  f{y)  =  C  ist.  Für  x  —  0  giebt  sie  y  =  c,  und  da  gleich- 
zeitig/(O)  =  0  ist,  so  bleibt  C  —  /(c),  mithin  enthält  Nro.  60)  die 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung 

Schreibt  man  endlich  H  statt  der  willküliriichen  Urööse  c,  so  hat 
man  den  Satz:  wenn 

_  .  1(1  -  y ')  (1  -  ^•^y»)  -f  y  1^(1  --a?^)(l  - k'^x^) 

genommen  wird,  so  ist 

f  ,     /  dl, 


J  \/(l-ir0(l-/^M 

Für  «  =  Sfn9>,  y  =  «m^,  »  =  «tn^tf  erhalt  dieser  Satz  fol- 
gende Foi^:  wenn  , 

1   sing)  cos  ip  Jjip)  +  sintcos(p^((p) 

1  —  Ä2fiin2  9>s«»3^ 

genommen  wird,  so  ist 

F{h,q>)      F(k,if)  =  F(k,ö). 

Zufolge  dieses  sogenannten  A  dditionstheorenies  bissen  sich 
zwei  mit  gleichem  Modulus  und  verschiedenen  Amplituden  verselieue 
elliptische  Inte^aale  erster  Ai't  zu  einem  einzigen  Integrale  gleicher 
Art  zusammenziehen. 

Bei  der  fundamentalen  Bedeutung  dieses  Theoremes  ist  vielleicht 
ein  zweiter  Beweif?  desselben  nicht  überflüssig,  welcher  darauf  hin- 
auskommt, das  Integral  t 

62)  f-j=Jl===.^F(Kn) 

dnroh  Einftdirnng  einer  neuen  Variabelen  zu  transformiren.  Setzt 
man  nämlieh 


63)  cos^  cos  Yi  —  sinß  sinr^  Vi  —  k^sin^t  =  cosf, 
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80  eiitspriclit  der  unteren  (ireuze  rj  =  0  der  Weiili  ^  =  und 
wenn  rj  =  cc  geworden  ist ,  so  hat  i  eiueu  Werth  y  angenommtiu» 
welcher  aus  der  Gleichung 

64)  eosßeoaa  —  sinßsma  l/l  ~ib««t»«y  =  coay 

SU  berechnen  ist    Um  femer  dfj  durch  dt  aussudrftcken,  könnte 

man  17'  aus  der  Gleichung  03)  entwickeln  und  dann  difTcrenziren ; 
rascher  führt  die  Bemerkung  zum  Ziele,  dass  die  Gleichung  G3)  auch 
unter  den  beiden  Formen 


<j5).        cöaieaaß     sintsmßVl—h^sm^n  = 
66)  eost  costi  +  sin  t  sin  rj  Vl-^fe^sin^ß  =  eosß 

dargestellt  werden  kann.  Man  überzeugt  sich  hiervon  Iciclit,  wenn 
man  dit'  (ileiclumgen  (i4),  65)  und  66)  rutional  macht;  weil  aber 
dabei  die  Vorzeichon  der  Radicale  verloren  gehen,  so  bedarf  die 
Itichtigkeit  dieser  Vorzeichen  eines  besonderen  Nachweises.  Nun 
geht  die  (ileichung  63)  für  Ä:  =  0  in  cos(ß  -|-  1^)  =  cos^  über, 
daraus  folgt  cos(t  —  ß)  =^  cosri  und  cos(t,  —  yi)  =■  cosß\  dasselbe 
geben  auch  die  Gleichungen  65)  und  (56)  für  Ä  =  0,  woraus  die 
Richtigkeit  der  gewählten  Yorseichen  erhellt.  Durch  Differentiation 
der  Gleichung  66)  wird  nun,  wenn  wir  das  vorkommende  Radical  für 
den  Augenblick  mit  B  bezeichnen, 

ißcosrisini — 9inricosl)dYi  =  (cosr^sint  —  Bsmil  cost)ät^ 
icrner  giebt  die  Substitution  des  aus  Nro.  66)  genommenen  Werthes 
von  B 

coüßcosii — c^«£  ,  cotfJ?  —  cosßcost-f, 
 -.  ati  =  r-z  »fc 

d.  L  nach  Nro.  63)  und  65) 


8inß  Vl  —  k^  siii^i  ti I?  =  mnfi  V  1  —    sin- d{ 

oder 

_^  dri   dt 

Vi  —  k^sm^fi      Vi  — 

Substituiren  wir  dies  in  Nro.  62)  oder,  was  Dasselbe  ist,  inte« 
griren  wir  die  yorstehende  Glddiung  mit  der  Rüeksiebt,  dass  den 

Grenzen  rj  ~  0  und  7^  =  «  die  Grenzen  t  ^  fi  und  5  =  y  ent- 
sprechen, 80  erhalten  wir 

tc  y  y  ß 

rjLL-  f'JL-  rJL-  /JL 

.  0  p  0  u 

d.  i.  ^(k,a)  =  F(k,y)  —  F(k,ß),  wobei  die  Amjjdituden  ^ß,y 
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an  die  Gleichung  64)  gebunden  sind.    Indem  wir  iiudi  (p,  ip,  o  liii 
y  schreiben,  erhalten  wir  den  Satz,  dass  dif  Gleichung 

stattfindet,  sobald  die  Amplituden  9,  if,  6  der  Bediogung 
67)  .  mfpwiff  ^  9in^Bmi^d(6)^  C0S6 

genügen,  welche  dem  Früheren  analog  aueh  unter  den  Formen 

i  cos (3  cos  (p  4-  sino  sinq)  ^(tif)  =:  cos4\ 
I  Cosa  cos ^  -j-  sinösiniif  ^(q))  =  cos(p 
daigestellt  werden  kann.   Eliminirt  man  Cösö  aus  den  beiden  leis- 
ten Gleiohnngen,  so  ergiebt  sich 

^^.^^^  cos'y  —  eoB^ip  

eastpsinif  ^((p)  —  cosifsintp^iilf) 
oder,  wenn  Zählt  r  und  Nenner  mit  coa  (p  aiuil^  ^(9)  +  cosilf  sintp^itij) 
multiplicii*t  werden, 

69)  Altitf  —         coat  ^{t)  +  sin  t  cosq)  J(q>) 

^  1— Ä2s,n»ystii«^ 

was  mit  Nro.  61)  übereinstimmt. 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  68)  erhfilt 
man  femer 

^  008  (p  cosip  —  81  )i  (p  sint  ^{9) 
und  aus  Nro.  .67) 

'r^\  At^\      ^ (9^)         —     shi q)  coa (p  sin tp  cos 

  l-t»rti.«y«m«»  • 

endlich  alä  Quotient  von  69)  und  70) 

72)  tan0  =  ^^^^^^ -^W  +  ^^^^^^W  . 

1  —  tan<p  tan ^  ^{(p)  ^ (^) 

Die  letzte  Formel  bietet  die  meiste  Bequemlichkeit  für  die 
numerische  Berechnung  Ton  Bestimmt  man  nlbnlich  zwei  Hülfs- 
winkel  ip'  und  mittelst  der  Formeb  tofi9>'  =  tanip^i{^)  und 
tmif'  z=i  tanif^(ipX  so  wird  sehr  einÜEUsh  tf  =  9'  + 

Eilten  bemerkenswerthen  speciellen  Fall  des  Additionstheoremes 
liefert  die  Annahme    =s  }jr,  nämlich 

I   F(Ä%9)  4- i''(Ä,V)  =  i^(*,i«)i 
die  beiden,  den  Amplituden  9>  und  i»  entsprechenden  elliptischen 
Integrale  ergänaen  sich  dann  aum  ToUstindigen  Integrale  S, 


70)  0086  ,         ^,  a 
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Revor  wir  die  Folgerungen  erörtern,  welche  sicli  an  die  Addition 
der  elliptiBclien  Integrale  knüpfen,  wollen  wir  noch  einige  später 
brauchbare  Combinationen  der  obigen  Formehi  entwickeln.  Klimi- 
nirt  man  nämlich  COS0  au8  Nro.  67)  und  der  zweiten  Crieiobung  in 
Nro.  63)t  80  erbÄlt  man 

...   HWty  cosrl>  ^  (6)  +  cos  (p  sin  ijf 

«intf 

auf  gleiche  Weise  geben  Nro.  67)  und  die  erste  Gleichung  in  Nro.  68) 

folglicli  ist 
74)         .  j 

Die  Subtraction  der  elliptißchen  Integrale  ißt  leicht  auf  die 
Addition  zurückzuführen,  indem  mau  ^  negativ  nimmt  und  die  Re- 
lation Fß,-^  tf^)=  —  F(k,  t)  beachtet.  Schreibt  mau  gleichzeitig 
V  statt  Ö,  80  hat  man  den  Satz,  dasa  die  (Tleiclumg 

unter  der  Bedingung 

.  '   9ki<p  cosilf^jt)  —  sinjf  CQgy  ^(y) 

*****  "~  1  —  k'^sin'^cp  sin^if 

stattliudet.  i"  ür  die  Formeln  70),  71)  und  72)  ti'eteu  analoge  Ver- 
änderungen ein. 

Die  Multiplication  der  elliptisohen  Integrale  läset  sich  als 
mne  BncoeBsive  Addition  derselben  auffassen  und  demgemäss  ausfuh- 
ren. Im  "einfachsten  Falle  giebt  das  Addiiionstheorem,  wenn  ^  =?  9 
genommen  und  9t  fiär  6.  geaetzt  wird, 

F(fc,^)  =  2jF(*,9) 
-wobei  (p2  aus  einer  der  Foilneln 

2 sin<p  cos (p  ^((p)  1  —  2  sin'^(p  -\-  k- sin^ qp 

ZU  bestimmen  ist.  Bezeichnet  iemer  9«  diejenige  Amplitude,  welche 
der  Gleidiong 

F(jb .  9,) = 3      ,  9) = F(k ,  9»)  +  JX»»  9) 
entspricht,  so  ist 

sin  q}2C0S(p  ^(tp)  -\-  sin  (p  cos  92  ^ (92) 
^  1  —  k"^  sin'^  (pi  sin  9 
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und  durch  Sobstitution  der  vorigen  Werthe 

 (4(1  —k-  sin-     rüH'^(f,  —  (1  —  /.  -  sin^  (p)'^]  sin  (p 

«^•9»  —k^Mn^^)-  —       (1  —  k^sin-(p)  cos'q.  sin^q)' 

Wie  man  auf  diesem  Wege  weiter  gehen  kann  erlieUt  von  si^lbst. 
Um  aber  complicii-tc  Ausdrücke  vermeiden,  wollen  wir  uoeh  eine 
Abkürzung  des  Verfahrens  erwähnen.  Wenn  die  drei  Amplituden 
9n-u  9nf  9«+i  den  Gleichungen 

F(k,  9),-0  =  (n  - 1)  F(Jfe,  9), 
^   F(A-,<p„)  =«F(A-,<)P), 

Fik,q),.^0  ^  0*  +  i; FC*,  9>) 
genügen  «ollen,  so  ist  gleichzeitig 

und  durch  Zuwendung  des  Additions-,  sowie  des  Subtraetionstheo- 
remes  findet  man  hieraus 

■    .  2  ^J(qj)cos(p  6in(p„ 

^m-r*  7-    *      l  —     stn^cp  sm^<Pn 

,  2cosq)cosWn 

Der  Quotient  beider  Gleichungen  ist 

ian\((pn  +  i  f  <p„-a)  =  ^/i<p)tan<pn, 

und  nach  dieser  Formel  lassen  sich,  wenn  man  von  (po  =  0  und 
=  q)  ausgeht,  der  Reihe  nach  (p2,  cpi,  (pi,  etc.  leicht  berechnen. 
Die  Division  der  elliptischen  Integrale  folgt  aus  deren  Mul- 
tiplicatioui  sobald  mau  der  Gleichung  Fik,  (pm)  =  m  F{k^  (p)  die  um-» 

gekehrte  Form  F(fc,  (p)  ==  —FQc,  (p^)  eriheilt  und  dabei  (fm  als  be- 

kanut,  97  als  unbekannt  ansielit.  Bezeichnet  ^  den  g^pebenen  Werth 
von  fpmt  80  entspricht  z.  B.  der  Gleichung  • 

F(*,y)  =  iF(*.^) 
die  Bedingung  ' 

worin  zur  Abkürzung  die  Unbekannte  sitl  q)  z=z  x  gesetzt  worden  ist. 
Wie  man  sieht,  erfordert  die  Bestimmung  von  (p  immer  die  Aufiö'« 
sung  einer  algebraischen  Gleichung  höheren  Grades. 

Das  Mttltiplicationstheorem  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen, 
unter  weklier  die  allgemeinere  Gleichung 
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best^t,  worin  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Denkt 
man  sich  nämlich  ein  drittes  elliptisches  Integral  J^(ib,  19)  als  ge- 
meinschaftUohen  Werth  beider  Seiten  der  obigen  Gleichung,  so  folgt 
ans  pFQß^ip)  =  F(h,ai)  eine  Bedingungsgleichnng  zwischen  tp 
und  c»,  andererseits  giebt  iF(k,  if)  =  F(k,  a)  eine  Bedingungsglei- 
chnng awischen  iff  und  «;  endlich  ffibrt  die  Elimination  von  e>  aiis 
den  erwähnten  beiden  Gleichvngen  zu  der  gesuchten  Belation  zwi- 
schen 9  und-^« 

Das  Gesammtresnltat  dieser  Untersuchung  besteht  in  folgendem 
Satze:  wenn  r,  S,  t,  etc.  beliebige  positive  oder  ne^^ativc  rationale 
Zahlen,  (p,  )[,  etc.  gegebene  Anipiitiuloii  bezeichnen,  so  lüsst  sicli 
das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende  Aggregat 

rF(k,(p)  +  sFik;^)  -f  tF(k,x)  +  •  •  • 
in  ein  einziges  elliptisches  Integral  zusammenziehen,  dessen  Modulus 
wiederum  k  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  algebraische  Operatio- 
nen aus  9,  if,  X,  etc.  abgeleitet  werden  kann*). 

VI.  Die  Additionstheoreme  für  lutegrale  zweiter 

i|nd  dritter  Art. 

Bei  den  folgenden  Erörterungen  setzen  wir  immer  voraus,  dass 
zwisdien  den  drei  Amplituden  fp,  if,  ^  die  Gleichung 

bestehe,  worin  6  als  eine  gegebene  Grösse,  d.h.  als  eine  willkubr- 

liche  Constiinte  betrachtet  werden  möge;  nach  dem  Früheren  gelten 
dann  die  Gleichungen 


*)  Dia  Differenlialgteichung  57),  wonmf  die  ganze  obig«  Untennchung 

benilit,  wurde  zuerst  von  Eiiler  in  den  Institutioncs  calculi  integralis,  Vol.  I, 
Sectio  2,  Cap.  6  mittelst  eines  Verfahrens  integrirt,  welches  der  Hauptsache 
nach  mit  dem  in  Thl.  I,  §  109  benutzten  übereinstimmt.  Eine  andere  Methode 
zeigte  Lagrange  in  der  Theorie  des  fonctions,  §.79.  Das  hier  anjjewendete 
sehr  elegante  Verfahren  wurde  von  Liuuvilie  aus  den  Papieren  von  8 türm 
mitgetbeilt  in  den  Comptes  rendas  de  rAcademie,  1856,  Nro.  81.  Hintlelit- 
lieh  geometrischer  Constractionen  des  Addidonsttieoreines  verweisen  wir  auf 
§  81'  and  88  der  Thtorie  des  fonctions  von  Lagrange  und  auf  eine  Abband' 
lung  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  376,  deren  Graadgedanke  von 
Hichelot  in  Crelle'd  Journ.,  Bd.  38,  S.  353  weiter  ausgeführt  worden  ist. 
Eine  vollständige  Darstellung  der  beiden  letzti-n  Arbeiten  giebt  Du  rege  im 
11.  Abschu.  seiner  Theorie  der  elliptischen  Fuuctioueii. 


« 
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und  es  entsteht  min  die  Frage,  ob  unter  diesen  Umständen  die  Sura- 
men £{k,(p)      E(l:,i')  und  Ti^ik^tp)  -|-  n^{k^ilf)  eine  der  vorige« 
&bnliche  Zusammeiiziehung  gestatten. 
Setsen  wir  fur  Abkürzung 

fl  =  £(if,9)  +  i?(*,^), 
flo  fiAgt  dnrek.DiffBrMitiation 

und  zu  dieser  Gleichung  addiren  wir  die  aus  Nro.  76)  iiiessende 
Gleichung 

wodurch  entsteht 

d8  =  +  (d(p  -h  dpy 

Zufolge  der  ersten  Formel  in  Nro.  74)  ist  dies  soviel  wie 

oder,  wenn  für  den  Augenblick  tp      i\>  z=i  %  gesetzt  wird, 

dS  s=  — -— —  smi dr- 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

8tn(5     ^  *        •  s/wö  '  ^'^ 

Die  Integrationsconstante  C  bestimmt  'sich  durch  die  Speciali- 
Birung  9  =:  0;  in  diesem  Falle  wird  ^  =:  ,  E()i,fp)  =  0,  E(k^ilt) 
=  E(k,6)  und  iS  ==  E(k,0),  mitbin 

J?(&,ö)==^^ti(C-co«ö) 

und  durch  Subtraction  dieser  Gleicliung  von  der  vorigen 

oder 

1  4.  ^(0) 

fif  =  E(k,6)  4*  — ■■7-—'(co8ö'^co8q>€oa^  +  8mq>8in^). 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  wegen  Uro.  7b)  C08 6  ^^Cos^  cosilf 
=  —  sintp  sinilf  ^J(6)  ist,  so  erhält  man 

oder  endlich  vermöge  der  .Werthe  von  8  und  ^(o) 

77)         J5(Ä,  9)  +  E(k,  Ii;)  ^  -^(A-,  ö)  -|-    sing»  «1»^  «in«. 
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Dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Art. 
Man  kann  hierans  gana  ahnUehe  'Conseqnenien  liehen  wie  ans  dem 
früheren  Additionstiieoreme,  jedoeh  sind  dieselben  nicht  so  wichtig, 
dass  sie  vollständig  entwickelt  werden  mflssten;  das  Bemerkenswert 
there  dayon  wird  überdies  im  nftchsten  Abschnitte  Torkommen. 

b«  Üni  auch  für  die  elliptischen  Integrale  ^dritter  Art»  welche  mit 


bezeichnet  werden  mögen,  das  entsprediende  Additionstheorem  zu 
finden,  setzen  wir 

Ä  =  iI<i(Ä,Ä;,9)  +  /7o(Ä,*.^) 
und  erhalten  aunichst  • 

dip       -    '  d^ 

^^^0  +  Ä»f»»9)z;(^    (1  +  hM^ii)J{if) 

wofür  wegen 

dik    dq> 

geschrieben  werden  kann 

h  {sin'^  tp  —  sin^  g>)  d<p 


dS^ 


Andererseits  ist,  wenn  wie  früher  6  als  Gonstante  angesehen  wird, 
^f(<p)dq>  -^^(if)dilf  =  k*8m6d(8inq>8int) 

und  unter  Benutzung  der  vorletzten  Kelation 

Für  dSo  ergiebt  sich  hiemach 

hsin  0  d(sin  (p  sin  tp) 


1  +  h(srn-(p  -\-  sin^ip)  -\-  h*8in^q)  sin'-ip 
oder,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird, 

hsin0dq 

Um  noch  jp  durch  9  auszudrücken  benutien  wir  die  (Gleichung 

=  CM  9  009  ^ «ti^  9»  39n^  ^(0) 

und  ziehen  daraus 

[cosö  +  a ^(ö)]*  =  Cös2 (JP  cös^  1^  =  (1  —  sm^^)) (1  —  M'n^^) 


Digitized  by  Google 


386  Die  lelliptischen  Integrale.  >^ 

mithin 

Diesen  Wertli  substituiren  wir  in  die  Formel  für  dSo  und  füh- 
ren dabei  folj^rende  Abkiii zuiigen  eiti 

^  =  1  -I-  hsin^Oj  ß  =  h^(6)cos6,  0  =  h(h  +  k^sin^C), 

M  =  h»m6\ 

es  wird  dann 

mithin  (iurcii  Integration 

Die  Constante  bestimmt  sieh  durch  die  Specialisirnng  9)  =  0, 
welche  giebt  ^  =  «l,  q  =  0,  £^  ==  i7o(A,jb,<f)  nnd 

Eft  ist  demnach 


Mdq 


2Ba  +  Cfl' 

ff 

oder  zufolge  der  Werthe  von  Bq  und  q 
78)  J7,(A,lr.9)  +  i7o(A,*,^)— iIo(*,*,ö)+ 


Mdq 


Hierin  besteht  das  Additionstheorem  fOr  die  Integrale  dritter 
Art.  Es  ist  dabei  die  auf  g  bezügliche  Integration  nicht  ausgeführt 
worden,  weil  sie  verRchiedene  Wertlie  liefert  jenaclidem  AC  — 
positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Zufolge  der  Bedeutungen  von  C 
müssen  hiernach  die  Fälle  unterschieden  werden,  ob  -|-  Ji)(h  4"  Ä*) 
^0,  =  0  oder  <^0  ist,  was  weiter  keine  Schwierigkeiten  hat. 

0.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  den  eigenthümlichen 
Znsammenhang  zwischen  den  Integralen  zweiter  nnd  dritter  Art  eut- 
wickeln.  Beeeichnet  q>  eine  Teranderliphe,  «  eine  constante  Ampli- 
tude, nnd  werden  die  Tariabelen  Amplituden  0  und  %  mittelst  der 
Formeln 

.     ^  8in<peoetc^{a)  j-  Binacos(p  ^(<p) 
1 — k^stn^q)sm*a 
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gtny  Cosa  ^{a)  —  sin  rc  cosqt  ^(<p) 

beBÜmmt,  so  gelten  Enfolge  der  beiden  ersten  Additionstheoreme  die 
vier  CBeichnngdn: 

F(ip)  +  tXa)  =  FW  ,         -  W  =  F(t), 

E((p)  +  E(a)  —  E{ö)  —  +  k*8inip9ht€t8in<5, 
E((p)  —  E{a)  —  E{t)  z=z  —  k'^  sinqj  sinasifiT, 

Die  Differenz  der  beiden  letzten  Gleichungen  ist 

2£(a)  —  JB(ö)  4-  E(t)  =z  k^smip8ina(sm0  +  sint) 

oder -vermöge  der  Wertbe  von  9in6  nnd  9int 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  dem  Factor 

dp         dö  dt 

^)  -  5(5)  - 

nnd  integriren  swiscben  den  Grensen  0  nnd  9>,  weloben  die  Gren- 
zen 0  und  0  nnd  t  entsprechen;  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  erhalten  wir 

«')^<')  -  ä/is- + i/i" 

/h^  sin  a  Cosa  ^(a)  •  sin'^q)  d<p 
(1  —  A;*«m<a«ms^)^(9) 

oder,  weil  in  bestimmten  Integralen  nichts  auf  die  Bezeichnung  der 
Integrationsvariabelen  ankommt, 

79)  mn9)-\J^^ä^-¥\J§§^ä^ 


sina  Cosa         .  sin^fp  dq> 


Das  Integral  rechter  Hand  ist  leicht  durch  ^^0(^*1^19)  auszu- 
drücken nämlich  * 

f__jin^^  _7J.(;a.y)-JXt.y)  4  ^_t.^,„ 

^  (1  —  k'^sin^a$in^(p)  ^(q>)  k'^sin^a  ' 

0 

nnd  nunmehr  zeigt  die  Gleichung  79),  dass  das  Integral  dritter 
Ckittung  auf  die  Integrale 

Sehlömiteli,  Analjraiii  II.  S2 
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snrflekgefiBlirt  werden  kann,  welche  immer  nnr  Fnnoiionen  aweier 
Variabelen  sincl.  Nach  der  jetBijgen  AnBohauungsweiie  betrachtet 
man  nicht  mehr  i7o(A,ft,  9)  fiondem 

als  Normalform  der  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  wobei  h  =r 

—  k'^  sin'^ct^  und  a  der  sogenannte  Winkel  des  Parameters  ist.  Dieser 
Winkel  erhält  zwar  nur  in  doni  Falle  einen  reellen  Werth,  wo  7* 
negativ  und,  seinem  absoluten  Werthe  nach,  kleiner  als  ist,  in- 
dessen hindert  selbst  das  Vorkommen  imaginärer  a  den  Gebrauch 
der  Formel  79)  nicht,  weil  später  gezeigt  werden  wird,  wie  elliptische 
Integrale  mit  imaginären  Amplituden  zu  behandeln  sind. 

Vertausoht  man  in  Nro.  79)  die  Grössen  a  und  (p  gegeneinander, 
80  bleibt  6  nnge&ndert,  dagegen  geht  1;  in  —  t  über,  und  es  wird 
daher 

/k^  sin  tp  eo8q>  ^  {(p)  •  sm^  a  da 
(1  ^^9m^q>9in^a)^(a) 

Femer  ist,  wenn  man  in  dem  von  0  Ijis  —  t  gehenden  Integrale 

—  9  an  die  Stelle  von  qj  treten  läest 

mifhin  ergiebt  sich  als  Differena  von  Nro.  79)  und  der  vorhergehen- 
den Gleichung 

a 

/'fe'gwy        ^(y) .  «n««  da 
(1     h*9in^g)sin''a)  J{a) 

£in  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  lässt  sich  demnach  auf 
ein  anderea  aurückführen ,  worin  die  araprOngliahe  Amplitude  ala 
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Parameterwinkdl  und  der  friüiere  Parameterwiakel  als  Ampütude 
trontommt. 


Im  speciellen  Falle  9  =  |«  wird 


in 
1" 


M\\  neos  ad  (a) .  sin'*-  w  dw 

das  vollständige  elliptiBche  Integral  dritter  iVrt  kann  daher  auf  un- 
vollständige Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  reducirt  wwden*). 


VIL  Die  Reoüfloation  der  LemniBoate,  EUipse 

und  Hyperbel. 

a.  Bezeichnet  wie  gewöhnlich  a  dieHalhaohse  OÄ  einer  Lemnis- 
cate,  r  den  ßadinsvector  OP  eines  Lemniecatonpnnktes  P,  endlidi^ 
e  den  Winkel  AOJP,  so  ist  bekanntlioh 

.  Fig.  88.  •     ,  1/  - 

«lie  Länge  8  des  Bogens  AP  ergieht 
'^«1^  Bioh  hieraus 


0 


Vi— 2sm«Ö* 

und  speciellw  für  die  Länge  q  des  Lemniseatenquadranten 

in 

h  dB 
qzsz  a  I  —  . 

Statt  des  Winkels  6  wollen  wir  einen  anderen  Winkel  einUlh- 
ren,  weldher  hei  det  Oonstruction  der  Gurve  Yorkommt.  Besetreibt 
man  nftmlich  mit  OÄ  als  Halbmesser  aus  0  einen  Sreis,  sieht-  in 
diesem  den  Badins  OM  willkührlich  unter  dem  Winkel  AOM  =  (9, 
nimmt  man  ferner  MN  =  MA  und  ftilt  Ton  N  auf  OA  eine  Senk- 


*)  Jaeobi,  Fnadamenta  nova  theoriae  fimetionain  e]]l|pti«aviimi  pag.  129» 
§.  49  and  |.  6(K 


Digitized  by  Google 


840 


Die  elliptifichen  Integrale. 


rcrlitt',  HO  scluu'idet  letzt«'!'»'  (Ifii  über  OA  als  Durchinesser  r«)iistrnirtoii 
Halbkreis  in  einom  Punkte  für  weltlu'U  OQ  =  a  V'W  2 (i  ist ;  der  zum 
Winkel  fi  gelKirondc  Curvenpunkt  P  (>rgi«^bt  siob  also  dadurch,  dass 
man  auf  OM  die  Strecke  OP  =  OQ  abträgt.  Gleiclizeitig  ist  für 
den  Winkel  u40(^  =  9>,  welcker  die  AmpUtttde  heissen  möge, 


8inip  = 


ÄO 


and  umgekehrt 


smtp. 


Durch  Substitution  dieBeB  Werthes  gehen  die  Formeln  für  s 
und  q  in  die  folgenden  über 


oder 


Hieraus  ist  unmittelhar  ermchtlich,  dass  alle  in  Abschnitt  V  für  die 


Kig.  :}9. 


elliptischen  Integrale  erster  Art  bewie- 
fleneü  Sätse  ohne  Weiteres  auf  Lemnis- 

catenbögen  übertragen  werden  können. 
Sind  z.  B.  zwei  Bögen  Al\  und  AP^ 
durch  ihre  Amplituden  beßtimmt,  so 
lässt  sich  mittelst  des  Additionstheo- 
remes  die  Amplitude  desjenigen  dritten 
Bogens  AP.i  finden,  welcher  gleich  der 
8umme  der  beiden  gegebeneu  Bögen 
ist;  ebenso  leicht  kann  ein  gegebener 
Bogen  A  P  vervielfacht  oder  in  gleiche 
Theile  serlegt  werden.  Als  bemerkens- 
werthen  speciellen  Fall  erwähnen  wir  ikoek  die  Halbirung  des  Qua- 
dranten.  Soll  nftmlioh  a  =  oder 

werden,  so  giebt  die  Formel  73)  für  i^f  ~  (p  und  Ä  =  l/j 

tanfp  =  ]/^2. 

Um  hiernach  den  Mittelpun&t  des  Lemniscatenquadranten  su 
oonstruiren ,  errichtet  man  im  Punkte  A  senkrecht  auf  J.  0  die  Ge- 
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rade  AC  =  Väö  ,AB  und 'Sieht  die  Hypotenuse  0(7,  welche  den 
über  OA  beechriebenen  Halbkreis  in  I)  schneidet;  es  ist  dann  L  A  OD 

die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes.  Der  letztere  ergiebt  nit  li  da- 
durch, dass  man  DE  \\  OB  legt,  den  Kreisbogen  OE  in  i*^  halbirt 
und  auf  dem  Kadius  OF  die  Strecke  0  Gr  =  OD  abträgt. 

b.  Statt  der  gewöhnlichen,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  besoge- 

nep  Gleichung  einer  aus  den  Halbachsen 
Fig.  40.  a  und  b  conatruirten  Ellipse  benutifn 

¥rir  die  beiden  Gleichungen 

• 

welche  einer  bekannten  Construction 
mittelst  des  um-  und  eingeschriebenen 
Kreises  entsprechen.  Die  sogenannte 
Amplitude  <p  des  Ellipsenpunktes  P 
ist  dann  der  Winkel  B'  OP' .  wenn  B' 
denjenigen  Punkt  des  uinK(;liriebenen 
Kreises  bedeutet,  welcher  die  nämliche 
Absei ssc  wie  P  besitzt.  Für  den  vom 
Endpunkte  der  klein«  n  Halbachse  ange- 
rechneten EUipsenbogen  BP  =  s  folgt 
nach  den  obigen  Gleichungen 


eos^tp  -\-  V^am^fp ,  dtp 


oder^  wenn  die  numerische  Excentricität 


a 


=  h 


gesetzt  wird, 


9 


Für  den  Ellipsenquadranten  g  ist  spedeller 

Mittelst  des  Additionstheoremes  för  die  Integrale  «weiter  Art 
Icibst  sich  nun  zu  zwei  gegebenen  EUipsenbögen  BPi  und  BPt  leicht 
ein  dritter  Bogen  BP.,  von  der  Beschaff'enhoit  finden,  dass  atc  BPi 
-f  arc  BPi  —  arc  BP^  ein  algebraischer  Ausdruck  ist.  Besonders 
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elegant  gestaltet  rieb  dieeee  Ergebniss  für  den  Fall,  wo  die  dritte 
Amplitnde  6  genommen  wird,  wo  also  die  Gleiohnng 

81)  tantp  Um4f  =  Tr^=  —  ^ 

stattfindet;  das  Additionstheorem  in  Nro.  77)  lautet  dann 

F(h,(p)  —  [E(k,\Tc)  —  ?:(k,i')]  =  kUincpmiil}, 
oder,  wenn  mit  a  multiplicirt  und     B'OQ;  =     genommen  wird. 


82) 


arc  BP  —  arc  A  Q 


Zu  jedem  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  gerechne- 
ten Ellipsenbogen  läset  sich  also  ein  zweiter,  vom  Endpunkk-  der 


Fig.  41. 


grossen  Halbachse  an  gerechneter  Bo- 
geto  der  Art  finden,  dass  die  Diffe- 
renz beider  Bögen  ein  algebraischer 
Ausdruck  ist.  Um  diese  Verhältnisse 
geometrisch  darzustellen  nimmt  man, 
entsprechend  Nro.  81),  die  Amplitude 
&  0()f  gleich  dem  Winkel  zwischen 
OA  und  der  zum  Punkte  P  gehören- 
den Ellipseunormale  MP\  die  Norman 
len  der  Punkte  P  und  Q  haben  dann 
gleiche  Entfernungen  0  M  —=  0  N 
vom  Mittelpunkte  0,  und  die  Glei- 
chung 82)  wird 


arcBF  —  areAQ  =  OM, 
Setzt  man  noch  spedeller  ^  =  ^  mithin 


Fig.  42. 


so  en  eicht  OJf.sein  Masdmum  a  —  d, 
und  die  Amplitude  bestimmt  dann 
einen  Punkt  C,  für  welchen 

arcBÖ — oreAO  =  «  —  h 

ist.  Der  nämliclie  Punkt  wurde  bereits 
auf  Seite  1 50  des  ersten  Theiles  be- 
sprochen (P  in  Fig.  H5). 

Ah  zweite  Anwendung  des  Addi- 
tionijtheoremos  diene  Aufga1)e ,  ei- 
nen Ellipsenbogen  P  ^  zu  bestimmen, 
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welclicr  der  Hälfte  des  Quadranten  gleichkommt.  Nennen  wir  C  den 
vorhin  ermittelten  EJlipsenpunkt,  für  welchen 

arcBC  —  arcÄC  z=  a — h 

orc  Ä  0  ==  J  (orc  ^      +  o  —  6) 
so  gelten  für  dessen  Amplitude  BfO(f  =  y^e  Formeln 

-'-Vf.  ~r=v^,. 

Femer  mag  (p  die  ionplitude  von  P,  ebenso  ^  die  Amplitude 
von  Q  bedeuten;  wir  wählen»  diese  Winkel  so,  dass  die  .Gleichung 

stattfindet,  wozu  die  Bedingung 

83)  *       cos(pcosilf     sinq)  8inil>  ^(y)  =  cosy 

gehört.  Für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art  gilt  dann  die 
Relation 

E(k,tp)  —  E(k,(p)  =  Eik,y)  —  k^sing>sintlfsiny 
d*  i.  nach  Multiplication  mit  a 

oreBQ  —  areBP  =  arcBÖ  — 8mq>amt8iny 

oder  wegen  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  are  BC 

Soll  der  Bogen     Q  die  Hälfte  des  Quadranten  ausmachen, 

so  muss 

84)  ^^-^^Bin^siuflfsmy  =  i 

sein,  und  nun  führen  die  Gleichungen  88)  und  84)  zur  Bestimmung 
der  Amplituden  q)  und  ^.  Die  letztere  Gleichung  giebt  zufolge  des 
Werthes  von  siny 

sin(psinilJ  =  l9iny\ 
nach  Substitution  hienron  erhalt  man  aus  Nro.  83) 

eosipeoBilf  =  \eosy 

mithin 

—  9)  =  «»  i«  caß(y  —  Jä), 
cö»(^  +  9)  ==  eo9ineo8(y  +  J«), 
0.  Von  einer  Hyperbel  sei  OA  =  a  die  Haupt-«  ÄSssh  die  Ke* 

benhalbachse,  OB  =  -|-  h-  die  lineare  Excentricität  und  CD 
eine  Gerade,  welche  in  der  Entfernung 

00  = 
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parallel  zu  AB  gelegt  ist;  bezeichnet  ferner  P*  die  Projertion  von 
P  sul  OD,  endlich  9  den  Winkel  ÄOJ^,  ao  hat  man  fUr  die  Ordi- 
nate des  Punktes  P 

und  für  die  AbscisBc  findet  bicli  mit- 
telst der  Gleichung  der  Curve 

*      cosfp  V        a*  -4-  M 

Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


so  wird  der  Hyperbelbogen  APss  s  durch  die  Forme] 


8 


7 


CÖ««9  Vi  —  Ä*«t»*9 


ausgedrückt,  wofür  zu  schreiben  ist 


85) 


Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  also  mittelst  der  elliptischen 
Integrale  erster  und  zwMter  Art  rectificiren.  Es  verdient  hierbei 
bemerkt  zu  werden,  dass  di^s  Product  e^(fp)  tanip  die  Entfernung 
des  Goordinatenanfanges  von  der  anm  Hyperbelpunkte  P  gehörenden 
Normale  JfP  darstellt;  ffir  Oüf  s  p  ist  daher 

oder,  wenn  Alles  durch  a  und  k  ausgedrückt  wird, 

Dem  unendlich  entfernten  Hyperbelpunktc  entspricht  der  Werth 
^  =  und  OM  fällt  daun  mit  der  Asymptote  zusammen;  als 
Differenz  zwischen  dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Hyperbelzweige 
AP  und  der  zugehörigen  Asymptote  ergiebt  sich  jetzt  die  endliche 
Grösse 

Lim  (p  —  8)  =  a  £— 

K 

6m  L  yennöge  der  Werthe  von  E  und  JT 
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welches  Resultat  übereinstimmt  mit  Formel  11)  auf  Seite  6bb  des 
ersten  Theilee. 

Sind  qp,  T^,  ö  die  Amplituden  dreier  Hypei'belbögeu  ulP,  A 
AEt  BO  folgt  nach  Nro.  85) 

arcAP  +  arcAQ  —  areAB  =     | F((p)  -f-  FW  —  | 


im  Fall  ^,  ^^'j  0  der  Gleichung 
genügea,  wird  ein&oher 

arcÄP  —  arc  QR 
=  c[^(ip)tan^  +  '^(^)toMi('  —  ^{o)tan6  —    am^p  9in%>  9m6], 

Zu  jedem,  vom  Scheitel  an  gerechneten  Hyperbelbogen  läset  sich 
demnach  ein  zweiter  Bogen  constroiren,  der  von  dem  ersten  um  eine 
algebraische  Grösse  ^ffBrirt.  Denkt  man  sich  9)  ab  gegeben,  ^ 
und  6  dagegen  mittelst  der  Gleichungen 

cos  6  cos  il^  +  six  öshui'  ^{(p)  =^  oosqp 
^{(p)tan(p      ^{rp)tantlf  —  ^(6)tan6.=  k'^  sintp  shiil.'  ainö 
bestimmt,  so  ergiebt  sich  specieller  arcQjR.=  arc  AP.  Ueberhaupt 
können  aus  der  Relation  zwischen  drei  Hyperbelbögen  ähnliche  Con- 
Sequenzen  gezogen  werden  wie  aus  der  Belation  zwischen  drei  Ellip- 
senbögen,  nur  sind  die  Resultate  weniger  einfach. 

Schliesslich  möge  noch  die  Yergleichung  eines  Hyperbelbogens 
mit  zwei  Ellipsenbögen  IRIatz  finden.  Wenn  ki  und  ipi  mittelst  der 
Formeln 

2  Vk 

=  T^Hc'     «»(291  —  9)  =  ^»»V  > 

bestimmt  wei  den ,  so  ist  zufolge  der  Landeu'scheu  TrauBiormation 
(Formel  25) 

(1  —  Ä?8)  ^(A;,  9)  =  2  {  jK(A',  9))  —  (1  +  A;)i!;(Ä^,9J,)  +  Äöi»9  )» 
und  andererseits  nach  Nro.  85) 

 (1  —  h')F(k,  y)      M(k,fp)  +  J(<p)tan(p 

auB  beiden  Cjleichuugen  folgt  dui'ch  Elimination  von  F{kf<p) 

86)  8^^i^F{k,(p)  — 2(1     k)  E(ki,(pi)  +  ^{^)ian(p  +  2fc«if9|. 

Der  Hyperbelbogen  8  läset  sich  also  durch  die  Bögen  zweier  Ellipsen 
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ausdracken,  denn  ente  die  HalbaohBen 


I  =  Va«  -h  6«  und  6 

und  (leren  zweite  die  HalbachseTi 

besitst;  die  Amplituden  der  EllipBenbAgen  sind  ^  nnd  ^i*). 

VIII.  Die  Complanation  der  oentrisclien  Flächen 

zweiten  Oracles. 

Die  (ileichuii^en  der  dnn  aus  don  Halbachs»'n  f/,  6,  c,  cooBtruir** 
ten  centriflcben  Flächen  zweiten  Grades  mögen  sein 


«1 

+ 

+ 

«2 

1, 

C2 

1. 

woför  in  solchen  Fällen  ,  bei  denen  es  keiner  Unterscheidung  der 
einseinen  Fl&chen  bedarf,  kürzer 

Äx^  +  By*  +  C«»  =  1 

geschrieben  werden  soIL   flSenms  folgt 


C         '  ■ 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  allgemeine  Complanationsformel 

substituirt,  so  entsteht 


*)  Die  Vergleichung  der  Lemniscaten-,  Ellipsen-  und  Hyperhelhögen  ist 
i'iiie  Schöpfung  von  Fagnano  Conte  de  Fagnaui;  s.  Metodo  per  misurare 
la  iemniscata  in  dem  Giornale  de  It-tterati  d'Italia,  Venezia  1718,  ferner  des- 
selben Verfassers  Produzione  mathematiche,  T.II,  p.  317  und  336  sowie  Kov& 
aeta  emditoram  a.  1766.  Viel&ehe  TJutersachniigen  dieser  Art  lieforteD  Bnler 
in  den  Comment.  novi  Fefcropolit.  T.  VI,  T.  VII  (pag.  3  nnd  p.  128),  T.  XII  und 
Legendre  im  Tralt^  des  fönet,  ellipt.  Die  Formel  86)  fimd  John  Landen,  s. 
Philosophical  Transaetions  1775. 
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Dm  hier  TorkoBineiide  Radioal  bedeatet  geonetrifloh  die  8e- 
eaate  des  Winkels  swisehen  derBerOhnmgsebene  im  Punkte  xff£  nnd 


Fig.  44. 


'der  HoriBontalebene  xfß  oder  andi 
die  Coseeante  dee  Winkels  JPNP', 
welchen  die  Normale  im  Punkte 

xyjs  mit  der  xy-Ehene  einschliesst; 
dieser  Neigungswinke]    möge  « 
heissen  und  künftig  als  neue  Yaria- 
bele  gelten.   Es  bezeichne  ferner  ß 
den  Winkel  PNX\  welchen  die 
Horizontalprojection  der  Normale 
mit  derrr-Achse  bildet;  wir  betrach- 
ten denselben  gleichfalls  als  neue  Variabele.     Zufolge  der  Bedeu- 
tungen von  (o  und  (:!  finden  zwischen  diesen  Winkeln  <and  den  Goor- 
dinat^       folgende  Beziehungen  statt 


0  — A(0— -4)ap«r-^(C— JB)y«'   Ax 

aus  denen  x  nnd  y  leicht  als  Functionen  von  ca  und  ^  darzustellen 
sind.   Wird  n&mlich  zur  Abkünung 

A  B  BC  COSTCO  cos^Oi-  CÄcos^cosin^O  ÄBsin^fa 
gesetzt,  so  ergicbt  sich 

X  —  BBcosß,       y  =  AB  sind* 
Die  bisherige  Complauationsformel 

Sssz  1  I  dxdy 

J  J  snicj 

geht  nun  durch  Einführung  von  &  und  8  statt  X  und  y  in  die  fol- 
gende  über 

r  r  1    /dx    dy        dy    dx  \  ^ 

worin  für  x  und  ff  die  vorhin  angegebenen  Werthe  zu  substituiren 
sind.  Zufolge  der  Bemerkung,  dass  2{  von  o  und  6  abh&ngt»  er- 
halt man  ^unfiohst 

dx    dy        dy  dx 


=itß|^  cos  o(^-^  sind  4-  Bca8e)-'AB^sinß( 
do       \dO  /         ÖG)  \ 


sin  ßf^^cos^^M  Sinti) 
ÖG)       \d(i  / 


Ca 


AB  Csincj  cosa 
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und  damit  gdangt  man  ml  der  ratioDalen  Formel"') 

cosmdmdB 


87)  S^-ABcfJ- 


Wie  bei  allen  derartigen  Aufgaben  hftngen  die  Integrationen 

grenzen  von  der  Begrenzung  ab,  welche  man  dem  2U  quadrirendeii 
Flachenstücke  geben  will.  Meisteiitheils  wird  die  begrenzende  Curve 
durch  die  (ileichung  ihrer  Horizontalprojection,  etwa  /  (./',  i/)  —  0  be- 
stimmt: nach  Substitution  drr  Werthe  von  x,y,H  wird  hieraus  eine 
(ileichung  zwischen  o  und  fl,  welche  zeigt,  wie  an  der  (irenze  II  von 
CO  oder  co  von  f)  abluinüt.  Kb  bedarf  nur  eines  Blickes  auf  die  be- 
treffenden Formeln  um  einzuselien,  dass  sicli  die  Resultate  in  der 
Regel  sehr  complicirt  gestalten  werden,  und  deshalb  beschränken 
wir  una  vorläufig  auf  den  einfaohaten  d.  h.  auf  dei^enigen  Fall ,  wo 
das  obige  Doppelintegral  vier  conatante  Grenaen  besitst  Hiersu 
dient  folgende  Betraohtnng. 

Geht  man  auf  der  Flfiche  von  einem  Pm^kte  xyä  aus,  deeeen  Nor- 
male unter  dem  Winkel  m  gegen  die  d;y-£bene  geneigt  ist,  so  kann 
man  noch  unendlich  viel  andere  Fläohenpunkte  finden,  deren  Kor- 
malen den  nümlichen  Winkel  m  mit  der  Uorisontalebene  einBchliessen. 
Alle  derartigen  Punkte  bilden  in  stetiger  Folge  eine  auf  der  Fl&che 
liegende  krumme  Linie,  wddie  die  Curve  der  isoklinen  Norma- 
len for  den  Neigungswinkel  Gl  heissen  mag.  Die  Gleichung  ihrer 
Uorizontalprojection  ergiebt  sich  aus  der  l^'ormel 

wenn  man  o  als  Constante  betrachtet  und  demgemäss  schreibt 

ÖÖ)   g  X'  H  g  =  1. 

Es  ist  leioht  zu  sehen,  dass  dieser  Gleichung  immer  eine  Ellipse 

entspricht.    Bei  dem  EUipsoide  erhellt  dies  unmittelbar,  bei  den 

Ilyperboluiden  ist  durch  die  Natur  der  jedesmaligen  Fläche  to  auf 
ein  gewisses  Intervall  beschränkt,  und  in  Folge  dieses  Umstände  s 
werden  die  Coefficienten  von  .t-  und  positiv.  Zu  dem  nämlichen 
Resultate  führt  die  nicht  überflüssigt?  Bemerkung,  dass  die  vorlie- 
gende Gleichung  auch  entsteht,  wenn  z  aus  den  Gleichungen 


*)  Die  Winkel  tt>  und  n  hat  Jacob i  eingeführt  (Crelle's  Journal  Bd.  X 

iS.  110)  jedoch  nur  um  die  Formel  für  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellipsoides 
einfacher  als  Legendi  e  zu  beweisen.  Dass  sich  aber  noch  andere  (im  Texte 
folgende)  merkwürdige  Sätze  an  die  Formel  87)  knüpfen,  scheinen  Jacobi 
und  seine  Nachfolger  übersehen  ^u  haben. 
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Ax'^  ^Bif  -I-  Cz^  =  1, 

eliminirt  wird.  Jede  Carve  isoklmer  Normalen  lässt  sich  demnach 
als  Durclischnitt  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
ooncentrisohen  elliptischen  Kegel  ansehen,  und  daraus  folgt,  dass 


Fig.  45. 


der  Durchsofanitt,  wenn  er  über- 
haupt existirt,  eine  elliptische  Ho- 
rizontalprojeotion  haben  moss. 

Aendert  man  in  Nro.  88)  den 
Winkel  dain  eine  beliebig  kleine 
Grösse,  so  erhftH  man  auf  der 
Fläche  eine  zweite  Curve  isokli- 
ner  Normalen ;  diese  sclmeidet 
die  erste  nicht,  weil  die  Ilori- 
zoutalprojectioiien  beider  Curven 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 
besitzen.  Eine  unendlich  kleine 
Aenderung  von  o  führt  demnach 
an  einem  un(Midli(di  schmalen  Streifen^  welcher  sich  bandförmig  tun 
die  Flache  legt.  Läset  man  endlich  o  von  einem  gegebenen  Anfangs- 
werthe  (Oq  bis  zu  einem  gleichfalls  gegebenen  Endwerthe  G}|  stetig  fort- 
schreiten, so  entsteht  eine  Zone, 'deren  Flächeninhalt  Z  mittelst  der 
Formel  87)  änrch  Einführung  der  Grenzen  i»  =  Oov*^  =^  und 
^  SS  0,  0  -=  2»  gefunden  wird;  es  ist  daher 

89)  7z=z—AJiC  I   f  cosadiödO  

Die  auf  0  bezügliche  Integration  hat  keine  Schwierigkelit,  wenn 
man  aiu  'tö  durcli  sin'^G)(cos'^0  -\-  sin^O)  ersetzt  und  für  den  Augen- 
blick die  Abkürzungen 

m  =  B(Ccoti'-io  4-  Asin-cj),       n  —  A{Cco8-a  -f  Bsin^a} 
benutzt^  es  ergiebt  sich  zunächst  - 

ABC  fco8(ad&  f  ^  —-^^ — ' 

und  naoh  bekannten  Methoden  (z.  B.  mittelst  der  SNibstitution 
tmß  i) 


Z  =  %ABC 


Uta 

'J  li  +  T 


I  COSG) 


Ml 


da. 


mn 


Zum  Zwecke  weiterer  Reduction  nehmen  wir  bei  dem  E'lipsoide 
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a  ^  6  2>  c,  bei  den  Hyperboloiden  b  <C  a,  durch  welche  Yorans- 
aetsnngen  die  Allgemeinheit  nicht  beeintoäehtigt  wird.   Femer  sei 


90) 


die  Grössen  a  und  ß  mnd  dann  immer  reell  and  bedeuten  geome- 
trisch die  numerischen  ExcentridtAten  der  beiden  Yerticelspuren  der 
Flftehe;  gleichseitig  ist  in  allen  Fällen  a  ^  ß.  FOr  m  und  ff  ha- 
ben wir  jetst 

w  =  B[C  —  iC  —  Ä)8in^€i)]  =  BC{1  —a'^sin'a), 
mithin    • 

I  COSIO  (1(J 


r*  A 

J  {l  — ffi«n»»      \^ßtfnn^a\  K(i  —  «»  «m« o)  (1  —  ß^wm^m) 

m 

Ifittelst  der  Substitutionen 

91)  «in»  =        9mW9  SS  «Q,    «moi  ss  ii|  . 

Yereinfacht  sich  diese  Formel  und  wird 

(  VäbJ  Ii i-/3»u»)  Ki-«iu^)(i_/i.M-') 

Um  endlich  ^  durch  elliptische  Integrale  aussudrucken  setsen  wir 

es  ist  dauii 

/(-i—  ^-       ^      }  - 
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Benatien  wir  noch  die  Abkttmmg 

QQ^                  /./      .       A  —  (C  —  B)co8'q>^ 
93)  6r(x,9^)  =  '-^^  ^tan<p 

and  bestimmeu,  eutsprechend  Nro.  92),  die  Greuzeu  vou  <p  mittelst 
der  Gleichungen 

so  erhalten  wir  schliesslieh 

95)  Z  =  ^  1(0  — il)[jB(yo)  —  JB(y,)] 

Znfolge  des  Subtractionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  er- 
ster und  zweiter  Art  ist  auch 

Z  =  y^p'         ((C->t)lSW  +  AF(,v)  +  «(9.) _ 

worin  t  durch  die  Formel 

 smyo  CQgyi  ^(yQ  —  gtnyi  cos  yp  ^(yp) 

hestinunt  wird.  Das  Resoltat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht 
nun  in  dem  Satze,  dass  sich  auf  jeder  oentrischen  Fläche 
zi^eiten  Grades  unendlich  viel  Zonen  construiren  lasaen, 
deren  Gomplanation  mittelst  elliptischer  Integrale  erster 
und  zweiter  Art  ansfflhrbar  ist.  Jede  derartige  Zone  wirdyon 
zwei  Gurren  isokliner  Normalen  begrenzt;  die  Horizontalprojeetionen 
der  letzteren  Ourren  sind  ElHpeen,  fOr  welche  die  Gleiehungen. 
gelten 


96) 


[  C  0  ^  ~ 


An  diesen  allgemeinen  Satz  wollen  wir  noch  die  speoiellen  Fol- 
gerungen  knüpfen,  welche  sich  auf  die  einzelnen  centrischen  Flä- 
chen zwMten  Grades  beziehen. 

a.  Bei  dem  £llipBoide  können  idq  und  ai|  alle  möglichen 
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Werthe  haben  und  m  darf  immer  tH  >-  ^\  vorausgesetzt  werden, 

jf.^  dumit  die  erste  Ellipse  in- 

nerhalb der  zweiten  liegt, 
V«><r"  — ^  wie  dies  die  Figur  46  zeigt, 

in  weloher  UoV^Viüi einen 
Quadranten  der  Zone  Zdar- 
ttellt  Für  0^»  =  nefat 
■ich  die  Gunre  DoTo  .  .  . 
auf  den  Punkt  C  suaam- 
men,  und  die  Zone  wird  su 
einer  Kappe  CU^Vx  .  .  . , 
deren  Fläche  Z\  heissen 
möge.  Aus  Nro.  94)  folgt  dann  sin  (jpy  —  «  oder,  wenn  wir  diesen 
besonderen  Werth  von        mit  ö  bezeichnen, 


97J 


6in  ö 


a  = 


l/a»  —  c« 


und  naofa  Nro.  96)  ist 
98)  = 


-|-o»««[ö(<»)-ff(V,)]}. 

Wenn  zweitens  in  der  allgemeinen  Formel  w,  0  gesetzt 
wird,  so  fällt  die  untere  Curve  U\  .  .  .  mit  der  Horizontalspur  des 
Ellipsoides  zusammen  und  es  entsteht  eine  von  den  Curven  AB  .  ,  . 
und  Fq  .  .  .  begrenzte  Zone,  deren  Flüche  Z,,  heissen  möge;  die 
Formeln  94)  und  95)  geben  als  Werth  derselben 

99)  =  ,/  ,       -  C') £(<po)  +  c^F(ip,)  -f  a.^c^  G(ipA 

Für  Wo  =  J«  also  q)Q  =  0  geht  diese  Zone  in  das  Ualbellipsoid 
über;  es  ist  demnach,  wenuü  die  Gesammtoberflache  des  Ellipeoi- 
des  beoeichnet, 

^  _      27th     j(^2_c2)js(g)  4-  c2F{ö)  -h  aH^aiö)\ 

oder,  zufolge  der  Werthe  von  sin  6  und  Q(0) 

100)  Ä  =  2  e^hE(6)tan6  -f-  hF{6)cat6  +  r}. 
Aue  den  Gleichungen  98)  und  99)  ergiebt  sieh  weiter 
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+  c«[*'(g>o)  + J'CvO-FC«)] 

-f  aSc«[ö(<Po)  4-  ö(<3Pi)  -  fi^(ö)]}, 

und  wenn  hier  CO«  uiid  a)|  so  gewählt  werden,  dass  fp^  und  fpi  der 
Gleichung 

genflgen,  so  wir4  einfusher  ^ 

Um  das  hiemit  gewonnene  Resnltftt  beBser  übersehen  zu  können, 
▼ermeiden  wir  alle  Abkürzungen,  drucken  sin  qPo  >  cos  (po ,  etc.  durch 
»0,  G>i  aus,  und  gelangen  damit  zu  dem  Satze:  weuu  die  Neigungs- 
winkel w„  und  (Ol  der  Bedingung 

101)  b  V(a^cos^&^  +cs«in»fiio)(a*«w*®i  +  c»«w»<»i) 

=  c  I«  6  4-  (^^  —  c^)  sw*  fi^o  sin  Ol  j 

genügen,  so  ist 

102)  Zo  —  ^  =9r  P'~"^'^^^'"~^'^gwfl>o «t« »1  —  c» 

_^     [c*  —  (a*^  —  c^)  (b^  —  ü*)  cos*  ß>o]  fiM* 

V(«*eos*flio+c*«t»«ioto)  (6*008*01^  -f<^'^'eib) 

.  .  '     ^      [c*  —  (g«  —     (?/^  —  c^)  WS«  fl>,  ]  sfn  Ol  ] 

Auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  lassen  sich  demnach  un- 
endlich viel  zusammengehörende  Zonen  und  Kappen  an- 
geben, deren  Flächeninhalte  um  algebraische  Ausdrücke 
differiren. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  spedellen  Falle 
=  eil ,  d.  h.  wenn  nur  eine  Gnrve  isokliner  Normalen  vorhanden 
ist,  welche  die  Fläche  des  Halbellipsoides  in  eine  Kappe  Zi  und  in 
die  Zone  Zq  Üieilt.   Aus  Nro.  101)  folgt  dann  für  o  die  Formel 


tan 


m  =  V  — ^ 


b  +  o)c 

imd  aoa  Nro.  102)  die  Belation 

-       ^  I  ,       ("''  +  f>-')c\ 

SehlOaiftth,  Analyile  n.  28 
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Die  Cmre  der  ifloUinen  Nonnalen  irt  in  diesem  Falle  der  Durch- 
Bchnitt  des  EUipsoidee  mit  einem  ans  den  Dimenrionen 

Fig.  47. 


e  € 


OH 


4-  6  4-  c 

oonstntirten  elliptiechen  Kegel 
(Fig.  47);  die  Halbachaen  ihrer 
Horiaontalprojection  nnd 


OM 


ON 


Es  wird  wohl  kaum  der  Bemer- 
kung bedürloii,  dass  dieso  Sätzo  die  BtereometriBclien  Gorrelate  zu 
den  Fagnano'schen  ThcorRinen  über  die  Ellipse  bilden. 

b.  Für  die  Hyperboloide  gelten  ganz,  ähnliche  Kntwickelun- 
gen,  welche  indessen  keine  so  einfachen  S])eciaHBirungen  zulassen, 
weil  Oo  ^d  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.  Je- 
doch werden  folgende  Bemerkungen  von  Interesse  sein. 

Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  kann  man  &q  =  0  und 

C        ,     .  ah 
tan^coi  =  r—: — —  oder  tona>i  =    ,  , 

nebmon  ;  die  erste  Cnrvf  der  iföMmen  Normalen  fällt  dann  mit  der 
Ilorizontalspur  der  Fläche  zusammen,  und  die  zweite  hat  einen  mit 

dem  Radius  -\-  beschriebenen  Kreis  zur  Horizontalprojec- 
tion.   Femer  wird      =r  0,  • 


oder  tampi 


äc 


und  nach  Substitution  dieser  Wcrthe  erhält  man  Z  aus  Nro.  95). 


Bei  dem   gethcilten  Hyperboloide  empfiehlt  sich   die  Wah 
'0  ~       wodurch  die  Zone  in  eine  Kappe  fibergeht,  und  als  spe- 
cieller  Fall 


tancüi  = 


V«2  -1-  1)9 


Die  Horizontalprojection  der  Curve  isokliner  Normalen  ist  jetzt  eine 
Ellipse  ,  mit  den  Halbachsen  ~  und  — ,  welche  der  grdsste  nnd  Idein- 
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sie  ErfimmiingBlialbmeBser  «ner  ans  den  HalbacfaBen  a  und  h  eon- 
strairteii  Ellipse  sind. 

c.  Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  ßolche  Zonen  bestimmt 
haben,  deren  Oberflächen  durch  unvollständige  elliptiBche  Integrale 
ausdr&ckbar  sind,  wollen  wir  noch  untersuchen,  ob  nieh  auch  Zonen 
finden  lasseut  deren  Gomplanation  auf  Tollstindige  elliptische  Inte- 
grale fährt.  Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der  Formel  87)  die  fol- 
gende Gestalt 

r  r  eosrndSäm   

"~       C  J  J  [Bcos'-(i-\-Asin^ü-—(Ba'^cosy)-{-Aß'^smiO)siu^^ 
und  setzen  zur  Abkürzung 

h  =  Bcos^e  -h 

Da  es  sich  um  eine  Zone  liaiidelt,  muss  0  von  0  bis  27r  ausgedehnt 
werden,  wälirend  die  Grenzen  für  w  von  der  Natur  der  Begrenzung 
der  Zone  abliiingeii.  Diese  Begrenzung  Lassen  wir  vorläufig  unbe- 
stimmt und  bezeichnen  mit  cOq  und  O),  die  Integrationsgrenzen  für 
ö,  welche  selbstverständlich  gewisse,  später  zu  bestimmende  P'unc- 
tionen  von  (i  sind.    Hiernach  ist  der  Flächeninhalt  Z  der  Zone 

271  (Of) 

 AB^  r  ,^  r     cosado  • 

C  J      J  (v^qsin'coy 

oder,  wenn  Mnm^u  und  dem  entsprechend  =«0,  siiKDi  =«1 
gesetst  wird, 

%^  *o 

du 


du 


c  J    J  (p— ««y 

Dieses  Integral  zerlegen  wir  auf  folgende  Weise 

und  substituiren  im  Minuenden  u  —  qi^f^  im  Subtrahenden  — w,  f, 
wodurch  die  auf  die  neue  Vnriabele  t  bezüglichen  Integrale  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  1  erhalten  und  wieder  zusammengezogen  wer- 
den können,  nämlich 

23* 
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Für  die  Integrationsgrenzen  «o  und  Mi  treffen  wir  nnn  eine  solehe 

Wahl,  dass  das  vorliegonde  Doppelintegral  in  ein  Product  zweier 
einfachen  Integrale  übergeht  ;  dieser  l'all  tritt  nämlich  ein,  wenn 

104)     fto^^y^.  "»='^iVl ' 

gesetzt  wird ,  wo  nnd  Xi  beliebige  Gonstanten  bezeichnen.  Dies 
giebt 

in  1 

der  Werth  des  auf  t  bezüglichen  Integrales  heisse  zur  Abkürzung 
IM'j  es  ist  dann 

106)  + 

und  nach  dem  Vorigen 


271 


^_  ABU  r  dd    _  2ABM  1'  dO 
20  ^  pV5i  <^     J  pVpq 

Um  dieses  Integral  zu  reducireu,  benutzen  wir  die  ISubütitution 

welche  giebt 

_  AB    AB(a-^cos-qj  f  ß^sin^(p) 

^      Acos^fp  +  Bsin-fp'       ^  AcosC^fp  -\-  Bsin^fp  ' 

VAB.dq>  , 


~  cVÄTiJ  Va^cos^fp  ^ßUin'^tp  ^' 

unter  dem   Integralzeichen  setzen   wir  noch   A  =  (7(1   

B  =  C(l  —      und  erhalten  so  , 

Z=  A_—  (cc^coa^ip  +  ß^9tn'^(p) 

VabJ  V 

oder 
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worin  der  Modulus  %  durch  die  Formel 


A 

bestimmt  wird.  Auf  jeder  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des lassen  sich  demnach  unendlich  riele  Zonen  angeben, 
deren  Complanation  mittelst  vollständiger  elliptischer 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Kino  der- 
artige Zone  wird  von  zwei  Gurren  begrenzt,  welche  durch  die  Be- 
dingungen in  104)  oder 


107)  ' 


bestimmt  sind.  Die  Gleicliuii^'^cn  der  Horizontalprojectionen  beider 
Curveu  ergeben  sich  hieraus  mittelst  der  Substitutionen 

ne  lauten: 

Für*  die  Gonsiruction  der  betreffenden  Gurren  rierten  Grades  wür- 
den übrigens  P<darcoordinaten  bequemer  sein ;  seist  man  zu  diesem 
Zwecke  in  der  ersten  Gleichung 

und  benutzt  für  die  zweite  Gleichung  eine  analoge  Bezeichnung,  lo 
findet  sich 


Bei  dem  EUipsoide  müssen  ro  und  n  kleiner  sein  ab  der 
Badiusveetor 

1 


Väcos^X  +  S8in^x* 
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weloher  in  der  Horizontalspur  der  Fläche  zum  Winkel  %  gdiöri;  es 
folgte  hierauB  die  Bedingungen  0  <C  Xq  <^  ß  und  0  <C  <C 
Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  müssen     und  fi  mehr  als  r  betra- 
geu,  wozu  nur  gehört,  dass  Aq  und  A]  positiTe  echte  Brtlche  sind. 

Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  können      und  fi  irgend  welche 

reelle  Wertho  haben;  dies  eilonlnt  negative  ylo,  i>'o,  J5i,  welche 
entbtehen,  wenn  l  <i  <^  ß  zugleich  l  <^  ki  <^  ß  genom- 
men wird*). 

IX*  Die  Oomplaiiation  gewisser  FusspniiMfläolieii. 

Wie  bei  den  Untersuclnmgcn  «les  vorigen  Abschnittes  sei 

die  Gleichung  einer  centrischen  Fläche  zweiten  'Grades;  die  Berüh- 
rungsebene im  Punkte  xy0  hat  dann  zur  Gleichung 

ÄxS  +  Byn  4-  Oeiz=  l, 

worin  |,  i^,  ^  die  laufenden  Coordinaten  der  genannten  Ebene  be-  ' 
zeichnen.     Eine  Senkreclitc  vom  Cuurtliiiatenunfange  (dcuj  Mittel- 
punkte der  Fläche)  auf  die  Tangentialebene   fschneidet  letztere  in 
einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  4,  i^,  J,  bekannten  Eormeln  zu- 
folge, sind 


f  = 


Ax 

Die  Punkte  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  die  sogenannte  Fuss - 
punktfläche  zui-  ursprünglichen  Fläche;  als  Gleichung  der  neuen 
Fläche  erhält  man  durch  Elimination  von  x^y^  e 

n» 

108)  (I«  -1- 2    ^ .  ^  £.  +  .L.  4.  ^ . 


*)  Die  Complamatioii  des  dreiachsigen  EUipsoidea  mittelst  elliptischer  In- 
tegrale ist  snerst  von  Legendre  gezeigt  worden  im  Trait^  des  fonotions 

cIHptiqnes,  Tome  I,  p.  350  bis  üCO.  Alle  übrigen  Resultate  des  Abschnittes 
VTTl  hat  der  Verfasser  (zum  Theil  mittelst  aiiderer  Methoden)  entwickelt;  s. 
isitzungsberichtc  der  K.  Säehs.  Gcsellschalt  der  Wissenschaften  atis  dem  Jahre 
1862  (Leipzig  1863),  S.  23,  und  Zeitschrift  lur  Mathematik  und  Physik,  Bd. 
IX,  S.  205. 
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Um  dieselbe  in  Polarooordinaten  auszudrücken,  nennen  wir  r  den 
Radinsveetor  des  Punktes  it]^,  ferner  tl;  den  Neigungswinkel  von 
r  gegen  die  Horizontaleben o  endlich  x  ^len  Winkel,  wulchen 

die  Horizüutalprojectiou  von  r  mit  der  Achse  der  ^  einöchlieaöt;  es 
ist  dann 

^  =  r  cos(p  cosXi    1?  =  rcosipsinXy    i  =  rsm^, 
und  die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  wird 

109)         r-=  +   5         +  —• 

Zur  Oomplantftion  der  besprochenen  Fläche  benutzen  wir  die 

Formel  6)  auf  Seite '470  des  ersten  Theiles,  welche  wir  dem  vorlie- 
genden Coordinatensystemc  dadurch  anpassen ,  dass  wir  erst  die 
Achsen  der  x  und  0  gegen  einander  vertauschen,  dann  0  ~  ^Tt  —  1^, 
Gl  =  Itc  —  X  ^""i  '*  hinter  das  Wurzelzeichen  setzen.  Die  beti'ef- 
iende  Formel  lautet  jetzt 

S  =  ffy[r<  +  ('■|j)]<-"^^*+  •  ''i  ^'f' 

und  liefert  zufolge  des  vorigen  Werthes  von 

r 


Schreibt  man- 1  —  oos^^  statt  sin^if  und  setzt  zur  Abkürzung 

so  hat  man  einfacher 

S  =  ^  f  f  Vi  +  Feos'^if .  casi^dxdif. 

Das  auf  bezügliche  Integral  gewinnt  eine  bessere  Form,  wenn 
man  die  Substitution 

11^)  .14-  Pcos2^ 

anwendet^  aus  welcher  folgt 

es  wird  niimlich  rational 
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oder  zufolge  des  WcrthöB  von  P 

Eine  weitere  Vereinfachung  bewirkt  die  Suhstitation 

111)  tanxszi  ^tanOt 
welche  giebt 

 ÄBdß 

Setzt  man  sohlieeBlioh 

112)  #  =  wno, 
80  erhält  man 

ARO  f  C  COB1Bd(QdO  

Dieses  Integral  hat  dieselbe  Form,  wie  das  Integral  in  Xro.  87), 
welches  zur  Complanation  der  ccntrisclion  Flüchen  zwcitijr  Ordnung 
diente;  es  liegt  daher  eine  V ergleiehung  beider  Integrale  nahe. 
Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  ausser  der  l'liiche  zweiten  Gra- 
des, deren  FasBpunktfläche  construirt  worden  ibt,  noch  eine,  duixüi 
die  Gleichung 

A'x^  +  B'yi  -h  Cjs""  =  1 
bestimmte  Fliehe  zweiten  Grades,  so  gilt  für  letztere  die  Formel 

S'== 
Ä*B^CI^  cosodmdO 


-ff-, 


(B'C'cos^(ocos'''0  -h  C'A'cos^casiny)  A'B'sin^ay 

Es  wird  nun  S'  =  S,  wenn  erstens  Ä',  B\  C"  mittelst  der  Pro- 
portion 

bestimmt,  und  wenn  zweitens  die  Integrationsgrenz^  in  beiden 
Doppelintegralen  zur  Coincidenz  gebracht  werden.  Die  erste  Be- 
dingung verlangt  positive  A\  B\  (f;  die  neue  Fläche  zweiten  Gra- 
des ist  daher  ein  ElKpsoid,  dessen  Halbaohsen  a',  2/,  sich  verhal- 
ten wie  il*  :  C'*,  d.  h.  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  ^b- 
achsen  der  ursprünglichen  FUehe,  so  dass  ein&ch 
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,      he  ca        .  ah 

gesetzt  werden  kann.  Um  die  zweite  Bedingung  zu  erfüllen,  leitet 
man  aus  den  ursprüglich  gegebenen  Gren/on  für  und  %  die  neuen 
Grenzen  fiu*  fii  und  ß  mittelfit  der  Formeln  110),  112)  und  III)  ab, 
nämlich 

•  Ä 

114)  tanß  = 

JS 

Jedem  irgeiulwic  begrenzten  Stücke  der  Fusspunkt- 
fläclic  (lOi^)  (' 11 1  s  p  li  eilt  demnach  ein  gicichgr  osses  Stück 
der  Oberfläche  des  Ellipsoidos  mit  den  Halbachsen  a',  h\  c'. 

Lassen  wir  bciBpielweis  in  dem  EUipBoide  ß  TOn  0  bis  2%  und 
w  von  einem  constanteu  Werthc  bis  zu  einem  zweiten  Werthe 
-  fi'o  ge^cn,  so  ist' in  der  Fusspuuktfl&che  %  von  0  bis  aus- 
zudehnen, und  an  den  Grenzen  gelten  zwei  Gleichungen,  die  aus 
Nro.  113)  entspringen,  wenn  erst  G7]  und  dann  Oq  für  eingeschrie- 
ben wird.  Für  den  Fall,  dass  die  Fusspunktfl&che  aus  raiem  EUip- 
soide  hergeleitet  wird,  sind  diese  Gleichungen 


a^coS'tifCos'^X  +  b*  cos'^il;  sin^x  +  c^sin-ilf* 

c*  sin-  ^ 


(Ol  = 


a'^cos^xlfcos^X      h^coS'ilfsin^x  +  c^^^i^' 
oder  in'reditwinldigen  Cootdinaten 

a*|2  -f-  5*1^2  + 

Hierin  liegt  folgender  Satz:  Der  Durchschnitt  der  Fnss- 
punktflftche 

-f    4-      =  (iH^'  +       +  c^V 

mit  den  beiden  elliptischen  Kegeln 

giebt  eine  Zone,  welahe  denselben  Flächeninhalt  besitzt 
wie  diejenige  Zone  des  aus  den  Halbachsen  a'>  V,  oon- 
struirten  EUipsoides,  deren  Begrenzungslinien  die  Cur- 
▼en  isokliner  Kormalen  mit  den  Neigungswinkeln  «h  und 
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fi>o  sind.    Um  bei  dieser  OompUnation  die  früheren  Formeln  ungc- 

ändert  benutzen  /u  Irinnen,  ist  O  <r  6       C  anzuiiehmeu ,  wodurch 

(t'  ■  //  >•  c  wird;  di»!  Formeln  ?>7)  bis  102)  ^?elten  dann  unmittel- 
bar, wt'iin  in  denstHjon  a,      c  durch  ti\  h\  c  iTKi'tzt  Nvcrden. 

Für  fiJi  ==  0,  Wj,  —  7,71  gt'hi  die  Zone  d<  r  FusHpunktllüclie  in 
die  han»e  FuHspunktfliielie  iibir  und  dir  cllijisoidisc  lie  Zone  wird  zum 
Halbelli])Küide ;  die  ^^'anze  Fu8Hj>unkttliirlie  lj«  i?itzt  deninaeb  deuselbeu 
Flächeninhalt  wie  das  Kllipsoid  aus  (ien  Ilalbucliben  a\  b\  c'. 

Construirt  man  auf  dem  Ellipuoide  die  eine  Curve  isokliuer 
Normalen,  welche  durch  die  Formel 


beötinuiit  l«t,  m  zerfällt  das  HalbellipKoid  in  fiiie  Ka|»}ie  uiid  in  eine 
Zone,  deren  Flächeuiubalte  um  den  algehiaibcheu  Ausdruck 

(a''  +  //■')<•') 
-ff  I 

differiren ;  hieraus  folgt  der  entsprechende  Sats,  dass  die  halbe  Fuss- 
punktfläche von  dem  Kegel 

fjleichfalls  in  eine  Zone  und  in  eine  Ka^ipe  zerlegt  wird,  deren  Fla- 
cheudiilerenz  durch 

l  +  62j 

dargestellt  wird. 

Auf  dem  EUipsoide  a'b'  lassen  Bich  ferner  Zonen  angeben,  de- 
ren Flächen  duroh  vollständige  elliptisehe  Integrale  ansdrückbar 
sind.  Hierzu  gehört,  dass  0  von  0  bis  2«  ausgedehnt  wird,  und 
dass  an  den  Grenzen  für  o  die  Gleichungen  107)  oder  hier 


B'(C'  —  A')cos^O  -f  A' -  B")  sin^ö 
stattfinden.    Den  Grrenzen  ^  =  0  und  ß  =  27f  entsprechen  wieder 
die  Grenzen  %  =  0  und  %  z=s  2X1  femer  ist,  wenn  man  A',  ff^  Cf 
durch  J.,  JB,  0  und  ß  durch  %  ausdruckt, 

,  l^A^B^ 
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Niinnit  man  hierzu  die  Gleichnng  HH),  indem  man  erst  Wo,  nachher 
»1  für  to  Bchroibt,  setzt  dann  für  Ä^^  ihre  Wertlie  und  be- 

nutzt die  Abküizungen 


1  —  '      1  —  A » 

80  gelaDgt  man  zu  folgenden  aof  die  Grenzen  besttglichen  Glei- 
chungen 

^  (c^  —  a')cüS''X  -h  (c*  —  b')siu'x' 

^      (c*  — a<)(?08^;t  -i-  (c*  —  h*)sin^x 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  sind  dieselben 

+     +  ^'    (c*— -i-  (c'-6')j?=»' 

und  repräsentiren  zwei  Keg^  vierten  Grades.  Letztere  schneiden 
aus  der  Fusspunktflftche  eine  Zone  heraus,  deren  FUicheninhalt  durch 
vollständige  elliptische  Integrale  bestimmt  wird  *). 


*)  Den  speciellen  Sate  ?oa  der  Complanation  der  gansen  FuMponktfläche 
de«  EUipsoides  hak  Torfcolini  gefunden,  CrelleU  Journal,  Bd.  31,  S.  17. 

Alle  übrigen  Resultate  des  Abschn.  IX  sind  vom  Verfasser  entwickelt  worden, 
tbeils  in  den  JSirzungsbericIiten  der  K.  Sachs.  (Jcsellsch.  d.  Wissensch.  Jahrg. 
1862,  S.  51,  theils  in  der  Zeitschr.  f.  Maiiiematik  u.  I'hysik,  Bd.  IX,.  6.  205. 
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Die  elliptischen  Functionen. 


L  Definition  imd  reelle  Periodioität  der  elliptiselLen 

Functionen. 

Nach  einor  sclion  früher  gemachton  Bemorkuiig  würde  eine 
systematiRclie  und  von  freometrlsclien  Rücksichten  freie  Ausbildung 
der  Analysis  zwar  später  als  ji/rwöhnlich,  alx'V  e])ens()  siclier  zu  den 
goniometristrhen  und  cydonietrischtMi  Functionen  f?pftdn*t  haben.  Die 
letzteren  hatte  man  in  diesem  Falle  als  Integraiwerthe  defiuirt, 
nämlich 

Aresme  =  /  , .  ,    AriianB  =  /  ; — etc. 

•  0 

und  nachher  durch  ümkehrang  der  Cfleichnngen 

Aresin  s  —  u,     Arciane  =  v,  etc. 
die  goniometrischen  Functionen 

g  sm«,  0  =  tanVf  ete. 
ans  ihnen  hergeleitet.  Auch  die  reelle  Periodidt&t  von  sinu^  tanv, 
etc.  wfirde  sich  dann  auf  rein  analytischem  Wege  ergehen  hahen, 
und  zwar  mittelst  des  Satzes,  dass  die  vorhin  erwähnten  Integrale 
im  Allgemeinen  unendlich  vieldeutig  sind  (S.  72  bis  77).  Angesichts 
der  ausserordentlichen  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit,  womit  sich 
die  goniometrischen  Fiinctionen  bei  vielen  anal3rtiBchen  Untersu- 
chungen verwenden  lassen,  liegt  es  nahe,  auch  die  elliptischen  Inte- 
grale umzukehren,  al.so  diejenigen  Functioneu  zu  betrachten,  welche 
entstehen,  wenn  man  sich  Gleichungen  wie 
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4$  •/  de 


^  V(l-M^(l-kU^)  J  1/(1 


-         =  r,  etc. 


nach  »  anfgeldst  denkt   Diese  Umkehrungen  der  elliptisdien  Inte- 
grale mögen  elliptische  Functionen  heissen*^);  sie  sind  gewisser^ 
massen  höhere  goniometrische  Functionen  und  gehen  in  speciellen 
Fällen  (z.  B.  für  X;  =  0  oder  A;  =  1)  in  die  goniometrischen  Func- 
tionen über. 

Wir  betrachten  zuuüchKt  dos  einfachste  elliptische  Integral 


fr. 


ö  .  ^ 


=  u  oder  Fijc^  q?)  =  u 


und  denken  uns  hierbei  den  Modulus  h  und  den  Integralwerth  u  ab 
gegeben,  dagegen  als  Function  von  u  und  nebenbei  von  k.  Um 
dafür  eine  sprechende  Bezeichnung  zu  erhalten,  möge  daran  er- 
innert sein,  dass  linker  Hand  g>  die  Amplitude  des  Integrales,  also 

auch  die  Amplitude  von  U  bedeutet;  man  benutzt  daher  den  Aus- 
druck „Amplitude  von"  als  Functionszcii  lu  n  und  «chreibt  abgekürzt 
2)  9  =  (mod,  =  k) 

oder 

8)  <p  =  am<«,  k)t 

wobei  die  Angabe  des  Modulus  wegbleiben  kann,  wenn  der  Werth 
desselben  von  selbst  bekannt  ist  In  den  zwei  q»eciellen  Fallen 
k  =  0  und  jfe  =  1  Iftsst  sich  die  Function  af»(«,  h)  leicht  durch 
gewöhnliche  Functionen  ausdrfikcken.  Für  k  =  0  wird*  nftmfich  aus 
Nro.  l)  (p        und  ans  Kro.  3)  9  =  am(u,0),  mithin 

om(M,  0)  =  I«. 
Für  ^  =  1  giebt  die  Gleichung  1) 

ltan(^x  +  \q>)  =1  u  oder  9      2ar«^^      mar  —  l^r, 
und  die  Gleichung  3)  qp  =  am(u,  1)  mithin 

am(u,  1)  =  2arctanc"  -f-  (w  — i);r, 
wo  ))i  cino  ganze  Zahl  becicuU't.     Dic^sclhe  Ix-stiiinnt  sich  durch  die 
Bemerkung,  dass  (p  und  u  gleiclizeitig  wachsen,  und  zwar  qp  von  0 
bis  ItCj  wenn  u  von  0  bis  x  geht;  bei  positiven  u  liegt  demnach  9 
zwischen  0  und       mithin  ist  m  =  0. 

Wir  kehren  nun  zu  den  allgemeinen  Gleichungen  1)  und  3)  zu- 

• 

•)  Wir  folgen  hier  der  zweckmässigen  Nonionclattir  Jucobi's,  während 
Legendre  F{k,g:),  J^J{k,  (j)^  ff{k,'/)  Hlipti^.h.'  Functionen  nennt,  waa 
offenbar  weniger  bezeichn^d  ist,  als  der  Ausdruclt  eiiiptii»che  Integrale. 
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rück  und  denken  uns  darin  die  Amplitude  (p  von  beliebiger  Grösse, 
nämlich  als  das  »w- lache  des  Quadranten  Iz  plus  einem  Reste  der 
kleiner  als  ist.  Hierbei  sind  gerade  und  ungerade  m  zu  unt^  r- 
scheiden.  Im  ersten  Falle  7n  =  2»  geht  die  Gleichung  <p  = 
m  ,  \%      Q  in  <p  =  nn  -\-  q  über  und  es  ist  dann 

nn  +  Q'  nn  n  TT  -f  ^ 

.  r  äff  ,  /' 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  naeh  dem  Schema 

nn       n  2n        sn  nn 

/  =  /  +  /  +  /  +  -•  +  / 

0  0  n  271  (n  — 1)37 

in  n  einzelne  Integrale  zerlegen,  und  wenn  man  hier  folgende  Sub- 
stitutionen vornimmt, 

im  ersten   Integrale  9  = 
„  zweiten      „      ^  =  -f- 

„   dritten        „        <p  =  2»  + 


im  n-ten  Integrale    (p  z=  (n —  1)ä  + 
so  erhalten  alle  jene  Integrale  die  nämliche  Form  und  es  wird 

dt 


oder  aneh,  weil  ^^(^)  von  ^  =  |9rbis^  =  9r  dieselhen  Werthe 

hat,  wie  von  ^  =  0  bis  ^  =  §3r, 


In 

nn  2 


wobei  zur  Abkfinrang  F(hf  \ie)  =  JT  gesetat  worden  ist.  Femer 
geht  das  letste  Integral  in  Nro«  4)  durch  'Substitution  von  tp  = 
H~     Aher  in 

/nn  +  Q  Q 
0 

nach  Nro.  4),  5)  und  6)  zu^ammeu  ist  also 

Bei  ungeraden  m  =  2fi  —  1  wird  die  Gleichung  9  =  m  •  |9r  4-  9 

B«lildmlleh,  Antlyrfi.  IL  j|4 
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EU  9  =r  n  «  —  (jJT  —  q)  oder  kürzer  (p  =:  nar  —  ,  wo  0  wieder 
ein  Bogen  des  ersten  Quadranten  ist.    Man  hat  niin 

nn—ir  nn  «tt  nn 

.    rj9_  ^  rji_  _  fj^  ^  2„ji:  _  fjl!r 

'»  nn—a  »w— ff 

und  wenn  män  im  letzten  Integrale  9>  =  nx  —  if  setzt,  so  wird 

nn  —  (T  ff 


Die  Gleichungen  7)  und  8}  lassen  sich  zu  der  «ben  Relation 

Ensammenfassen,  welche  zeigt,  wie  ein  Integral  mit  beliebiger  Am- 
plitude durch  das  vollständige  Integral  K  nnd  durch  ein  unyollatftn- 
diges  Integral  ausgedrückt  wird,  dessen  Amplitude  %  zwischen  0 
nnd  \n  liegt.  ' 

Es  bedarf  nur  einer  anderen  Schreibweise  der  Gleichung  9),  um 
zu  einer  Fundninentaleigenschaft  der  Function  amu  zm  gelangen. 
Setzt  man  nümlich 

yd(p    r  dtp   

80  ist  einerseits  nach  Nro.  9) 

Andererseits  folgt  durch  Umkehrung  der  yorhergehenden  Gleichungen 

=  amu,       nn  ^  X  ~  a m 
und  wenn  man  die  "NVertlK"  von  %  und  /   in  die  letzte  Gleichung 
ßubstituirt,  fo  rr«  langt  man  bei  umgekehrter  Anordnung  beider  Sei- 
ten zu  der  Formel 

10)  am(2nK  +     =      +  amu. 

Es  sei  femer 


0) 


J 


.  im 

man  findet  dann  sehr  leicht 


=  w  mithin  fli  =s  amw, 


—Ol 

dw 

•TTT  =  —  w  und  —  Q  =  am( — «;) 
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d.  i.  durch  Vergleichung  beider  Ergebnisse 
11)  am( — w)  =  —  amw, 

Mittelst  der  gewonnenen  Formeln  kann  man  neh  toh  dem 
Laufe  der  Function  amu  ein  Bild  machen,  falb    auf  reelle  Werthe 

Fig.  48. 


boBchrAnkt  irjaö,  Constmirt  man  nfimlich  u  als  AbEMsiflse^'  q)=amu 
als  Ordinate,  so  gehören  zu  den  Abseissen  (Fig.  48) 

0,     OKi  =  JT,     Ojr,  =  2Jr.     0X9  =  BK,  

die  Ordinaten 

0, 

die  Punkte  ii,  L2,  Xj, 


7C 


JK9I/8  ^  3—,  .  .  .  . 


.  liegen  demnach  in  einer  durch  den 
Coordinatenanfang  gehenden  Geraden.  Ist  ferner  für  irgend  einen 
Punkt  P  die  Abscisse  =  die  Ordinate  z=  amu  und  r  der 
Winkel  zwischen  der  Tangente  in  P  und  der  Abscissenachse^  so  hat 
man 


tarn  =2 


d(p  :  Vi  —  k^sm^cp 
mithin  im  Coordinatenanfange  tanz  =  1,  und  nachher,  wenn  P 

nach  Li  gelangt  ist,  tant  =  Vi  —  der  Winkel  r  fängt  also 
mit  46<*  an  und  vermindert  sich  bis  arckmlfl*  Wegen  a  m{2K — u) 
z=:x  —  amu  ist  der  Bogen  X1X9  congrnent  dem  Bogen  OLi,  aber 
Ton  entgegengesetzter  Lage;  aus  am{2K-^u)  =r  -f-  amu  folgt 
weiter,  dass  der  Bogen  L^L^  dem  Bogen  Olm  in  gleicher  Lage  oon* 
gment  ist»  u.  0. 1  ins  ünendliohe  nach  beiden  Seiten  hin. 
Die  Umkehmng  des  eUiptischen  Integrales 


12) 


/de  _^ 
.  V(i-*^(i— »'«T) 


24* 
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ei  giebt  sich  nun  It-icht  aus  dem  Vorherig«  lienden.  Für  =  ^ 
wird  nämlich  die  Gleichung  zui*  folgenden 


w 

diese  liefert  g)  =  awM,  mithin  ist,  wo<?en  s  =  sin^, 
13)  £^  "  .'j/n  (nn  u 

die  Umkehmiig  von  Nro.  12).  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  ge- 
Btatton  alle  elliptischen  Integrale,  welche  sich  auf  da»  elliptisdie  In- 
tegral erster  Art  zurückführen  lassen.   Aus  der  Gleichung  z. 

1 

dz 

folgt  f ür  ^  =  COS  (f 


und  nach  dem  Vorigen 

15)  B  =:  cosamtr. 

Ehenso  liefert  die  Gleichung 

welche  fOr  <r  =  Vi  —  **«tn«9  ito 

r7<30   


Übergeht,  die  Umkehmng 

17)  >  =  Vi  —  h^^^amw  s=  ^amMo, 

Die  hier  aufgeführten  drt  i  Functionen  der  Amplitude  sind  die 
wichtigsten  unter  deigenigen  Functionen,  welche  durch  Umkehmng 
der  elliptisehen  Integrale  erster  Art  entstehen;  sie  bilden  eine  Gruppe, 
welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ungeffüur  dieselbe 
Stelle  einnimmt)  wie  .der  Sinus  und  GDsinus  unter  den  goniometri- 
Bchen  Functionen.  Man  erkennt  dies  leicht  aus  den  betreffenden 
Differentialformeln;  die  Gleichung 

=  Vi  —  k'^sin'^^  .  du  =  damu  ,  du 
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liefert  nämlich 

18)  ^  -  äimamyk  =  —  stti^amw^aiit«  .  dt», 

Auch  hinsichtlich  der  r<  riodicität  findet  eine  nahe  Verwandt- 
schaft zwischen  den  elliptischen  und  goniometrischen  Functionen 
statt.    Wegen  am(2K — u)  =  %  —  amu  ist  nämlich 

&m  a  m  (2  K  —  u)  —  sm  (ar  —  am  u)  =  sin  am  u\ 
aof  gleiche  Weise  ergiebt  sidi 

sinam{2K-\-%kj  =  —  sinamu^ 
sinam(4K — n)  =  —  sinamu,   sin  am  (4  K  -{-u)  =  +  sinamu, 

woraus  erhellt,  dass  das  vollständige  Integral  K  dieselbe  Bedeutung 
für  den  Amplitudensinus  liat,  wie  die  Zahl  r,7C  für  den  gewöhnlicheii 
Sinus.  Beachtet  man  noch  die  Relation  ain{—  v)  =  —  amv^  00 
gelangt  man  leicht  zu  folgenden  Formeln 

19)  sinam(u  +  2K)  =  —  sinamu,   cosam{u+2K)=::'^  cosamu, 

^am(u^2K)  =  ^amu, 

20)  sinam(u:h4K)  =  skiamu,  €0sam(ui,4K)  =  eosamUy 

^am{u-hAK)  =  damu. 

Die  elliptischen  Functionen  bleiben  demnach  ungestört,  wenn  die 
Variabele  um  4 wächst,  d.h.  sie  besitzen  eine  reelle  Periode, 
deren  Index  =  4K  ist.  In  dem  speciellen  Falle  A;  =  ü  wird 
K  =  sinamu  —  smw,  cosamu  —  cosu^  ^Jamu^l  und 
dann  enthalten  die  Formeln  20)  den  bekannten  Satz  von  der  reellen ' 
Periodicität  der  Functionen  sinu  und  cosu.  Nimmt  man  dagegen 
X;  s=  i,  80  wird  JT  =  oo;  aud  Nro.  12)  und  13)  ergiebt  sich 

C"  —  r— c~"    1 

und  in  der  That  besitzt  dieser  Ausdruck  keine  reelle  Periode  mehr. 

Erinnert  man  sich  aber,  dass  zufolge  der  Gleichung 

die  ExponenüalgrQsBe       als  eine  periodische  Function  anzusehen 

ist»  deren  Periode  den  intagin&ren  Index  ffV —  1  besitzt,  so  erkennt 
man  auch  in  sin  am  (u^  1)  eine  periodische  Function  mit  dem  Index 

;rV —  1.  Ob  diese  Eigenscliaft  von  sinam  n  um  in  dem  specieHen 
Falle  k  =  l  oder  auch  für  andere  Moduli  besteht,  das  bedarf  einer 
näheren  Untersuchung. 
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II.  Die  doppelte  Periodicität  des  Amplitudeiiginus. 

Wir  beschäftigen  uns  sanächst  mit  dem  Integrale 

dz 


setzen  dabei  0  als  beliebige  complexe  Yariabele  Yorans  und  unter- 

Buchen  die  verschiedenen  Werthe,  welcbe  das  Integral  auf  yerschie- 

denen  Integrationswegen  erhält  (vergl.  Seite  73).  Zur  Abkürzung 
sei  hierbei 

und,  wo  es  nötbig  ist,  möge  der  absolute  Werth  yon  f(ßf)  mit  [f(jff] 
bezeichnet  werden. 

Dem  An£EMig8werthe  ir  =  0  entspricht  /(O)  =  +  1 ;  um  die 
hierin  liegende  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  nehmen  wir  /(O)  = 
-|-  1.   Da  femer 

III  1  1 

/(')  =  T 


bt,  so  besitzt /(«)  vier  ausgezeichnete  Punkte 

in  welclieu  f(e)  unendlich  wird;  diese  Tunkte  i^ind  gleichzeitig' Ver- 
zweigungsjDunkte,  deren  Umkreisung  einen  jede  smaligen  Vorzeichen- 
wechsel von  f(z)  zur  Folge  hat.  Die  beiden  er.sten  Punkte  liegen 
auf  der  Abscissenachse  in  den  Kntferuungen  OFi  =  -f-  1  und 
OF2  ~  —  1,  die  Leiden  anderen  liegen  auf  oder  ausserhalb  der 
rr- Achse,  jenachdem  k  reell  oder  complex  ist;  der  Allgemeinheit 
wegen  setzen  wir  das  Le^ztore  voraus  und  denken  uns  demgemäss 

Gi  und  G%  als  Eeprftsentanten  Ton  +  *^  T  (^^ö-  '^^)* 

Ben  wir  nun  die  Yariabele  g  von  0  aus  eine  rroschlossene  Cnnre 
durchlaufen,  welche  nur  den  Punkt  Fi  einmal  umkreist,  und  nennen 
wir  I{F{)  den  entsprechenden  Werth  von  J* f(e)lStß,  so  ist,  wie  auiP 
S.  74 
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Im  zweiten  Integrale  setzen  wir  z  =  l  —  rc'^,  wo  r  den  Halbmes- 
ser des  Kreises  AiBiCfAi  bedeutet,  und  bemerken  noch,  daas 
auf  dem  Rückwege  von  Ai  0  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat  wie 
auf  dem  Hinwege  OAii  wir  haben  dann 

Fig.  49. 


l  — r  271  0 

•  0  1— r 


Bas  auf  den  Kreis  bezogene  Integral  ist 


%r 


in 

y/(l— re'^e'öd'ö 


in 


dO 


0    y(2  —  r  e'(»)  {\—k-\-hr  c'ö)  (1  +  ^•  —   r  e'ö) 
und  geht  für  r  =s  0  gleichfalls  in  Null  über;  es  bleibt  daher 

1  0  1  - 

l(F,)==  Jlf(,)it  —  J/(g)d*  =  a  Jmdg 


0     V(l  _^2)(1  —^3.^2) 

wobei  F  zur  Abkürzun^^  dient.  Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi 
gelten  wieder  dieselben  Schlüsse,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen, 
weil  jetzt  /'(^■')  mit  dem  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
werthe  -\-  1  nach-  0  zurückkehrt;  füi'  den  zweiten  Umlauf  gilt  also 
der  Integral  Werth  —  F.   Bezeichnet  überhaupt  Jh(Fi)  den  Werth, 
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welchen  dus  lutegrai  nach  n  Umkreisuageu  des  l'unkies  allein 

erhält,  so  ißt 

MFi)  =  0,   I,(Fi)  =        Ii(Fi)  =  0,  =  F  u.  8.  f. 

Mittelst  gans  analoger  Betrachtungen  gelangt  man  sn  den  Werthen, 
welche  das  Integral  aniiimmt,  wenn  man,  von  0  ausgehend,  den 
Punkt  F9  mehrmals  umläuft;  es  findet  sich  aun&ohst 

-i 

•  V(i— — 

und  nachher 

J,  {F,)  =  0,1,  (F.)  =  -  F,  J4  {F^  =  0,  /,  (F)  r^-Fu.  b.  w. 
Nach  derselben  Methode  ergeben  sich  auch  die  Weiihe  dvt<  Integra- 
les, welche  den  Umläufen  um  Gi  allein  oder  um  Grj  allein  entspre- 
chen; setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

y(i— -kH') 

BO  erhält  man 

Ii(ö,)=— G^.  i,(ö,)=0.  Ji(ös)=-Ö.  i4W  =  0,U.8.W. 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  von  0  nach  irgend  einem  Punkte 
P,  wdoher  die  complexe  Zahl  jf  ^  x  iy  rcpräsentirt,  besteht  nun 
aus  beliebig  -vielen  Umli^ufen  um  die  vier  Versweigungspunkte  und 
aus  dem  geradlinigen  Wege  von  0  nach  P.  Jene  Cmläufe,  in  irgend 
welcher  OrdnunLj  genommen,  liefern  zufolge  der  ihnen  entsprechen- 
den Werthe  einen  AuMli  uck  von  der  Form  u  F  -\- V  (t  y  worin  und 
V  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  positiv,  Null  oder  negativ  sein  können. 
Der  allgemeine  Werth  des  Integrales  ist  daher 

21)     j mdß  =r    -f    -f  J {±  [/m  dg, 

0  0 

und  zwar  bestimmt  sich  im  geradlinigen  Integrale  das  Vorstehen 
von  f{e)  durch  den  Endwerth,  womit  /(«)  nach  jenen  Uml&uÜBu  in 
0  ankommt.  Um  hierüber  su  entscheiden,  untersuchen  wir  die  fol- 
genden allein  möglichen  vier  FfiUe 

f(  gerade,  v  gerade, 

ungerade,  V  ungerade, 

f/  gerade,  v  ungerade, 

f(>  ungerade,  v  gerade. 
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Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  man  mehrmals  Fi ,  dann  ,  wieder 
Fl  und  F2  etc.  umgebt,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  F^  auf- 
hört, dann  eljenso  mit  Öi  und  (oder  mit  Gi  und  Gi)  verfährt 
und  Bcliliesalich  den  geraden  Weg  OP  geht.  Nun  ist  /(^)  positiv 
längs  OFi,  negativ  von  ^1  bis  Fo,  positiv  von  Fq  bis  0,  und  so  oft 
auch  diese  Hin-  und  Hergänge  wiederholt  werden  mögen,  so  erhält 
doch  /(g)  den  positiven  Ündwerth  /(O)  =  4-  1 «  sobald  man  nur 
immer  mit  Ft  aufhört.  Dasselbe  gilt  nachher  bezttgüch  der  Punkte 
und  G-ii  im  geradlinigen  Integrale  fängt  daher /(f)  mit  dem  po- 
sitiven Werthe  /(O)  =  -|-  1  an  und  bleibt  positiv,  weil  swischen  0 
und  P  kein  Yersweigungspunkt  liegt.  Für  ft  =  2p  und  v  =  2^ 
ist  daher 

.     fjiz)d0  =  2pF  +  2qa  +  Jf{z)cU, 
0  *  0 

wotiir  mau  auch  schreiben  kann 

M  M 

22)  / M  dz  =  (2p-{-2q)F--  2g(JP—  Gr)  J fijs)  de, 
0  e 

Der  zweite  Fall  entsteht,  wenn  man  mehrmals  I^j,  Fo^  F\,  jPj  etc. 
umkreist,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  F\  aufhört  und  nach- 
her ebenso  mit  Gri  und  G2  verfährt.  Nach  den  Umgängen  um  i^j, 
F^t  Fy^  F%,  \  *  »  '  Fl  kommt mit  dem  negativen  Zeichen  in  0 
an;  den  weiteren  Umläufen  um  G^i,  G2,  Gi,  (t2,  .  .  .  .  Gi  entspre- 
chen ebenso  viele  Zeiclieuweclisel,  nach  dem  letzten  Umlaufe  ist  da- 
her/(«)  wieder  positiv  und  bleibt  es  längs  OP.  Für  f»  =  2|>  —  1 
und  V  =  2^  -|-  1  hat  man  also 

Jmd»  =  (ßp-i)F  4.  (aa  +  1)  ff  +  //(')<** 

oder  auch 

23)  J^Ae)d»=(2p-\-2q)F^(2q  +  l)(F^a)  +  J/(s)d0. 

Wie  man  sieht,  las.^en  pich  die  Gleichungen  22)  und  23),  welche  den 
beiden  ersten  1  allen  entsprechen,  zu  der  folgenden  einen  Gleichung 
zusammenfassen 

24)  Jf{e)dz  =  2mF      n{F—  G)  -fi Jf{s)dz, 

0  '  0 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind. 
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Der  dritte  Fall  tritt  bei  i'ol gonder  Auordiiung  der  üinläule  ein 

TP       TP       V       TP  JP 

■«fn  Jfil  J^i^        .  •  •  • 

öl,  öa,       <72i  •  •  .  .  öi,  fl^i; 

hach  dorn  letzteu  l'iulaul'o  um  ist  /(:)  positiv,  iiacli  «lern  letz- 
ten Umlaufe  um  Gi  negativ  j  man  hat  daher  iixv  ^  =  2p  und 
V  =z2a  +  l 

Jf{z)d0  =  2pF  ^-       +  1)  ö  -  Jmäz 

0  *  0 

oder 

M  * 

26)   //(«)d#=(2j»  +  2«  +  l)F-(2a  +  l)(F-  ö)  -Jf/(>)d,. 

0  0 

Dem  letzten  Falle  endlioh  entspricht  folgehde  Anordnung  der  Um- 
läufe 

V  TP      TSf  TP  TCf 

■Tl»  '«^9»  *1»  Jfif  •  •  .  .  JFt,  -«^It 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  2*\  ist negativ,  nach  dem  letzten 
Umlaufe  um  6rs  gleicbl'allsi  fürfA  =  2|>  +  l,i/  =  2g  hat  man 
folglich 


0 

oder 


26) 


Auch  die  Gleichungen  25)  und  2G)  lassen  sich  unter  einer  gemein- 
schaftlichen Form  darstellen,  nämlich 

27)    ff0i)dz==(2m-^l)F +  niF-Q)'-  J/izjdz, 

0  0 

▼orin  m  und  n  ganse  Zahlen  bedeuten.  Alle  die  verschiedenen 
Werthe,  welche  ff{ßf)de  auf  verschiedenen  Integrationswegen  be- 
kommen kann,  sind  demnach  in  den  beiden  Formeln  24)  und  27) 
enthaltei}. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Berechnung  der  beiden  Integrale 
F  und  F  —  G.  Das  erste  bietet  keine  Schwierigkeit,  namentlidi 
wenn  k  als  reeller  echter  Bruch  vorausgesetzt  wird,  wie  dies  später 
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geschehen  soll.  Was  ferner  den  Ausdruck  jP  —  G  anbelangt,  so  ist 
er  der  Werth,  welchen  f(z)  dz  erhält,  wenn  die  Punkte  1\  und  6ri 
uach  einander  umlaufen  werden  (Fig.  50).    Diesem  Wege  lässt  sich 
Fig.  '60.  folgender  andere  substituiren :  man  gehe 

geradlinig  von  0  nach  einem  nahe  vor 
jPi  liegenden  Punkte  ilf,  beschreibe  mit 
FiM  als  Kadius  einen  Kreis  um  F^, 
gehe  dann  in  gerader  Linie  von  M 
nach  einem  nahe  vor  Q\  liegenden 
Punkte  JT,  hesohreibe  wieder  mit  QiN 
als  Badins  einen  Kreis  um  €^  und 
kehre  dann  auf  der  Geraden  NO  nach 
0  xurflck,  %obei  man  statt  des*  letzten 
geradlinigen  Weges  NO  auch  die  ge- 
brochene Linie.  NMO  wählen  kann,  weil  innerhalb  des  Drdiecks 
OMN  kein  ausgezeichneter  Punkt  liegt.   Die  Vorzeichen  von  f(z) 
sind  auf  den  hier  Torkommenden  Geraden 


längs       GM,       iJ/iY,       NM,  MO, 
positiv,    negativ,    positiv,  positiv, 
es  ist  also  für     if  =  &iN  =  r 

1  — r  *  ** 

F-^a^  Jf(j!)de  -h  Kreisintegral  -f  J [—Lfie)\\de 

0  f-r 
1-r  0 

+  Kreisin<^  +  /{+I/W]}dir  +  /{+!/«]}  dir, 

1  1— r 

wobei  das  erste  geradlinige  Integral  sich  gegen  das  letzte  hebt  und 
das  zweite  geradlinige  Integral  dem  dritten  gleich  ist.  LSsst  man  r 
in  Null  übergehen,  so  Terschwinden  die  beiden  Ereisintegrale  und 
es  bleibt 

1 


Wir  setzen  nun  "k  als  reellen  positiven  echten  Bruch  voraus* 
Es  ist  dann  reell 

1 

J  \/(l--er2)(l-*«irJ) 


Digitized  by  Google 


380  Die  elliptischen  Functionen. 

Dagegen  i&t  F  —  6r  rein  imaginär,  weil  inueihalb  dür  Grenzen  1 

und  i  der  erste  Factor  1  —     negativ,  der  zweite  1  —  Jb«jf»  po- 

fc 

sitiy  bleibt;  diese  Bemerkung  liefert 


k 

de 


oder,  wenn  1  —  Jfe^  =  J^^  und 

1 

Vi  —  k'-x-^ 

gesetzt  wird,  ^ 

F^G-  =  2i  f-r  '^'^  ___  =  2.A'. 

wo        das   vollständige  elliptisclie  Integral  iur  den  Modulus  k' 

bezeichnet. 

Die  Formeln  24)  und  27)  werden  jetzt 
t 

f-^  ==:  ImK  +  i  .  2»Ä' 

/  V^(l-^»)(1-Ä»*») 

•{'y(i—)^o(i -***«)* 

  =:  (4wi4-2)  JT  +  *  .  2wÄ' 

/  V(l-4r«)(l— A;**>) 

wir  schreiben  dafür  kürzer 

TT  =  (4  >w  4-  2)  ä:  -h  i  .2  n  K'  —  w, 

indem  wir  unter  W  den  allgemeinen  Werth  des  Integrales  und 
unter  »  den  W^erth  des  geradlinigen  Integrales  verstehen.  Da  die 
obere  Grenze  ß  in  beiden  Integralen  dieselbe  ist,  so  erh&lt  man  als 
Umkehmngen  von 

/.  /  ■      ■  „  =  W   und     II  ^.      ■  r  ■  =w 

^    V(l— jef«)(l-Ä;Si>r>)  .//  V(l-jp«)(l-.ÄrV) 
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die  beiden  Gleichungen  z  —  sin  am  W  und  e  =  smaiinw  mithin 

sin  am  W  =  sinamw 
und  zufolge. der  TorHerigen  Rdationm-zwiBcIien  Wund  w 

28)  sinam  (^mK       ,  2nK'     w)  =  sin  amw, 

29)  sin  am  ([4  m  -[-  2]  iC  -j-  « .  2  w  it'  —  w)  =  sin  amto. 

Die  erste  dieser  Gleidnmgen  zeigt,  dass  die  Function  sinamw 
nDgeBtört  bleibt,  wenn  die  Yariabele  w  um  ein  VielfeusheB  von  4jr 
oder  nm  ein  YielfaclieB  von  i  .  2Z'  zunimmt,  dass  also  der  Am- 
plitudensinus sowohl  eine  reelle  Periode  mit  dem  Index 
iK  als  eine  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  «.2  2' 
besitzt. 

Im  speciellen  Falle  h=0  wird  jr=      Ef  =€o,  smam (w,  0) 
'  =s  sinw;  die  imaginäre  Periode  fiUlt  dann  weg  und  es  bleibt  nur 
die  reelle  Periode  2«  übrig,  welcbe  der  Function  sinw  in  der  That 
zukommt.  Der  entgegengesetzte  Fall  k==l  giebt         oo ,  JC'  =  i  ;i 

und  diese  Function  besitzt  nur  die  imaginäre  Periode  ix. 

An  die  Yorige  Untersuchung  knüpfen  wir  noch  die  Entwioke- 
lung  einiger  Fundamentalformeln  für  sinamw  und  bemerken  dabei 
im  .Yoraufl,  dass  wii^  im  Folgenden  das.  Integral 


M 

I 


ä»   ' 


,  va-*')(x -»'*«) 

jederzeit  geradlinig  nehmen,  weil  sich  nach  den  Formeln  28)  und 
29)  jeder  andere  Integrationsweg  auf  die  Gerade  von  Ohiu  a  zurück- 
führen lässt. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung 

1 


K 


V(l  — l2)(l_-Ä2^r2) 

e  durch  eine  neue  Yariabele  y  mittebt  der  Substitution 


— 


80  erhält  man 


K  —  w  =z  I  ,   

J  V(i-jr«)(l  — 
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mithiu  umgekehrt 


V: 


^      ^    =  8t»am(jr»i9) 


1  — 

oder  yermOge  der  ursprflngUoheii  Gleioliimg  M  ^  tinamw 

30)  stnam  (K  —  w)  =  —3  • 

Dies^e  Formol  entsj)riclit  der  goiiionietrischenRelÄtion  sin  {^71  —  w) 
=  cgsw,  in  welche  sie  für  1c  =  0  übergeht*). 

Ist  die  obere  Urenze  rein  imaginär,  etwa  jet  =  i  ij,  mithin 

31)  / ,  =  w,  tfl  =  sinamwi 

80  sind  alle  auf  dem  Integrationswege  vorkommenden  ß  von  der' 
Form  iy-f  die  Substitution  js  =      giebt  dann 


i  /    ,   .11.        ^  =  w. 


Mittelst  der  ferneren  Substitation  y  ^  , .  wird  hieraus 

Vi  — 


y  V(l— A/2«2) 


oder,  wenn  das  Integral  für  neh  mit  v  beEeiohnet  wird, 

VI 

Ana  der  zweiten  Glmohnng  in  31)  wird  nun  durch  Substitution  der 
Werthe  von  w  und  17 

32)  sin  a  m  {i  v)  =  itya  m  (v,  Jc^. 

Will  man  die  obere  Grenze  des  Integrales  10  grösser  als  die 
Einheit  nehmen,  so  hat  man  zu  beaohten,  dass  V(l-.iP«)(l-*Ä;»ir«) 


*)  Jacobi  nennt  am  (K — w)  die  Ck>amplltade  von  to  und  .schreibt  dem* 
gemäss 


eosarnw 

stneoamw  s= 


Jomw  ' 

jedoch  wird  diese  Beseichnang  wenig  gebrancht,  weil  sie  keine  wesentliche 
Abkoming  gewälirt. 
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Yon  M  =  l  hUTe  s=s  ~-  imaginär  ist,  för  ir  >>      dagegen  wieder 

reell  wird^  es  sind  daher  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die 
genannte  Integrationsgrenze  zwischen  1  und      oder  über  hin- 

aus  liegt. 

Um  den  ersten  Fall  zu  erdrtem  sei 

1 


33) 


/  (fxf  1  . 

J    V(l— _fc2^2)  I 


und  dabei  X;  <^  £.  <^  1.  Der  geradlinige  Integrationsweg  führt 
hier  durch  den  Yerzweigangspiinkt  je  =  -|-  ^  hindurch,  was  sidi 
▼ermeiden  lässt,  wenn  man  diesen  Punkt  in  einem  Halbkreise  um- 
geht. Man  findet  leicht,  dass  das  auf  den  Halbkreis  bezogene  In- 
tegral gleichzeitig  mit  dem  Badius  des  Halbkreises  Tersehwindet, 
dass  also  übrig  bleibt 

1 


/*  dß^  f  dz 
V(1.-^»)(1~A«^»)      J  V(l— 4rS)(l- 


A^jff»)      J  V(l— *«jef»)' 
d.  L 

1 

f 

I0  =  £4  / 

Mittelst  der  Substitution  s  ==  t7===t=  erhält  man  weiter 

Vi  —  &'^a;2 

ITA  1  C 

«    J   V(l— —  Ä'^'ä») 

oder  wenn  man  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet, 

^-^^^  =  «<w  am  («,&'),     S  =  -i:/aw  (!;,&'). 

Zufolge  der  Werthe  von  £  und  w  wird  nun  aus  der  zweiten  Glei- 
chung in  33) 

S.W  am  (k  +  ~\  =  -j — ^7 — tt^ 
oder  w«m  man  —  i;  an  die  Stelle  von  v  treten  läset, 
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84)  8inam(K-{- iv)  = — 

Um  den  zweiten  der  yorhin  erwähnten  Fälle  zu  discutiren, 

betrachten  wir  das  Integral 

1  • 

r        dg  1  . 

unter  YorauBsetznng  eines  positiven  echt  gebrochenen  |.  Der  gerad- 
linige IntegrationBweg  führt  hier  durch  die  beiden  Yerzweigungs- 

puukte  flf  =  +  1  und  o;  =  -|-       die  man  wieder  in  Hall)kreisen 

umgehen  kann.  Bei  yersohwindenden  Radien  erhalten  die  auf  die 
HalbkreiBe  besogenen  Integrale  den  gemeinsehaftUohen  Grenzwerth 
Null,  und  es  bleibt 

1 

1  *'  . 

 de   1_   r  de 

T 


Das  erste  Integral  hat  den  Werth  K\  im  zweiten  setzen  wir  wie 

Torhin  B  =        ^  ,     ,  im  dritten  ß  =        wodurch  entsteht 
Vi— *'«af«       "  *« 

^  ij  V(l-««)(1-*'««*)      /  V(l-»«)(1— 

d.  i.  , 

w  =  jr  +  A-Ä'-|-i:~   £2=  

*  /  V(i  — 

Nennen  wir  «  den  Werth  des  letzten  Integrales ,  so  haben  wir  die 

Gleichungen 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nro.  35)  erhalten  wir 

ainam(2  K  —  u  —  iK")  =  . 

ksinamu 
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Ersetzt  man  u  —  2  K  durch  u,  und  beachtet,  dass  jederzeit 
smam(—  «;)  =  —  sinamw  ist,  so  wird  schUesslioh 

36)  .  sin  am  (u  -j-  iK')  —  ,  .  ^  • 

kstnamu 

Nach  diesen  UnterBuchnngen  kann  man  von  der  doppelten  Pe- 
riodicität  des  Amplitndensinns  leidit  ein  Büd  entwerfen  nnd  darin 
noch  die  besonders  wichtigen  Stellen  angeben ,  wo  sin  am  w  entwe- 
der zu  Null  oder  unendlich  wird.  Man  denke  sich  nämlich  die  Ebene 
UV  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  der  u  und  der  v  in  unendlich 
viele  congruente  Rechtecke  getheilt,  von  denen  jedes  die  Breite  4  K 
und  die  Höhe  2  K'  besitzt  (Fi^-.  51);  das  erste  dieser  Rechtecke  aei 
0 AGB  m\i  den  Seiten  ÜA  =  AK  und  Oi?  =  2ä:'  auf  den  posi- 

Fig.  51.  . 


t 


-0- 


IV 

c 


■r 


piL  j— *'B 

-4— 


■<!> 

I 

I 

j 


f- 


 9iC~- 


1^ 


tiven  Theilen  der  Coordinatenachsen,  endlich  repräsentire  in  diesem 
Rechtecke  der  willkürliche  Punkt  P  die  complexe  Zahl  iv  —  u-\'  iv. 
Der  Werth,  webhen  der  Amplitudenrinus  in  P  hat,  kehrt  nun  wie- 
der, sobald  w  um  ein  Vielfaches  von  iJT,  oder  um  ein  Vielfaches 
Ton  t.2jr',  oder  um  beide  Vielfache  zugleich  ge&ndert  wird;  in  al- 
len den  Punkten  Pj,  Ps,  etc.,  welche  in  den  übrigen  Beohtecken 
ebenso  liegen  wie  P  im  ersten  Bechtecke,  erhält  demnach  »inamw 
dieselben  Werthe  wie  in  P.  Beachtet  man  fsmer  unter  den  Vor- 
aussetzungen 0  <Z  u  <i  2K  und  0  •<  «  •<  JT'  die  vier  Punkte 

P  als  Repräsentant  von  u  iv, 

Q  y,  n  »   2K  —  U  4-  *  (2jr  — t^), 

E  „        „         „  2jr  +  w  4-  tv, 

'     .S'  „  „  „   4K-^u  -\-  i{2K'  —  v\ 

HO  lehren  die  Formeln  29)  und  28),  dass  der  Amplitudensinus  in 
allen  vier  Punkten  denselben  absoluten  Werth  hat,  dass  er  aber  in 
Schlömilch,  Analysia  II.  26 
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P  und  0  positiv,  in  U  und  S  negativ  ist ,  dass  also  die  vier  Vier- 
iheUe  desRechtöeks  OÄCB  für  die  Function  sinaw  tv  dasselbe  sind, 
was  die  vier  Quadranten  für  sinu.  Innerhalb  desRechteckB  OÄCB 
wird  femer  Btnamw  =  0  in  den  secbß  Punkte 

welche  in  der  Figur  durch  Nullen  bezeichnet  sind.  Endlich  zeigen 
die  Formeln  35),  29)  und  28),  dass  innerhalb  des  ersten  Uechtecks 
stfiomiff  unendlich  wird  an  den  drei  Stellen 

welche  durch  Asteriaken  hervorgehoben  sind. 

•  > 

TTT   Die  doppelte  Periodlottät  von  eosamw  und  ^amw. 

a.  .Alittclst  der  im  vorigen  Abschnitte  benutzten  Principien 

ViLiiTi  mau  auch  das  Integral 

1 

dg 


=  w 


diflcutiren  und  hieraua  die  Eigenschaften  der  invereen  Function 
g  =1  eoscmw  herleiten;  kürzer  ist  es  aber,  die  genannte  Function 
durch  die  Gleichung 

cos  am  w  =  ]/  !  sin'^amw 
zu  definiren  und  dabei  festzusetzen,  dass  der  Anfangswertk  cos  am  0 
ÄS  -|-  1  genommen  werden  boII. 

Da  Vi  keine  wndeutige  Function  von  e  ist  und  in  der  That 
sein  Yorzeichen  wechselt,  sobald  einer  der  Punkte  jer  =  -|-  1  und 
g  z=s  1  umgangen  wird,  so  ist  auch  easamw,  als  Function  von 
sin  am  w  betrachtet^  nicht  monodrom;  hieraus  folgt  aber  keineswegs) 
dass  eosamWt  als  Function  von  w  angesehen,  mehrdeutig  sein  mfisse. 
Sollte  nun  diese  Mehrdeutigkeit  ezistiren,  so  müssen  diejenigen 
Punkte,  an  welchen  sinamw  =s  +  1  wird,  die  Yerzweigungspunkte 
Ton  cos  am  «r  san;  letztere  wären  demnach,  wenn  wir  uns  einstwei- 
len auf  das  Bedtteek  OACB  (Fig.  51)  beschr&nken, 

es  bedarf  also  einer  Untersuchung  darüber,  wie  sich  die  Function 
COS  am  w  verhält,  wenn  man  einen  dieser  Punkte  mittelst  eines  Krei- 
ses umgeht.   Man  hat  nun  erstens 
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CifSim  (K  —  0  ~  Vi  —  sm^am  (K—t); 
aus  sin  am  (2E—w)  =  sin  am  w  folgt  ferner  für  w  =1  K  +  i 
37)  sinam  (K—t)  =  sinam  (E  -f  t), 

und  da  siwaw  (K—'t)  für  hinreichend  kleine  «  i^ektiseh  bleibt,  so 
muss  sich  Hnam  (K-^  0  in  eine  nach  Potenzen  von*  fortaohreitende 
Reihe  verwandeln  lassen,  welche  mit  ainam  K  ^  1  anföngt  und 
zufolge  dct  Relation  87)  nur  gerade  Pbtenzen  von  t  enthalten  kann, 
namlich 

sinam  (JT  —  «)  =  1  —       4-  ßt*  ^  ... 
hierai^B  ergiebt  sich  •  • 

eosam  (K—i)z=t  l/2«~—  («2  _|_  2ß)t2  -|_  ... 
und  wenn  man  das  eine  Mal  t^  reJO^  Jas  andere  Mal  <  =  re't«''  +  Ö) 
petzt,  d.  h.  wenn  man  den  Punkt  K  in  einem  Kreise  umgeht,  so  er- 
^n^\t  man  in  beiden  Fällen  denselben  Werth  von  cosnmw.  Der  frag-  • 
liehe  Punkt  ist  also  kein  Verzweigungspunkt.    Für  den  zweiten  der 
oben  genannten  vier  Punkte  hat  man 

mam  (K  +  i.2     —  t)  z=z  Vi  —  «'»«am  (JT-f  t  .2  JT'  — <) 

=  1/1  —  sin^am  (K  —  t)  =  t  1/20"—  («2  -f  2/3) -f  . 
mithin  verhält  sich  die  Sache  ebenso  wie  vorhin;  dasselbe  gilt  nicht 
nur  für  die  übrigen  zwei  Punkte,  sondeyn  auch  für  die  correspondi- 
renden  Punkte  der  übrigen  Rechtecke,  an  welchen  die  Werthe  von 
sin'^amw  periodisch  wiederkehren.  Die  Function  cosamw  ist  also 
durchnup  eindeutig. 

Aus  der  Definition  des  Amplitndencosinus  geht  femer  hervor, 
dass  cosam  (  —  »)==  +  cosamw  sein  muss^  wo  es  noch  einef  Ent- 
scheidung über  das  Vorzeidien  bedarf.  Hierzu  dient  der  specielle 
Fall  =^  0,  welcher  zeigt,  dass  wenigstens- für  unendlich  kleine  w 
nur  das  obere  Zeichen  genommen  werden  kann.r  Da  aber  cosamw 
durchaus  eindeutig  bleibt,  so  gilt  di^e  Entscheidung  auch  für  alle 
übrigen  w;  .der  Amplitudencosinus  ist  demnach  eine  gerade 
Function. 

Um  die  Perioden  derselben  zu  ermitteln,  erinnern  wir  wieder 
an  die  Formel  37),  welche  giebt 

cos  am  (K-\-t)  =  +  cos  am  (K — f). 

Das  Vorzeichen  der  rediten  Seite  bestimmt  sich  durch  die  Ent- 
Wickelung 

eäsam  (K—t)  =  t  V2a  —  (««-f  2/3)<«  -h  .... 

deren  rechte  Seite  bei  negativen  i  gleichfalls  negativ  wird;  man  hat 
daher 

26* 
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eosam  (Jr  +  0  =  —  Msam  (Ä  —  0 
und  für  <  =  JT  -4-  w 

cos  am  {2K-]-w)  =  —  cosamw, 
endlich,  wenn  man  2K  -\-  w  an  die  Stelle  von  w  treten  lüsst, 

cosam  (4iC-f  w)  =  cos  am  w. 
Die  eine  Periode  von  cosamw  ist  also  reell  and  vom  Iudex  4jr. 

Man  hat  femer  

mom  (iE'  +  0  ==  Vi  —  «insam  (tÄ'  +  0  =  "^fcWaw/ 

ff 

•  ^  

  .  Vi  —  k^sin^amt 

sinamt  ' 

daraus  folgt  wegen  der  Eindeutigkeit  der  linken  Seite 
eosam  («IC'4-  0  =  —  casam  (iK'^  t) 

und  für  t  =  iK'  -\-  w 

cosam  (i.2A"  -j-      =  —  cosamw, 

LSsst  man  noch  2K      w  tok       Stelle  treten,  so  wird 
cosam  (2K  +  i,2K'  '\-w)  =  cosamw, 

mithin  besitzt  der  AmplitudencoBinus  eine  zweite  Periode  mit  dem 

Index  2ir  f-  i.2K'. 

ihc  beiden  Perioden  werden  anschaulich,  wenn  man  in  Fig.  52 

wie  früher  OA  =  4Ä^,  OB  ~  2  K'  nimmt,  den  Coordinatenanfang 


mit  dem  Mittelpunkte  D  von  BC  verbindet,  aus  OA  und  OD  ein 
Parallelogramm  construirt  und  Bcliliesslich  die  ganze  Ebene  durch 
Parallelen  zu  OA  und  OD  in  congruente  Parallelogramme  zerlegt. 
Irgend  einem  in  OAED  liegenden  Punkte       welcher  i«  -|-  ft;  re- 
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präsentirt,  entsprechen  dann  in  den  übrigen  Parallelogrammen  Punkte 
alä  lleprtifientanten  von 

4  jwä:  -h  n  (2K^i  .2K')  +  u  -f  iv 
=  (4m  4-2«)  Ä  +  w  4-  i  (2wX'  -f  v), 
an  welchen  cosomw  denselben  Werth  wie  in  P  erlangt.  Innerhalb 
des  ersten  Parallelogrammes  wd  cosamw  viermal  =  0  n|hnlioh  an 
den  Stellen 

welclio  mit  Nullen  bezeichnet  sind:  femer  wird  eosamw  zweimal  un- 
endlich in  den  Punkten 

2K  +  i.K\  4K  +  HC. 

b.  Die  Function  damto  deiiniren  wir  durch  die  (ileichuug 

Jamw  =  Vi  —  h^am^amw 
und  setzen  dabei  als  An&ngswertli  ^äwO  =  -f-  1  voraus. 

Da  sich  die  Function  an  denjenigen  Stellen  verzweigen  kan-n, 
WO  köinamw  =  +  1  wird,  d.  h.  zunächst  in  den  Punkten 

K      iK\  3K  +  iK\ 

so  mußs  untersucht  werden,  wie  sich  damw  verhält,  wenn  man  diese 
Punkte  in  Kreisen  umgeht.   £s  ist  nun 

^am(JSr+  %K'  H-  0  =  1/1— i;>fiw«aw(g+*g'4-<) 

^  V  ^      sin'' am  (K  -f-  t) 
oder  nach  der  für  smam  (K+i)  angegebenen  RoihHuentwlckelung 

t  1/—  2«  -f  (ß2-|-2/3)<2  . 

^am  (K  -h  iK^  -H  0=  —  r  Ja)^  ^  ßt*   ' 

für  t  =  rt''ö  und  t  =  re*^^^  +  ^^^  erhält  die  rechte  Seite  dieselben 
Werthe,  also  findet  an  der  Stelle  +  keine  Verzweigung  statt. 
Die  nämlichen  Schlüsse  gelten  mit  einer  geringen  Modiücation  auch 
für  den  Punkt  3  Ä" .  +  iK^  und  ebenso  für  alle  übrigen  Punkte,  in 
welchen  ksinamw  =  ±  1  wird;  hieraus  folgt,  dass  ^amw  eine 
durchaus  eindeutige  Function  ist. 

Zufolge  der  Definition  von  Jamw  können  J<m{—w)  und 
^amtß  höchstens  im  Vorzeichen  differiren;  man  entscheidet  hierüber 
leicht  mittelst  der  Specialifdrung  w  =  0,  welche  zeigt,  dass  die  bei- 
den Functionen  gleiche  Vorzeichen  haben,  dass  also  Jamw  eine 
gerade,  Function  ist. 

Nach  den  vorigen  Formeln  hat  man 

J  am  (iC  -f  iÄ'  +  0  =  —  (^^  1        —  *) 
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mithin  fOr  I  =     +  «  —  t  JT' 

38)  ^^om(ajr+M)  =  —  Jam{i,2K''-uy. 

AudcrerseitB  ist 

^am  (tiC'  +  0  =  l/l  —  k*siniam  (iJC^^) 

sin^amt       Y     sin  am  t 

also 

z/aw  (vä'+  0  ~  —  -pfifft  Oä'  — 0 
und  wenn  <  =  iK'  +  w  gesetzt  wird, 

39)  ^am  (t.a  JT'  -f  w)  =  —  ^amw. 

Da  hiernach  auch  ^ am{i  .  2  K' —  u)  ~=z  —  ^amu  ist,  so  erhält 
man  auB  Nro.  3ö) 

die  reelle  Periode  der  Ftmction  ^amw  hat  also  den  Index  2  IT. 

Femer  ergiebt  neh  ans  Nro.  39),  wenn  man  w  durch  / .  2  A'  w 
ersetsti 

^01»  (t .  4  iC'  4-  tv)  t=  damw, 

wonach  eine  rein  imaginäre  l'eriode  mit  dem  Index  i,^K'  vorhan- 
den ist. 

Nimmt  man  in  Fig.  63  0A=:4K,  OH  =  2K\  OF  =  2Ä, 

OG  =4Jr',  undtheüt 
die  £bene  in  Beohtecke, 
welche  dem  Rechtecke 
OFHQ  oongruent  sind, 
so  erhält  ^amw  inje- 
demRechtecke  periodisch 
die  Werthe,  welche  in 
dem  ersten  derartigen 
Rechtecke  vorkamen. 
Für  letzteres  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  Zfaniw 
darin  zweimal  /u  Null 
wird,  nämlich  an  den  mit 
0  bezeichneten  Stellen 

und  dass  femer  ^amuf 
viermal  unendlich  wird, 
nämlich  in  den  Punkten 


Fig.  53. 
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die  wie  gewöhnlich  bezeichnet  sind. 

17.  Das  Additionstheorem. 

In  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  (S.  32a)  wurde 
gezeigt,  dass  die  Gleichung 


0 

statt  findet,  sobald  die  Grössen  ar,    e  der  Bedingung  genügen 
. 0^     -  _  a?  l/(r-y^)(l-A;V)  +  y  V(l x')(l  ^k^x^) 

der  Beweis  dieses  Fondamenialtheoremes  beruhte  auf  identischen 
Transformationen  und  bleibt  daher  ungeändert,  wenn  man  sich  un- 
ter den  oberen  Integralgrenzen  x,  e  complexe  Zahlen  vorstellt  und 
die  Yieldeuti|^t  der  Integrale  dadurch  vermeidet,  dass  man  die 
Integrationswege  geradlinig  nimmt.  Bezeichnet  man  nun  die  obi- 
gen drei  Integrale  der  Reihe  nach  mit  «(>t^,i9,  so  ist  einfach 

ferner 

X  =  tiinamu^   y  =  sinamv^   8  =  smamw^ 

d.  i, 

,z  —  sin  am  (w  -j-  v), 
und  nach  Substitution  dieser  Warthe  von  x,ff,e  geht  die  erwähnte 
Bediügnngsgleiohung  in  die  folgende  über 

,   ,   .  sinamueosamvdamvA-alnamveasamu^amu 

Diese  entspricht  der  goniometrischcu  Formel  für  sin  (u  -{-  i  )  und  ver- 
wandelt sich  in  letztere  für  k  =  0.    Lässt  man  —  v  an  die  Stelle 
von     treten,  so  ündert  nur  s?;^      v  sein  Yorzeiche^i,  und  es  wird 
dann  der  zweite  Theil  des  Zählers  negativ. 
Aus  der  Gleichung  40)  erhält  man  leicht 

yi  ^  _  1/(1  ~  a;»)  (1  -  y>)  -  xy  V(l  -  k^x^) (1  -  fe'yt) 

1  —  * 

d.  i.  zufolge  der  Werthe  von  Xy  y,  e 
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V  ^       V     cosaniu  coi>(i m  v  —  siv  am  ii  sin  am  v  ^dam m  z/ am  v 

42)   C08Cim(«4-t^)=  r—r-,  ■   ,  » 

'       .    ^    '    '  1  . —  k^sm  -  am  HSiu-  amv 

bei  negativen  v  ändert  der  zWeite  Theil  des  Zählers  sein  Vorzeichen. 

Die  Formel  40)  giebt  ferner 

1  —  k'üi^if^ 

mithin 

für  negative  v  wird  der  zweite  Theil  des  Zählern  positiv. 

Lässt  man  it;  an  die  Stelle  von  v  treten  und  beachtet  die  For- 
meln 

9inam(iv)  =  iingatn(v,1if),  co8am(iv) 


cosam{Vtk) 

£t  am\tv)  SSE  .  , 

cos  a  m  (r.  k  ) 


80  werden  die  Gleichangen  41),  42)  und  43)  zu  den  folgenden 

8inam(u  +  ti^)  = 
sinamu  ^am{v^    +  *  cosamu  ^amu  stnam  (t\  l^^co8am{v,  k') 
€08*  am  {i\  A  0  -1-  Ä»  stfi»  am  u  wn»  am  (v,  k')  ' 

cos  am  (u  -\-  iv)  = 
cos  am  u  cos  am  (v,  AQ  —  /  sin  amu  1  am  u  sin  am  (t\  A')  z/awi  (i;,  k') 
cos'^ am  (v,kf)  -\-  A  *  sin'^  am u  s»»« am (v,  k')  ' 
^am(u  +  f »)  = 
^amu  ^am(Vf1(f)  eo8am(v,  y)—ih*8m  amu  damu  8mam(v,  J^) 
CM^fliw  (v,  A') -f- Ä*«»«<imif  «««aw?  (e?,  Ä:') 
Aus  diesen  Fundameutalformeln  ergeben  sich  zahlreiche  Rela- 
tionen, welche  den  verschiedenen  goniometrischeii  Formeln  analog 
gt'l)il(lrt  sind,  und  ebenso  wie  letztere  dnrch  blosse  alge})raische 
Combinationen  der  Grundlbrmeln  abgeleitet  werden  können.    So  ist 
z.  B.  für  V  =  u 

2 Bmamu  cos  ani u  ^ amu 


«jtiafii2f»  =: 

cos  am  '2,11 


1  —  k^im^amu  * 

1  —  2  sin^amu  4-  k'^sin'^amu 


1  —  k*8in*amu  ' 

1  —     8m*  amu 

Im  speciellen  Falle  u  =  \K,  am  2u  =  am  K  z=\n  kennt 
man  die  Werthe  der  linken  Seiten  und  erhält  dann  umgekehrt  ' 
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K  1   K       \/      y  ,       K  .rrr 

  •  • 

Auf  gleiclie  Weise  findet  sich 

^am—  =  :^,  eosam— =  ~-^,  z/am— ^ 
woraus  dann  weiter  folgt 


r 


Setzt  man  snr  Abklgnung  amie  =  9,  am^  =  am(«  + 
=:     am(«  —  t;)  =  v,  so.  gelangt  man  leicht  zu  den  Formeln 

.  2$mq)cost 

Stn(f  -T"  MfIT  sss  -         ,  „ — r"r      ~o  7»  * 

'  1  —  k^sm^q)  sm^iif 

,  .  2sinilf  cos(p  ^q> 

-2eaaweoßilf 

■       +     =.1  -  iflsi^w^^r  . 


2$inw  sin  1^'  z/  op  z/ 1/; 

.             2k^8in(p  cosfp  sin^coailf 
^ff  —        =  —  » 

1  —     sin'^cp  sin^il^ 


cos'cp  —  sm'«p 

COSÖQOSt  =    1.«   '  a       «  > 


Digitized  by  Google 


394  Die  eiliptischen  Functionen. 

Bei  der  Leichtigkeit  solcher  Combixiatioiien  dürfte  eine  grössere  An* 
häufung  Ton  Formeln  überflüssig  sein. 

Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  zeigen, 
wie  die  Addition  und  Multiplication  elliptischer  Integrale  mittelst 
einer  geometrischen  Gonstmction  ausgeführt  werden  kann.  £b  seien 
2wei  Kreise  gegeben,  von  denen  der  eine  den  anderen  nmschliessen 


Fig.  54. 


möge  (Fig.  .64);  der  grös- 
sere Kreis  habe  Ö  snm  Mit- 
telpunkte und  J.(7  s=  12 
zum  Halbmesser;  der  Mit- 
telpunkt des  kleineren  Krei- 
ses sei  D,  der  Halbmesser 
DT=r;  endlich  bezeichne 
CD  —  h  die  Centrale  bei- 
der Kreise.  Von  irgend 
einem  Punkte  P  den  äusse- 
ren Kreises  ziehe  man  eine  Gerade,  welclie  den  inneren  Kreis  in  2' 
berührt  und  den  ersten  Kreis  zum  zweiten  Male  in  Q  sehneidel:  der 
Peripheriewinkel  ül)er  dem  Rogen  AP  heisse  w,  der  über  dem  Bo- 
gen APQ  stehende  Pt!ripheriewiukel  0;  es  hi  dann  ^1  Ä  CP=2ci^ 
ACQ  =  26y  lerner ,  wenn  C ü  senkrecht  zu.  £Q  und  C V  pa- 
rallel zu.  PQ  gelegt  wird, 

^  ACV=l7i      0  i-  CO,  z:  DCF=  ijr  —  (ö-l-ö). 
Aus  der  Gleichung  J)T=z  Cü  +  DF folgt  nun 
r  =s  Beo$(if—&)  -|-  heo8(6  +  w) 

oder 

44)  r  =  (jS     h)  cos ö  Cosa  -|-  (Ii  —  h)  sin  0 sina, 

Lässt  man  speciell  P  mit  ^  zusammenfallen,  so  wird  C9  =  0  und  Ö 
geht  in  den  constanten  Winkel  il  CB  über,  welcher  2  a  heissenmöge; 
für  diesen  ist 

woraus  folgt 

"  R—h 


smce  = 


E  +  h 
Zur  Abkflrsong  Betzen  wir 


4Bh 


B  +  h 
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(Ii  vidi  reu  ferner  die  Gleichung  44)  durch  M  -\-  h  und  Bubstituireu 
die  Werthe 

r         '  E  —  h 

wir  erhalten  dann  die  Belation 


=  Vi  ~  k^sm-a-, 


coBtt  =  COS  6  COS  CO  -\-  sin6si7i(o  yl  —  Jc-sin'^a^ 

welclie  nichtfl  Anderes  ist  als  die^  Bedingung  für  die  Existenz  der 
Gleichung 

oder 

F{k,  0)  =  Fik,  a)  +  Fik,  co). 
Hieraus  entspringt,  wenn  k,  a  und  CJ  gerreben  sind,  folgende  Con* 
struction-  von  0,    Mau  wähle  It  willkürlich,  bestimme  hieraus 


1  _  Vi  _  kUin^a  .        ,p  , 

^,   r  =  (jß  -f-  /*)  Cosa, 


1  4-  Vi  —  kUin^a 
zeichne  die  beiden  Kreise,  nehme  ^  ACP  =  2  co  und  ziehe  die 


Fig.  65. 


'langente  PTQ;  die  Hälfte 
des  Winkels  ACQ  ist  dann  ö. 

Diese  Construction  lässt 
sich  mehrmals  nach  einander 
anwenden,  indem  man,  wie 
Fig.  55  zeigt,  der  Reilie  nach 
die  Tangenten  PPi,  PiP», 
PaPa  u.  8.  w.  zieht  und  die 
Winkel  A  CP,  AOP^  AOP9 
eta,  welche  nach  derselhMi  Dre- 
hungsrichtnng  weiter  m  zah- 
len and,  mit  2ai,  Soi,  26is  etc. 
bezeichnet;  es  wird  nämlich 
.FiG)0  =  F(a)  + 
Fi(o,)  =  Fia)  i-  F(q),)  =  2Fia)  -f  J'X«), 
jP(og)  =  F(a)  -f  J?'(<»,)  =  BF(a)  +  ^X®). 

^  •••••••••••••••• 

und  überhaupt 

4Ö)  F(a>„)  =  nF(«)  +  F(m). 

Im  e^»ecidlem  Falle  o  =  0,  d.  h.  wenn  man  das  successive  Tangen- 
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t«'nzicheii  nicht  mit  7*  sondern  mit  A  anfängt,  wird  J''(£»?„)  r— >/ 
wodurch  das  Multiplicationspioblem  seine  coiistructive  Löüuug  er- 
hält. 

Von  besonderem  Inten  t^se  ist  die  Fraji-e,  unter  wclclien  Umstän- 
den die  gebrochene  Linie  ...  in  sich  zurückkehrt,  «Iho  am 
eiuüin  Polygon  wird,  was  eut weder  nach  einmaligem  oder  erst  nach 
mehrmaligem  Umlaufe  um  deu  kleineren  Kreis  geschehen  kann.  Be- 
schränken wir  uns  auf  den  ersten  ala  den  einfachsten  Fall,  undaetsen 
wir  vorau.s,  dass  das  Polygon  n  Seiten  erhalten  solle,  so  niuss  der 
Endpunkt  mit  dem  Anfangspunkte  P  coincidiren  (bei  dem  Vier- 
ecke der  Figur  P4  mit  P);  die  Bedingung  ist  also 

^ Ä CPn  =  2«  -\-  ^  AGP  oder       =  ar  -|-  0», 

wodurch  die  Gleichung  45)  übergelit  in 

¥{71^  (o)  —  n  F(c()  H-  F(oj). 

Wegen  F(7t  4-  o)  =  2  JK"  +  ^(^)  J*ebt  sich  beiderseits  F(m)  und 
»es  bleibt  die  von  10  unabhängige  Gleichung  übrig 

(ieometrisch  lieisst  dies:  wenn  die  Kailien  nel)st  der  Centrale  beider 
Kreit-e  der  vorliegenden  Bedingung  genügen,  so  .schlierfiit  «ich  das 
Polygon,  wie  auch  der  Anfangspunkt  P  gewählt  werden  möge.  Aus 
der  obigen  Gleichung  folgt 

2K 

a  =s  am   « 

n 

und  es  ist  daher  nach  den  früheren  Formeln  für  eos  a  und  ^(a) 
r  2K      n  —  h       ^  2K 

worin 

•      M  iii^   jj^      (7^  -  hY-  - 

(12  +  hy  —  r»*         ^  {B  -h      -  1-2  * 

Berechnet  mau  für  ein  gegebenes  n  elitwedcr  cos  am   oder 

2K 

am  ,  80  enthält  jede  der  Gleichungen  46)  nur  die  Grössen  12, 

n 

r  und  h'f  sie  druckt  also  die  Bedingung  aus,  welche  zwischen  den 
drei  genannten  Grössen  stattfindet,  sobald  das  n-Eck  gleichzeitig 
ein  Sehnen-  und  ein  TangeutenTieleck  ist. 

Für  das  Dreieck  gestaltet  sich  die  Rechnung  folgendermaassen. 
Aus  der  allgemeinen  Formel  für  die  Addition,  nämlicli 

cus  ifcostlf  —  bin  (p  siti  ^  ^(ö)  =  cos  0 
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oder 

*  eosatnu  casamv  —  sinamu  smamr  ^amiti  -\-  v) 

=  cos  am  {u  -f  v) 

erhalt  man  zunächst  für  «  =  v  = 

cos- a  m  I    —  sin  -  a  m  IK  /Jam^K      cos  am 

weil  femer  |J:  =  2     —  fJT  und 

^am(2K — w)  =  ^amw,   eosam(2K — w)  =:  —  eosamw 

isi,  so  hat  man  auch 

cos^atn^K  —  sin^am^K  ^  am^K  =  —  cosam^K. 

Schafft  mnii  alle  Grössen  auf  die  linke  Seite  und  drückt  den  fcJiuus 
durch  den  Cosinus  au?,  so  hndet  man  leicht 

(l  -\-  cosamlK)[cosamlK  —  (1  —  Cö«ajw|Ä)  ^i«w|JC]  =  0, 
und  hier  kann  man  den  ersten  Factor  streichen,  weil  er  von  Null 
verschieden  Isi    Die  übrig  bleibende  Gleichung  lässt  sich  in  der 
Form  darstellen 

cosamiA  +  =  1, 

und  diese  gicbt  nach  Substitution'  der  Werthe  aus  Nro.  46) 


M  i-  h   '  E  —  h 
oder 

=  Iiili  —  2r) 
wie  hinreichend  hokannt  ist. 

Für  den  Fall  »  —  4  hat  man  sehr  einfach  aus  Nro.  4G)  und 
zufolge  der  schon  berechneten  Wei-the  von  cosam\K  und  ^Jam^K 
(S.  393)   

und  durch  Division 


R-h  vTT^ 

Die  erste  und  dritte  Gleichung  geben 
oder 

Beim  Fünfeck  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie 
beim  Dreieck 
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r(Ä-fÄ)V2B   

=  r(R-}-h)VR  —  h  —  r  -f  (R  —  h)  (R  -\-  h  ^- r)V  R  ■\- h —  r 

far  Polygone  von  noch  mehr  {j.uleii  werden  die  Formeln  sehr  ver- 
wickelt*). *  * 

V.  Potenzenreihen  und  Reihenquotiunten  für  die 

elliptisclieii  Functionen. 

A.  Narli  (It'ii  Untersuchungen  in  Abschnitt  III.  wird  die  Func- 
tion sin  a  m  w  zum  ersten  Mah-  nnendridi  für  w  —  i K' ,  sie  bh'ibt 
daher  synolctisch  innerliall)  eines  mit  dem  Kadius  K'  um  den  Coor- 
dinatenanfang  beschriebenen  Krt  ises.  Zufolge  des  auf  complexe  Va- 
riabelen  ausgedelinteii  Satzes  von  Mac  Laurin  (S.  85)  lässt  sich 
nun  sin  am  w  in  eine  nach  Potenzen  von  w  fortschreitende  und  con- 
vergirende  Pieihe  verwandeln,  falls  der  ModuluB  von  w  weniger  als 
K'  beträgt.  Wegen  sin  am  ( — w)  =  —  ^am  w  kann  diese  Reihe 
nur  ungerade  Potensen  von  w  enthalten,  mithin  ist 

sSnamw 

(d8mamu>\  ir  /d*8inamw\ 
dw    AT"*"  \    dw*    )^  r.  2  .  3 
,  /d^sinnmivX 

\  dw^  ^/o  r.  2  .T5 

IHe  angedeuteten  Differentiationen  lassen  sich  mittelst  der  For- 
meln 

dsinamw 

 =  +  cos  a  m  to  n  a  m 

deosamw 

•  =  —  smamw  aamw. 


dw 

d^  amw 
dw 


=  —  k^Hnamw  coaamw 


')  Die  Formel  für  das  Dreieck  findet  sich  zuerst  bei  Euler  (Nov.  comn». 
Petropf)!.  XI.  pag.  114);  für  die  Fälle  u  4,  f),  6,  7,  8  hat  Nicol.  Fuss 
die  geometrische  Ableitung  der  Relationen  <jetr,  l>en  (Nova  acta  Petropol. 
Xni)  a.  1798}  pag.  166  bin  189).  Den  Zusaiumenbang  dieser  Aufgabe  und 
der  Theorie  der  eUiptiscben  Fnoctioiien  zeigte  Jacob i  in  der  AbUandlang 
„Ueber  die  Anwendung  der  eUiptischen  IVanacendenten  auf  ein  bekanntes 
Problem  der  Elementargeometrie"  (Grell e'g  Journal,  Bd.  III,  S.  376),  wo- 
mit eine  denselben  Gegenstand  betreffende  Abhandlung  von  Riehelot 
(Cr  eile 's  Journ.  Bd.  XXX  VIII,  8.  353)  sa  Tergleiohen  Ut. 
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der  Reihe  nach  aasfdhren,  z.  B. 
d*sinamtß 


=  —  (1  +  k-)smam  w  -\-  2  k'  sin 'am 
~  [ —    H"      +  6    sin^  am  to]  cos  am  w  ^a»i  w. 


U.  8.  W. 

und  geben  für  «;  =  0  die  Coefficienten  der  Reihe.  Noch  einfacher 
ist  es, 

sinamw  =  ÄiW  +  ^a^'  -\-  Ä^io^ 


•  •  •  • 


*  d^sinamto 
SU  seisen,  diesen  Aasdruck  in  die  Formel  für  r— - —  zu  substi- 

tuircii  und  nachlicr  die  beiderseitigen  Coefficienten  von  w,  etc. 
zu  vergleichen.   Das  Kcsiütat  ist 

47)  .Btnamw  =  w  -  Y^i^^'  +  772717  475 

1  +  \?,:^]r  4-  135      -f  F  ^ 


1  2.3.4.5.6,7 


1.2.3.4.5.6.7.8.9 
modw  <;  iC'. 

Für  Ä  =  0  wird  sinam  w  z=  sinw^  K'  =^  oo ,  und  die  Reihe  iden- 
tisch mit  der  bekannten  immer  convergirenden  Sinusreihe;  für  jfe=l 
und  K*  =  i%  kommt  man  auf  die  Formel  12),  &  277  in  Tbl.  L, 

Da  die  Function  eosamw  gleiehialls  hektisch  bleibt  inneirhalb 
eines  mit  dem  Badius  K'  um  den  GoordinatenanfSEtng  beschriebenen 
Kreises,  so  ezistirt  auch  für  coBamw  dne  Potenaenreihe,  die  aber 
wegen  cos  am  { — w)  =  coaamw  nur  gerade  Potensen  Ton  tcr  ent- 
balten  kann.  Ihre  Coefficienten  leitet  man  am  einfachsten  aus  den 
Coefficienten  der  yorigen  Keihe  dadurch  her,  dass  man  die  Relation 

sin-arn  iv  -\-  cos'^  am  w  =  1 
anwendet.   Man  erhält  auf  diesem  Wege 

1      o  .     1  +  4Ä;2  ^ 
48)  casamw^l  ^  — +  i  .  2  ■  3  .  4^* 

1  _|_  44^-2  -I-  i6Ä;^  ^ 

 |C,6 


1.2.3.4.5.6 

C  ^  +  408  Ä;»  H-  912  Ä;^  +  64  A;« 
1.2.3.4.5.6.7.8 
modio  <;  K', 


in*  — 
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Auch  für  die  FuiK  tion  .lunnr,  die  iiuiciijuib  oinos  mit  dem 
Radius  K'  um  den  Coordiiiiiiciiaiifaiiir  b.  scliriebenen  Kreises  synek- 
tlsrh  bleibt,  gilt  eine  nach  geraden  Potenzen  voii  tv  fortschreitende 
Enltwickelung.,   Mittelst  der  Kelation 

h^ain^amw  -f  ^^amw  =  1 

findet  man  leicht 

1.2.3.4.5.6 


.  Ä:-'  (()4  -I-  9 1 2     -f  4Uy  /.• '  -f-  . 

J  1  \  1  jflS 

^    1. 2. 3. 4.  5.  ü.  7. 8 


1 


Dnrch  Differentiation  oder  ItaliBgration  in  Beziehung  anf  fp  lae- 
Ben  sich  ans  dea  yorigeu  Reihenformeln  noch  beliebig  viele  ander- 
weite Entwickeluugen  herleiten,  z.  B. 

5  ü)  cos  a  m  w  ^  n  m  tv 

—  1.2^  1.2.3.4 

51)  Binamw^amw 

1  -I-  4ÄJ2   ,  ,   1  4-  44Ä»  +  16Ä;<  , 
1.2.S^  1.2.3.4.5 


t 


52)  sin  a  m  w  cos  a  m  tr 

4  4-  Ä;2    ,   ,    16  4-  44Ä-2  -f-  k*  ^ 

w  ■  H  ■  ur*  —  

1.2.3      ^1.2.3.4.5  ' 

wobei  immer  madtfi      iC'  sein  mnss.  Aus  der  Bemerkung,  dass 

damto        .  ....         '         ,    .  - 

—  :=z^am¥>  mithin  amw  ^  /  /aamwdw 

auf 

ist,  ergiebt  sich  noch 

53)  amn>  =  w^  TTYTs''  +  1.2.3.4.5*" 

Ä2(i6-f  44A:2  +  ^•<) 

—  —   1  !  i — ««7 

1.2. 3,4. 5. 6. 7 
,  k*(U  +  912  Ä;»  +  408  h*  +  jfc«)  ,  __  * 
"*"l.2.3.4.5.6.7.8.9*' 

modw  <[  K\ 

Wie  mau  mittelst  dieser  Fundameutalformeln  zusammeugesetz- 
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tere  Functionen,  z.  B.  sin'^amu\  tngam  w  und  dergleichen  ebenfalls 
m  l'ütenzenreilien  vei'wandeln  kann,  ist  leicht  genug  einzusehen,  und 
OB  wird  daher  das  folgende  eine  Beispiel  genügen. 

Die  Function 

.     /(«,)  =  -^r-^— 

erhilt  für  <9  =  0  den  Werth  /(O)  =  1 ,  sie  bleibt  ferner  qrnektisdi 
von  10  =  0  bis  dabin,  wo  sinamio  vom  ersten  Male  Tersohwindet. 
Nun  wird  9inamw  =  0  sowohl fEür  w  •=  2K  als  för  «r  r=  •  .  3 JE'; 
die  Reihenentwickelüng  gilt  daher,  wenn  K  <Z       ist,  unter  der 

Bedingung  nfodio<C.  2/1;  im  Gegenfalle  K'  <i  K  muss  modw<C2K' 
genommen  werden.  Heide  I'ällu  sind  leicht  zu  (rennen.  Ist  nämlich 
Ä'^  <  \  oder  2k^  <  1,  so  folgt      <  Ä'-',  J{k,  ^)  >  ^{kf,  (p), 


^{k,  q>)  ^  z/(Ä/,  qp) 
für  !!>  J  ergiebt  sich  durch  analoge  Schlüsse  K'  <i  JC  Die  obige 
Fnneüon  besitst  noch  die  Eigenschaft  /( — w)  :=s/{w)  ist  also  eine 
gerade  Function  und  giebt  folglich  eine  Reihenentwickelong  von 
der  Form 


Sin  am  19 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Nro.  47)  und  vergleicht  dann 
beiderseits  die  ('ot  llLcienteu  von  W'^,  w\  ?//'  etc.,  so  erhäR  man  der 
Reihe  nach  die  AN'i  rthe  von  0-2,  ^4»  «i;  «tc.,  und  gelangt  schliesslicli 
zu  folgendem  lii'sultate: 

amamw      w      1.2.o  3. 1.2. .5 

31  —  Uk^  —  I6k*  H-  Blk^  ß  , 
+  3.1.2 


* .  *  • 


wobei  die  Bedingungen 

1 

für  *  <  77»,      modw  <  2  A', 

einzuhalten  sind.  Im  spt>ciellen  Falle  /;  =:  0  kommt  man  aui  die 
Formel  für  cscto  zurück  (Tbl.  I,  S.  245,  Nr.  31),  im  Falle  A;  =  1 
ergiebt  sich  die  Gleichung  10)  auf  S.  277  im  ersten  Tbeüe  *). 

*pL)ie  Dbigeii  Putenzenrflihmi  sind  saonit  von  Jacobi  entwickelt  wer-, 
den,  jedoch  ohne  Befttimmmig  der  GüUigkeitagreiuten  (Fundam.  nova  theor. 
SflhiamlUlii  Aaalytto.  II.  '  26 
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B.  Ein  «wwtee  Mittel  rar  expHciten  DareteUimg  der  eUiptiechen 
Fimdionen  bieten  die  Qnotienten  aweier  Potenaenreihen;  man  ge- 
langt hieran  auf  folgendem  Wege. 

Aus  dur  unbestimmten  Integration  

J       »y  v(i-*«)(i-*>i^»)  ^ 

erhfiH  man  sehr  leicht 

r   r/ 1\  — f> 

und  für  «  =s  8lfiami9 

Femer  ist 

=—  ^  —  JB?  —  J^k^sin'^amwdw, 

0 

wobei  man  den  Werth  JT  —  JS  mittelst  der  Subetitutioo  «mw  =?  ^ 
findet,  und  es  ergiebt  sich  weiter 

*  ^  * 

h^sM^amiodw 


J* dw j^J^wi 


w 

—      —  i^jC-^  —  ^)  —  ^     ^  k^sin^amwdw 


»  0 


=  (K'—JS){K — w)  — 'J^ dw J  k'^sin^amwdw 

W  1» 

'j*^^ J k^sin^amwdw» 


0  ö 


funct.  ellipt.  pag.  114).  Herini te  behauptet  in  seiner  „l'ol)rrsii  lit  der  J  h«'0- 
rie  der  elliptisclieii  Kunotionen",  iiberseut  von  Natuni,  S.  4G,  dass  die  Rt-i- 
henentwickelimgen  für  sinamw^  coaamw  und  Jamw  an  die  BediuKung 
^  l  <Z  w  <.  l  gebanden  seien;  dies  i«t  ein  Inthnm,  vr\t>  tichon  di^ 
Fälle  ür  =  0  und  k  =  1  beweisen. 
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Das  erste  Doppelintegral  rechter  Hand  besitzt  einen  constanten 
Wetth  (7,  auf  den  es  vorlänfig  nicht  ankommt;  wir  rechnen  ihn  mit 
(K^  JS)(K — w)  ansammen,  indem  wir  setaen 

(K—E)K—  G=sa,  E  =  b, 

und  erhalten  somit 


w  w 


56)       Ismamw  =  a  +       +  J^^J k^sm'amwdnf 


0  0 
K  K 


Geht  man  aweitens  von  der  Integralformel  ans 
Bo'  gelangt  man  leicht  zu  der  Gleichung 

/  V(i V  \  /  V(i-;»«)(i- 

=  l  Vi  -  e\ 
die  sich  f%kr  jv  '=  smfunw  in  die  folgende  verwandelt 

/w  w  m  w 

%   '  .  0       /  ^^^^^ 

Pritteua  führt  die  lutegralformel 

zu  der  Gleichung 

/   V(l-;j2)(l_Ä;2^2)y    V  1   —  V  V(l  -  ^2)  (1  — 


und  daraus  wird  f Or  ;er  =  smamw 


57)    I^anifff  =J^dw J^h^sin^amwdw — f^^ ^«^'W^ 

0  0  •  • 

Setat  man  sur  Abkürzung 

26* 
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K  K 

/,    r  dw 
J  sm'amw 

0  0  I»  u 

0  0 

80  erhält  man  ans  den  Formeln  56),  56),  57)  die  folgenden 

58)    smamw  =  ~ ,    cosamw  =  ^aww  = 

imd  demnach  lassen  sich  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Func- 
tionen als  gehrochene  Functionen  von  gleichem  Nenner  ansehen. 

Den  letzteren  untersuchen  wir  zunächst. 

Ist  der  Intef^rationBwojT  des  w  so  beschaffen,  dass  sin^aviw 
längs  desselljon  synektiscli  bl('il)t,  so  l)ildet  aus  nahe  liegondcu  Grün- 
den S  gleichfalls  eine  synektische  Function  von  dasselbe  gilt  dann 
hinsichtlich  des  c*.  Führt  dagegen  der  Integrationsvveg  du  ich  sol- 
che Punkte  hindurch,  in  welchen  sin^aniiv  unendliili  wird,  so  kann 
man  diesen  Integrationsweg  durch  einen  Weg  der  ersten  Art  er- 
setzen, sobald  man  noch  diejenigen  Integi  nl wert !ie  liinzul'ügt,  welche 
den  UnikreisuDgen  der  voi  kommenden  Ausnuhniepunkte  entsprochen. 
Es  zerfällt  dann  3  in  einen  syncktischen  und  in  einen  asynektischen 
Theil,  wobei  es  Tornämlich  auf  den  ietateren  ankommt.  Es  wird 
nun  sin^amw  unendlich  für 

IC  =s  2mK  -f-  i(2n  +  l)K\ 
wo  m  und  n  beliebige  jfanze Zahlen  bedeuten;  beseiehnen  wir  diesen 
Werth  knra  mit  e  und  denken  uns'  den  betreffenden  Ansnahmepunkt 
mittelst  eines  Contours  von  beliebiger  Kleinheit  umgangen,  so  ist 
für  alle  Punkte'dieees  Gontours  w  von  der  Form  w  =  e  x  -\-  iff 
=  c  H~  f  mithin 

1 

sin^nm  e 

Bei  hinreichender  Kleinlieit  des  (  ontours  bleibt  nwd  12  innerhalb  der 
Grenzen,  wt  K  he  zum  Bestehen  der  Gleichung  54)  erforderlich  sind, 
und  es  iuigt  daiiu 
,«  .  .  1.1+  f^'-   ,    1  —  *«  4- 
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oder  vermöge  des  Wei-thes  von  ^ 

Daiaub  üigiebt  sich  ein  Resultat  vou  der  Form 


10 


^sin'^amw  dw  =  —  ^(c  — w)  -|-  VT, 

worin  irdie  Suiiiaio  einer  convergiicndeii  und  für  IV  ~c  verscliwin- 
denden  Roilie  darstellt.    Denkt  man  sich  diese  Rechnung  für  alle 
vorkommenden  Ausnahmepuukte  o'j ,  t'j  ,  etc.  ausgeführt  und  neuDt 
m&üj\w)  den  synektischen  Theil  von     so  erhält  man 
S  3=/(«»)  +  l(ci  —  w)  -f  H<h  —  w)  -|-  •  •  •  • 
—  W,  —  TF,  —  ITs  —  

und 

tj»=  (ci— . . .  e^^«•)-»^l-w'g-... 
Obgleich  nun  5  nieht  syneküsch  ist  und  sowohl  für  w  =  Oi  als 
w-  '=  Oi  etc.  logarithmisch-unendlich  wird,  so  ist  doch  eine  synek- 
tische  Function,  da  sie  gerade  an  den  genannten  Stellen  verschwin- 
det« Hieraus  folgt,  dass  für  alle  w  in  eine  nach  aufeteigenden 
Potenzen  von  w  fortschreitende  Reihe  entwickelt  wei*den  kann. 

Wie  man  bemerkt  haben  wird,  liegt  der  Nerv  der  vorigen 
Sdüufisweise  in  dem  Umstände,  dass  die  Function  Jcßsk^^amw  in 
der  Nähe  eines  solchen  Specialwerthes  w  =  für  welchen  sie  un- 
endlich wird,  die  Form 

(/7~55  +  «  +  /Jw»  yw*   

annimmt  oder,  kürzer  ausgedrückt,  dass  k'^sin-amw  für  u;  =  c  ein 

Unendliehgrosses  von  derselben  Ordnung  wie      _      wird.  Die 

naudiche  Eigenschaft  kommt  auch  den  folgt  ndcn  drei  Functionen  zw 

1  zJ'^amw  k^cos'^amio 

sin^ a m  iv '      cos^ amw'        ^^am  w  ' 
nur  sind  hier  die  Werthe  von  c  andere  als  vorhin;  die  Folgerung 
bleibt  aber  dieselbe,  d.  h.  j),      r  werden  logarithmisch  -  unendlich, 
0^  e^,  e*  bleiben  synektiseh  und  können  daher  in  Potenaenreihen 
verwandelt  werden. 

Die  Bestimmung  der  Beihencoefficienten  hat  keine  Schwiong^ 
keit.   Man  findet  ann&ohst  aus  Nro.  47) 

stn^amw  =  lo*  ^ — H  ^ — 5  —  .  .  .  . 

ferner  durch  aweimalige  Integration 
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^         +  IM   .     2»«  +  13ife*  +  21ifi  ^. 


8.9.6 


5.7.8.9 


endlich  mittelst  der  ExpOuentialreihe 
"~  ^  ~  1  t  V72  1.2.3 


.  .  •  • 


.       -h  Ä<  ,      8Ä«  +  17**  +  Ö*«  ,  . 


3.4'    '3.6.6'^  4.5.7.8.9 
Am  Nro.  58)  geht  ferner  hervor,  dam  die  Entwickeliuigen  von  ef, 
e%     entstehen,  wenn  ^  der  Beihe  nach  mit  den  Entwiokelangen 

von  sinamWy  cosamw,  ^amto  multiplicirt  wird;  die  Resultate  sind 
dann  folgende.    Statt  der  Gleichungen  58)  schreiben  wir 

^,   W  —  liiV^  -\-  kr,w''  — 

60) 


nnamw  = 


1  —  -f  X^W*'  — 

( 

1  —         -h'  1*4«?*  — 

Cüsamw  =  =-  


61) 


^amw  = 


1  —  VjW«  -|-  v^w^  — 


1  —  X4«'^  -\-  Xc/r"  —  •  • 
und  in  diesen  für  alle  /(*  geltenden  Fornicln  bestimmen  sich  die 
Coefllcienten  durch  die  nachstehenden  Cileichungen,  in  denen  zur 
Abkürzung  1  .  2  .  3  .  .  .  m  mit  m'  bezeichnet  ist. 


4'%4  = 

2ic^ 

6%  = 

8(fc»  +  **), 

8»«8  = 

32(jfe«  +  &«)  -f  68*«, 

10'x,o  = 

128(Ä;2-f  Ä»)  +  4H0(A-'  -h  fc'O, 

1  2'  X|2 

512(Ä;2  ^.  Äio)  4.  3üüö(Ä;^  +  &«)  +  5400Ä;" 

3' A3  = 

1  +  Ä«, 

= 

1  H-      -1-  4A;2, 

ri,  = 

1  +      +  9(*»+Ä*). 

1  +  Jfes  +  16(*t  +  *«)  -  6JM, 

1  ^.  jfeio-f-  25(Ä;2  4-      -  494  (Ä*  +  &«), 

4>4  = 

1  +  2k^                                          '  . 

6'fi,  = 

1  -f  6/5-'  H-  8&S 

8'fia  = 

1  +  12*8  +  60Jb*  4-  32*«, 

lO'fii«  = 

1  +  20*»  -f  348**  +  448*«  +  128*«, 

12>i2  = 

1  +  30*»  -f  2372*<  -f  4600*ß  -f-  2Ö80Ä;«  +  512  Ä'o 
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4'V4  =  2Jfc»  +  k\ 

=  8Ä2  +  6k'  -f  fc«, 

12'vi,=  512**  +  2880**  +  4600*«  -f  2372*«  -|-  30**0  4.  a-w, 

Nimmt  mun  spcciell  *  s  1,  so  wird 
smam(w,  1)  =  ^^^»  co8am(w,  l)=^a»(w,l)=:^„q~r^t 

und  nach  der  zweiten  Formel  in  Nro.  53) 

9 


-4- 


wab  mit 


co«aiii(»,  1)  =^  1  » 

der  Reiheuentwickeiuug  in  Nro.  60)  AbereiiiBtimiiit  *). 


VI.  Periodisolie  BeUien  und  Partialbrüolie  für  die 
einfBtotisteii  elUptisolien  FtmotiQnen. 

Wie  man  aus  der  Untersuchung  über  die  periodischen  Reihen 
weiss  (S.  144,  VI.),  lässt  sich  jede  zwischen  u  =  0  und  u  =  h  end- 
lich bleibende  Functionea  einer  reeUen  Variabelen  u  in  jeder  der 
Formen 

Ttu  '2  r(  H   ,    .       3  nu 

i  A -h  ^  COS -j- 4- ila  COS +  ^3  cos-^  4-  •  • 

darstellen,  faUs  u  auf  das  Intervall  0  bis  h  eingeschränkt  wii-d. 
Für  sich  betrachtet,  bleibt  die  erste  Reihe  ungestört,  wenn  man  u 
durch  — «  oder  durch  m  +  2  *,  1*  +  4  *,  w  -h  6  /*,  etc.  ersetzt;  sie 


*)  Die  Darstellung  von  sinamw,  coftamto»  JafHW  als  Qoodeiiten  von 
Potenzenreihen  ist  «uerst  Ton  Weierstrass  in  Crelle's  Journal  Bd  52,  S. 
367  gegeben  woiden,  wobei  die Ftaicfcionen  «*,  ^p,  ««,  e'  mit  Al(w),  Al(w)i, 
Al{w)t,  ÄHw'k  beMkhael  nnd  Abel'sehe  Functionen  genannt  sind. 
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bildet  also  eine  gci-ade  perioilische  Function  von  t*  mit  d«r  Periode 
2  h,  Ist  nun  zufälligerweise  die  Function,  weichte  man  in  die  erste 
Reihe  verwandeln  will,  selber  eine  gerade  periodische  Function  mit . 
der  Periode  2  h,  bo  gilt  jene  Reihenentwickelung  nicht  nnr  Yimfi=0 
bis  tft  =  i^,  sondern  für  jedes  reelle  «,  Ans  gans  ähnlichen  Schlüs- 
sen geht  hervor,  dass  eine  ungerade  «periodische  Function  mit  dem 
Index  2  A  für  alle  reellen  u  in  eine  Reihe  der  swäten  Art  verwan- 
delt werden  kann.  Da  nun  die  elliptischen  Functionen  reelle  Perio- 
den besitaen,  so  erscheinen  die  obigen  Reihen  als  sehr  geeignete 
Mittel,  um  jene  Functionen  wenigstens  für  alle  reellen  Werthe  von 
t»  damistellen ;  man  würde  z.  B.  für  h  =  SJTden  AniplitiidencoBi- 
nus  in  eine  Reihe  von  Cosinus,  den  AmplitudenBinus  in  eine  Reihe 
von  Sinus  entwickeln  können.  Die  einzige  hierbei  zu  überwindende 
Schwierigkeit  bctriüt  die  Hentimmuncf  der  Coefficienten  A„  und  B„; 
ißt  nämlich  F(u)  die  gegebene  elliptische  Function,  so  kommt  e« 
darauf  au,  die  Werthe  der  integrale 

F(u)c(»^äü  und* f  F(u)8in~du 
oder  auch  den  Werth  des  einen  Integrales 

ZU  entwickeln.  Wie  dies  /^eschoheu  kann,  wollen  wir  sogleich 
zeigen. 

Es  bedeute  w  eine  complexe  Variabele  =s  «  »-|-  tt?,  femer 
sei  F(w)  eine  eindeutige  Function  von  w,  die  innerhalb  eines  ans 
den  Seiten  2  K  und  2  construirten  Rechtecks  nur  zweimal  näm- 
lich für  ««;  =  iE'  und  für  ti;  ^  2 iT  +  iE'  unendiich  wird,  und 
die  noch  folgende  Eigenschaften  besitzt 

F(w  -j-2K)=  ti  F(w),        F(w  -h  i .  2  ^0  =  H  F^w), 

worin  Sj  und  £2  positive  oder  negative  reelle  Einheiten  bezeichnen. 
Nach  diesen  Voraussetzungen  betrachten  wir  das  Integral 

und  nehmen  als  Integrationsweg  die  Peripherie  des  aus  den  Seiten 
0Ä  =  2K,  0B=  2K'  construirten  Rechtecks  OACB,  wobei 
wir  die  Ausjiahmepunkte  2)  und  E,  welche  die  Werthe  iE'  und 
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2K  '\-  iK*  reiMräsentUfen ,  in  Malbki-eisen  umgehen  (Fig.  56).  Zu- 
folge der  AusBohliessung  von  D  und  E 
.ist  der  Werth  des  Integrales  =  0  oder 

'j{OA)  -h  lU «„)  -f  /(«o<?.  Q,)  4-  I(Q,C) 

=  0. 

Neliiiion  vnr  die  Radien  der  Halbki'eibe 
glcicii,  DF  =  £Q  =  r,  lassen  sie  gegen 
die  Null  convergiren  und  setzen  zur  Ab- 
^^*^Qo  kurzung 

Lim  (I(PüP,P,)  -h  /(ftÖ,       =  S, 
so  bleibt-  durcU  Zusammenziehung  von 
I{AQ^,)  und  J(C2Q,  sowie  von  1(5 Po) 
und  /(P2  0) 

J(O^)  -f  I{AC)  -f  /(C'J5)  -h  7(7^0)  4-  S  =  0. 
Im  ci-sten  Integrale  substituin  n  wir  iv  =  i(,  im  zweiten  w  =  2  K  ivi 
im  diittcn     =  te       t.2  Ä',  im  vierten  m>  =  ivj  dies  giebt 

0  0 
odei*  zufolge  der  Eigenscfaailen  von  F 


2iC' 


(1  —  5,  e7«A''') jF{u)^t**du  +  f(a,e'«/'*  — 1) F(iv)e-f'dv 

0  0 
-h  S  =  0. 

Die  Grösse  8  ergiebt  sich,  wenn  man  in  /(PoPiPi)  den  Winkel 
PiDP  =  ß  mithin  w  =  'ijr'  -f-  rc'ö,  im  zweiten  Halbkreisinte- 
grale ^q^EQ^e  mithin  «r  =  2 JIT  f  «IT  —  re'<»  substituiHr 
und  zur  Abkürzung  rt^^  =  q  setzt;  es  ist  dann 


dO 


—  j  /  F(2K-\-iK'  —  if)c^f^^^^^'^  -Q^Qde 
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und  bei  unendlich  abnehmenden  Q  wegen  F(3    +  to)  =  Si  F{w) 


l  -I» 

Beachtet  man  noch,  das»  =e^*"''  =  co«»ar  ist,  so  hat  man 

schliesslich  folgende  Gleichung 

62)  (1  — Cje-2^A'  ) y ^(M)e'>«dtt  — «(1  — fcicos«^)  J  F(;iv)erf*'dv 

0  0 


1" 


=s»«-*«*XA»  fQ[F(iK'+Q)«ff«—Steoi»*F(iX'—9)e-'f«]de, 


-in 


die  sofort  zur  Kenntuiss  der  gesuchten  lutegrale  führt,  wie  sich 

gleich  aeigen  vird. 

a.  Wir  nehmen  zuerst  F(tD)  =  sinamWf  es  ist  dann 
'     fi,  =  —  1,   fi,  =  +  1.   F(iv)  =  iinffam(v,k'), 

und  damit  geht  die  (jieichung  62)  in  die  folgende  über 

%JC  2K' 

Durph  Vergleichung  der  beiderseitigen  imaginären  Thefle  und  durch 
Substitution  des  Werthes  von  f(  ergidbt  sich  weiter 

/  « 71 A' \       2A'  nnA" 

VI  —  e  II  8tnamusin—-==-au  =  —  r— ^< 

^  2K        .  h 

0 

und  wenn  man  noch  die  Abkürzung 

_  njr 
K 
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einführt,  so  erhält  man  leicht  die  Gleiehnng 

0  * 

'  deren  linke  Seite  der  CoefiQeient      ist,  falls  8mamu  nach  den  Si- 

nuß  der  Vielfacheu  von        entwickelt  werden  soll.     Die  gesuchte 

Reihe  ist  nun  ^ 

63)  sin  am  u 

2n 


hK 


und  Bwar  gilt  diese  Gleichung  für  jedes  reelle  u. 

Läset  man  IT — u&u  die  Stelle  vou  u  treten,  so  erhält  mau  noch 

cos  am  u 


64) 


2nfVq       7CU      Vg»       3«tt  .    Vg»       6xu  \ 

b.   Es  sei  ferner  F(w)  =  cosamiv,  mithin 

=  —  1,   fij  =  —  1,    F{iv)  =  fi6ca»n(2;,ftO« 

K-  +  ,)]  ^  U.n\-^  .  -gjjjj^j  =  -  f 

die  allgemeine  Formel  62)  wird  dann  sur  folgenden 
Sic  .     .  J  JT 

(l  +  e-»M') J co8amue^/*''du-~i(l-^eo8nx) J 8eeam(v,h')eri"dv 

Durch  Vergleichuug  der  beiderseitigen  reellen  Tbeile  erhält  mau 
0  • 

womit  der  Coef&cient  An  fOr  die  Entwickelung  von  cos  am  u  nach 

den  Cosinus  der  Viel£Mihen  von  -—  bestimmt  ist    Man  hat  dem- 

2K 

nach  folgende  iioihcnformel 
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65)  eosamu 

die  für  alle  reelleu  u  giiltig  bleibt.  ^ 

Enetzt  man  u  durch  K  —  «,  so  erhfllt  man  noch 

ö6)  ^  sin  am  n 

2n     Vq     .  nu       y/q'     .  Sjtm  ,    Vq^'     .  bnu 

♦ 

e.   Wii'  nehmen  diitteus  F{y))  =  ^am  w  aiso 

,.  =  +1.  .,  =  ^1,   i,^,.)  =  __L_^ 

Lim[fF(iK'-9)y=  JM«|  +  ic«»«mp.-r-|— -}  =  +  i; 

die  aUgemeine  Gleichung  62)  gestaltet  sich  dann  folgendermaaBaen 

Sir  8A' 

J  J  cosamiv^K) 

=  «(14-  co8n7i)e~f*^'. 
Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  giebt 

2     r  .           nnu  ,       3r(l -l-cosnar)  V/ri" 
/  ^  am  u  cos  «  u     —  .  — ~ —  » 

0 

und  daraus  folgt  die  allgemein  gültige  lieiheuentwickelung 
67)  ^amu 

Ferner  iat,  wenn  K  —  t»  an  die  Stelle  von  t*  gesetit  wird, 

*' 
^amu 


n  2  IC 
2K  ~  ~Y 


Mittelst  der  Relation 
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erhält  man  noch  auB  Nro.  ü7). 
69)      *  amu 

d.  Die  gerade  Fancdon  F{w)^9in^aimw  lAsst  ach  gleiobfallB 
nach  der  hisherigen  Methode  entwickeln,  wenn  geeetat  wird 

sin^  am  u 

=  1^  -I-  ^cos  —  +  ^««W-^X  +  ^^"2X   

Zunächst  hat  man 

0 

oder  unter  Anwendung  der  Substifntion  amu  sss  (p 

■     ,         1     rsi7i^(p  ^        K  —  E 

Aus  der  Relation  bin-  am  {2  K — u)  —  s?«  amü  crgiebt  sich  leicht 
Ai  =  A;  —  Är^  .  .  .  =  0,  hei  der  Bestimmiing  von  An  kann  dea- 
halb  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  werden.    Es  ist  nun 

«,  ==  +  1,   fi,  =  +  1,   F(iv)  =  —  tng*am(v,kf). 
Lim  lQ[F(iK'  +  Q)ef^  ?  —  «i  co«»«  F(i  JC'—  rt^'^'fl) 

mithin  geht  die  allgemeine  Formel  62)  üher  in 

IJC  , 

0 

Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  liefert 

*2A'  '  In 

2  r  . ,       «««  ,        /  ^  \*  »ö* 


und  damit  ist      beatimmt.    Für  it  4,  6  .  .  .  wird  nun 
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70)  sin^imu 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  alle  reellen  m. 

Bevor  wir  uns  mit  weiteren  Reihen  dieser  Art  beschäftigen, 
wollen  wir  einen  Blick  auf  die  Substitutionen  werfen,  mittelst  deren 
sich  aus  jeder  fintwickelung  irgend  einer  elliptischen  Function  die 
£9twickelungen  anderer  elliptischer  Functionen  herleiten  lassen. 
Eine  solche  Substitution  ist  im  Vorigen  schon  angewendet  worden; 
sie  besteht  darin,  dass  man  K —  t(  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt; 
andere  Substitutionen  beruhen  auf  folgenden  Bemerkungen. 

Das  Integral 


liisst  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Normalform  elliptischer 
Integrale  erster  Art  bringen;  man  setzt  nämlich  entweder 

f«=  /—       '^^   wiüänip^  am  (kfu,*^), 

oder  man  benutzt  die  Substitution 

welche  giebt 


J  Vi  —  k^sin^if 

0 


mitiun  ^  =  <MN  («,  h). 


Zufolge  der  Gleichung  ;swischen  ip  und  ^  ist  nun 

k'ainamu 


sin  am 


utid  hieraus  folf^en  analoge  Formeln  für  die  übrigen  elliptischen 
Functionen.  Im  speciellen  Falle  ^  —  ^tt  wird  ^  =  jÄ,  und  die 
Vergleichung  der  beiden  Werthe  von  u  giebt 


Femer  ist  unmittelbar 
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0  ' 


oder  üBr  8(n<p  =  ß 

Substitairt  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ^  =  k' sim,  im 
zweiten  0  =  Vi  — k^sm^m,  bo  erh&lt  man  leicht 

Diese  Bemerkungen  lassen  sich  folgendermaassen  zusammenfassen: 
Ersetzt  man 

k  durch       und  zugleich  w  durch  /c'w, 

8C  yerwandeln  sieh 

Ä'in  k'K,.  K'  in  k'  (K'-iK) 

gjg'  n(K'-i£) 

>#    •  ^ 

aamu  in   • 

Nach  dieser  Begel  erhält  man  z.  B.  durch  blosse  Aenderung  des 

k'  sinufHU 

Vorzeichens  von  q  aus  der  Reihe  für  SMI  am  ii  die  Reibe  fttr  — -j  , 

welche  letztere  in  die  Reihe  för  eosamu  übergeht,  wenn  «  durch 
K  —  u  ersetzt  wird  (vergL  Nro.  63,  66  und  6ö> 

Ein  zweites  Mittel  zur  Ableitung  neuer  Reihen  bietet  die  Lan- 
den'sehe  Substitution.  Sind  nämlich  die  AmplitudcAi  9>und^  durch 

diu  Gleichung 

sin  2 

*^'^  =  h  +  cos2v 
verbunden,  statt  deren  auch  gesetzt  werden  kann 


% 
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1      ■    l  +  h  —  2a(i»>^ 


+ 

sinifcosp 


3 


SO  besteht  die  Relation 

  # 

Es  sei  nun  ferner 

•2Vh     .   .;.  ^     i-k'  ■ 
IT*  ^  ^  iTjF= 

die  vorigen  drei  Gleichungen  gehen  tlauu  in  folgcindo  übei* 

-  — :/ (Mö — •      -  — ^öüö — • 

deren  letzte  wir  in  der  kui'zen  Form 

1 

u  ^=  /■ 

darstellen.   Hiemach  ist 

Ii;  =  am  (w,  k),    y  =  um  (v,  j^^)  =  am  ^(1  +  A;')t*, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  für  cus<p  und  sintp 
substituirt,  so  erhält  man 

V  1  -r  4Jamu 

Im  specielleu  Falle  ^  =  ^;r  wird  g)  =  «  und 

'■«••->=tif'(;^-..)-,-|^r(i^j,0 


sowie 


Ferner  ist  identisch 
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nach  Nro.  71)  ergiebt  sich  für  h  ~  l'',  rp  =  2  4)  =  tc  ,  dass  die 
rechte  Seite  der  vorstellenden  Gleichung  mit(l  -|-  k')F(kf,^n)  über- 
einkommt; maü  hat  daher 

Diese  Bemerkiingen  zusammengenommen  liefern  folgenden  Satz;  Er- 
selat  man 

l   

h  dnreh  ^  ^      und  zugleich  u  durch  (1  +  Ä/)  m  , 

so  verwandelt  sich 

K  in  1(1  +  kf)  iC  in  (1  +  k")  K\ 

q  in  (Z«, 
(1+^0  sin  am  u  cos  am  u 


smamu  in 


^  amu 


1  — (1  4- k')8m^amu 
cos  amu  in  2: — z —         .  »  . « 

^amu  > 

Nach  dieser  Regel  erhält  mttn  z.  B.  ans  der  Reihe  för  8t» am«  die 
neue  Entwickelung 

sm  a»i  w  cos  am  u 
^  am  u 

anf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitte  znrAckkommen  werden. 

£s  dürfte  kaum  nöthig  sein  zu  bemerken,  dass  alle  gegebenen 
Reihenentwickelnngen  auf  verschiedene  Weise  specialisirt  werden 
können,  indem  man  w  =  0  oder  =  K  oder  =  setzt.  Die  so 
entstehenden  besonderen  Foi^eln  enthalten  meistens  Beziehungen 
zwischen  den  Tier  Grössen  k^kf^  JTund  g;  nur  die  Gleichung  7Cf) 
macht  hienron  eine  Ausnahme  und  liefert  z.  B.  für  t»  =  0  eine  For- 
mel, welche  sich  zur  Berechnung  von  E  be^iutzen  Hesse. 

Koch  müssen  wir  eine  wichtige  Transformation  erwähnen,  wel- 
cher die  bisherigen  Reihen  unterworfen  werden  können;  sie  besteht 
einfach  darin,  dass  man  jeden  einzelnen  Term  mittelst  der  Formel 

-J-  =  1  +  r  +  r«  +  r»  +  ,  r»<l 

1  —  r 

entwickelt  und  in  der  so  gebildeten  Doppelreihe  die  vertical  unter 

Sehlftmileli,  Autlrab.  H.  27 
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oinandrr  stehenden  Terme  ziiBainmeiifasst.  Schreibt  man  z.  B.  statt 
Nro.  63)'  etwas  bequemer 

kK  .  2Kx 

- — sin  am  

% 

X        q  sin t  q^sinbx  .  . 

80  ist  auoli 

kK  .  2K» 
— =«na»i  — — — 
2K  « 

—       ^^sinx  -\-  (jsi)ix  -\-  q-sinx  -\-  q^sinx  4-  •  •  • 

+  qsmSx  -H  q*8in3x      g^mSa;  -|-  q^^sinBx  +  •  •  • 

+  g_'^8in6x  +  q''sin3x  +  ^"«möjp  +  q^'^sm&x  +  •  •  • 

+  .} 

und  indem  mau  alle  Yerticalreihen  mittelst  der  Formel 

(1  -{■p)8inx 

smx  +  psinSx  +  p^tinix  +  ■■■  = 

sumnirt,  gelangt  man  zn  folgendem  Beonltate 

kK  .  2Kx 
72)  5^  sinam— 

(1  4-  <l)Yq         ,  a-hq')V? 


_  .  ^  (    (1  H-  Vq 

—        U  — 2a  co82x-\-a^  1 


2qco82x-\-q^      1  ^2q^<m2x -\- q^ 

1  — 2«*co«2a;H-(/»o  *^  J 

Aus  der  Formel  65)  oder  der  nicht  wesentlich  von  ihr  ver- 
schiedenen 

kK  2Kx  -,/— f  Cösa;  ,  qcosSx  ,  q'^cos6x  ,  ] 
—  eosam  =  Vq  \  —,  h  — r  +  h—, — r  H  1 

erbftli  man  nach  demselben  Verfahren 

kK         2  Kx 

73)  ~ —  cos  tt»»  

•  2n  n 

=  eos^  /—(L^L^l-^  0-^^)^^  - 

\  1  —  2  a CöS 2 -I-  3»      l —2  q^ cos2x q*^ 

(l-q^)VT'  ] 
*^  1  — 2g6c<w2«  +  gio  "T 
Sdir^bt  man  statt  der  Gleichnng  67)  die  folgende 
K  ^      2Kx       1       qcos2x  ^   q'^ cos  ix   ,   q'^cosßx  . 
27t  n        4      1  -h  3'^      1  +  (i*       1  +  ^ 
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so  erhält  man 

\  23t  X  4: 

.   qco82x —  cos  2x  — 

~~  l—2qco82a         ~~  l—2q*co82x  -|- 

q''C08  2x  — 


+ 


l  —  2a^cos2x -\-  gl® 
Im  specielleu  Falle  x  =  0  wird 

jff        1  _      g  g«       ,       g»  _ 

2  JT        4        1  —  g    "   1  —  g»  ^  1  —  g« 

Die  halbe  Differens  beider  Gleichungen  ist 


=  9m*  X 


1  '~'2qcos2x  H-  gä      X  —  2qUos2x  g 


6  • 


Auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  Nro.  70) 
76)  1  —  k^sin^am  = 

7t 

E  2;r2fg(l  -\- q^)  cos  2  x  ~  2  ,  q^(l-\-q^)co8^x  —  2q^  ) 
ä"^  iC«l(l  — 2gco82«  +  g2)2        (1— 2g8cos2aj  +  g«)»  J 

Das  Gharakteristiflche  an  den  Formeln  72)  bis  76)  ist,  dass  die 
eUiptisdben  Funotionen*  gewisBermaaasen  in  Partialbrache  serlegt  wer- 
den können,  die  in  Beziehung  auf  g  echte  Brüche  sind.  Man  kann 
sich  hiernach  die  elliptischen  Functionen  .ils  eine  Art  gebrochener 
Functionen  vorstellen,  und  in  wie  weit  dies  richtig  ist,  wird  der 
nächste  Abschnitt  zeigen. 


Vn.  Periodische  Reilieii  für  zusammengesetzte  ellipti- 
Bohe  Functionen.  Unendliolie  Produote, 

Daa  im  yorigen  Abschnitte  cor  Entwickelung  des  Integrales 

benutzte  Verfahren  lässt  sich  mit  einer  geringen  Modification  auch 
in  dem  Falle  anwenden,  wo  die  Function  F(w)  nicht  rein  doppelt 
periodisch,  sondern  ans  einer  doppelt  periodischen  und  einer  ande- 

27* 
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ren  Function  zusammengesetzt  ist.  Als  fntegrationsweg  der  oom- 
plezen  Variabelen  w  nehmen  wir  wieder  den  Umfang  des  auB  den 
Seiten  2K  und  2Ef  constrnirten  Rechtecks;  von  der  Function P(i9) 
setzen  wir  voraus,  dass  sie  eindeutig  bleibe,  jedoch  auf  der  Periphe- 
rie jenes  Rechtecks  mehrmals  unendlich  werde  und  dass  sie  folgende 
zwei  Eigenschaften  besitze 

Fiir  u  2  Ä)  =  £i  F(w),     F{io  -f  t .  2  JT')  —  f>  F(ir)  +  /(«;), 

wobei /(ic)  eine  neue  bekannte  Function  bedeutet.    Die  Integration 

Iftngs  des  angegebenen  Weges  liefert  dann  folgende  Gleichung 

tJT  ajr 

0  • 

SJT'  ' 

+  <(6,  1)  J F(iv)e-',M^dv  +8  =  0, 

0 

und  darin  bezeichnet  8  die  Summe  aller  der  Intep^ral«',  welche  <1ji- 
durch  entstehen,  tlnss  man  die  Ansnalimepunkte  in  um-iidlich  klei- 
nen Halbkreisen  oder  Vi«  rtelkreisen  umureht.  Die  1!  rechnung  von 
.S  f^'eseliieht  auf  dieselbe  Weine,  wie  im  vori^^^en  A!»<  linitte  ])ei  nur 
zwei  AnsnahMie])unkteii.  Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwen- 
dungen dieses  einlachen  i'rincips. 

a.    Die  Function   —  wird  unendlich  an  den  Stellen  0, 

stnamtc 

2Kt  i,2K*  und  2K'  +  t.2  JC;  sie  lässt  sich  daher  nicht  unmit- 
telbar in  eine  Reihe  von  Sinus  oder  Cosinus  yerwandeln«  Dagegen 
bleibt  die  ungerade  Function 

=  ~  

endlich  für  alle  reellen  w  von  0  bis  2  JT,  sie  verschwindet  sowohl 
für  19  =  0  als  für  19  SS  2  JT  und  M  nur  die  beiden  Ausnahme- 
poukte  t .  2  E!  und  2  JT  -f  «  .  2  JiC;  man  kann  daher  setzen 

F(u)=zItiSin—  +  +  B^sin—  ^  

Aus  der  Gleichung  jP(2A^— ?/)  —  F(u)  ihl^^t  sehr  leicht,  dass  J?,, 
etc.  gleich  Null  sind,  dass  also  bei  der  Bestimmung  von 
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nur.  ungerade  n  berücksichtigt  au  werden  brnuchen.    Es  ist  ferner 
F{w  +  2      =  -  Fi:iv),       £i  =  —  1 


1 


2K 

2ir  2  JT 

.mithin,  wenn  zur  Abkürzuny^ 
gesetzt  wird, 


_jr^|     1  1 


AI  .  7t w        ,  /nw  .  .  \ 
•      2A  UiC^  / 


Wegen  des  ungeraden  n  hat  man  fernef 

£i  c       —  1  =  —  cosnn—  1  =  0 
und  daher  yereinfacht  Bich  die  Gleichung  77)  zur  folgenden 

78)  (1  — Ä")  J*Flu)e^f**'du  —  fl«  Jf(u)e*t^^du  +  5  =  0. 

0  • 
Zunächst  betrachten  wir  das  Integral,  worin  /(it)  vorkommt  und 

2K 

substituiren  statt  u  die  neue  Variabele  x\  yermöge  derWer- 

the  von  /(u)  und     giebt  dies 

J    ^  '  J  Xsmx      8tn(«  +  ««r)J 

0  0 

oder  wenn  sin{;x  -\-  ia)  durch  Exponentialgrössen  ausgedrückt  und 
die  Gleichung        =  q,  beachtet  wird» 

Ö  0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  leiclit  in  eine  nach 
Potenzen  von  q  fortschreitende  Reihe  verwandeln,  deren  Glieder 
wegen  des  ungeraden  n  sämmtlich  verschwinden;  es  bleibt  daher 


^  '  J  8mx 
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Fig.  67. 


Um  foriicr  S  zu  findcii,  umge- 
lu'ii  wir  di«'  Ausiiahrnopuukte  C 
und  B  in  Vit-rtclkivison ,  wobei  in 
Fig.  r)7  OA  —  2  7\,  OJi  2K\ 
CjP  =  ii(^:rr-r,  ^rcn  =^  QßD 
=  6  und  zur  Abkürzung  c'ö  ~  q 
sein  möge.  Es  ist  dann  S  der 
tirenzwert^  von 


(26 


—  n 


und  hieraus  folgt  wegen  F(0)  =  0  und  i>//>*L^/(^)j  ^  1 

S  —  —  tTCq". 

Kaoh  diesen  Bestimmungen  geht  die  Gleichung  78)  über  in 
%X  n 

0  0 

und  liefert  durch  Herausnahme  des  iiuaginaii-eu  Theiles 

/ n:rM  Csinnx  ^ 

^  '      2  JT  1  — «"       ^  J  9mx 

0  l  0 

Bas  letzte  Integral  findet  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  bei  un- 
geraden fi 

s  i  }i  71  00 

— : —  =  1  +  2{cos2x  4-  cos^x  4-...  +  CQ8(n^  l)x] 
ist;  man  erhftlt 

y   (u)  sin  ^ 


7CU  ,         2  3rö* 
du  = 


2K 


2  7t 


K  1  — 
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Die  gesuchte  Keiheiieutwickeluiig  ist  hiernach 


79) 


2  K  sm  r-=. 
2K 


Ifittelst  Substitution  von  K  —  «für  «  zieht  mau  hieraus 


 2«!  3^ 

JT  Ii  — 


cosamu      ^„  nu 


Ersetst  man  ferner  m  durch  Ä*«,  JT  durch  Ä'JT,  q  durch  —  g  (S.  415) 
und  multiplicirt  mit  —  J/,  so  erhält  man  noch 

81)   1  

2  Kcos  — 

b.  Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  führt  die  Annahme 
Fi«)  =  coiamw  —  ^  co« 

Diese  Function  verschwindet  für  w  =  0  sowie  für  w  =  2K  und 
bleibt  endlich  für  alle  reellen  zwischen  0  und  2  K  liegenden  ioi  ne 
ist  desshalb  in  eine  Beihe  von  SinuB  Terwandelbar,  nämlich 

F(u)  =  Bism  —  +  —  +  Bustn        +  •  •  •  • 

Aus  der  Eigenschaft  F  (2  K—  u)  =  —  F{u)  folgt  zunächst  Bx  =Bt 
=  jB$  .  .  .  =  0;  es  sind  daher  bei  der  Bestimmung  von 

0 

nur  gerade  »  zu  berücksichtigen.  Die  Function  F{iv)  wird  ferner 
unendlich  an  den  Stellen  w==i,2K*  und  m;  =  2iC  -f"  «.SJC'}  end- 
lich ist  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen 

JP(w  +  2Ä)  =  F(w),  =  +  1, 

F(w  +  f.2JK:0  =  —  -FCw)  +/(«'),      «»  =  —  1. 
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Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  Bich  die  Gleichung  77)  auf 
82)  (1  +  3")  J i'  (tOe'>"rfM  —  q"  Jj{u)e'/'Uiu  4-5  =  0. 

0  0 

2K 

Hierin  ist,  wie  sioh  mittelat  der  Substitution  u  =  x  findet 

J^f{u)e\"''du  —  —  n.cotjc  -f  c6tix-\-ia)\c'"''dx 

n 


e*""  cotxdx  —  i  /  ^oiZe*'*'dx, 

./  1  —  g'e**' 


0  0 

oder  weil  bei  geraden  n  das  letzte  Integriü  verschwiudetf 

3£  n 


9  0 

Femer  ist  8  der  Grenzwertb  Ton 


-1« 


0 

wegen  ^'(O)  =  0  und  lAm\^f{q)^  =  —  1  giebt  dies 

Durch  AuBsondemng  des  imagin&ren  Tfaeiles  erhalt  man  jetot  ans 
Nro.  82) 

2A  l  +  a"l      J      smx  j 

Zur  Kenntniw  des  letzten  Integrales  führt  die  Gleichung 

sinnx  cosx 
sinx 

=  1  -f  2  lco82x  -H  cos^x  -I-  . . .  +  imin^^)x\  -\-  easnx^ 
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und  schiieiBBHch  wird 


K  1+3« 

Die  gesucbie  Eiitwickeluiig  ist  demnach 

88)  --cotj^^  cotamu 

Läset  man  JT  -r  M  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erMlt  man  noch 
Ö4)  ^  <rtw  ^  —  h'tngamu 

iC  11  -f-         Ä       1  +  r      IC   ^  1  +  2«      K  ] 

e.  Zu  einer  ftlinlichen,  durch  ihre  Folgen  aber  viel  widitigeren 
Entwickeluiig  führt  die  Annahme 

F(w)  =  catamw  ^amw  ~       cot  * 

Die  vorliegende  ungerade  Function  verschwindet  sowohl  für  w  =  0 
als  für  w  =  2K^  und  kann  daher  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwan- 
delt werden.  Aus  letzter  fallen  wegen  F(2K- — u)  =  —  i^'OO  <liö 
Goefficienten  £i,  B B^,  etc.  weg,  und  es  kann  daher  bei  der  Be- 
stimmung Yon  £n  der  Index  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  wer- 
den.  IHq  Function  F(w)  wird  viermal  unendlich  an  den  Stellen 

und  besitzt  noch  die  Eigenschaften 

Fiw  4-  2  A-)  =  Fitv\  a,  =  1, 

F(w  -f  2  i  K')  =         +  /(«;),  =  1, 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 

ajr  Sir 

85)    (1  —  a")  j  du  —  q^'J /(u)e'^'*  du S  =  0. 

'         0  0  _ 

Mittelst  derselben  Substitutionen  wie  bisher  iLudet  man 

J/(u)e^f*'*du  =  J  [eatx  —  co*(»  +  «a))«<»*d« 

0  0 

d.  i.  wegen  des  geraden  n 
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0 


Fig.  58. 


.0 


IJT  n 

0  0 

Um  S  /AI  boptiiniiion,  um^t  lit  man  (Iii;  Aus- 
nahiii<"])unktt'  A',  6',  ii,  /)  in  Halbkreisen 
und  Viertflkreiscn  wie  dies  Fig.  58  zeigt; 
S  ist  dauu  der  Grenz wurth  folgender 
bumme 


3«. 


— » 


-In 


-In 


d.  L  vermöge  der  Bedentiingen  von  f»,.f»  and  9 


oder 


Der  imaginäre  Bestaudtheil  der  Gleichung  85)  giebt 


'2  K 


7f 


0-  0 

und  da  der  Werth  des  auf  x  bezflglichen  Integrales  =  «  ist,  so 
bleibt 

/„,  ^  .  nTtu  .  ■  2* 

0  1  +  r 

Hieraus  entspringt  folgende  Beiheueutwickeluug 
86) 


ct^om^  Jamu  —  —  cot  — 


2  7t  {    q      .  q 
=  Tri — i — sm— 4--— j — - 


.  2  7t  Ii  g3         3  Tili 

Sin   _   -j-  — 


1  + 


-\  j' 
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LäSBt  man  K  —  K  an  die  Stelle  von  u  treten ,  so  erhält  man 

noch 

2jt(    q      .  7cn  .  2jtu  ,      g=*      .  3  7iu  \ 

=  —  — )          sin  sm  stn        —  • i. 

iC  ll-f-fl      K      1  +  JC  ^  1 +  g»       JT  J 

d.  Eine  ganz  Ilmliche  Behandlung  gestattet  die  ungerade 
Function 

F(w)  =  ingamwJamw^  —  tng 

welche  für  w  =  0  sowie  für  w  =^  2K  yerschwindet  und  an  den 
drei  Stellen 

uiiendlicli  wird.  Die  Ausführung  der  betreflfenden  Rechnung  über- 
lassen wir  dem  Leser,  weil  sich  die  resultirende  P^ntwickeluug  rascher 
daduich  findet,  dass  man  in  Nro.  87)  die  Grössen 

tngamu 


^amu 


ih  1 

durch  -p-^  -j^,  k'Ut  k'K,  —  ä,   k'tng amu^amu 
ersetzt;  dies  gieht 

88)  tHgamu^amu  — jj^tufj- 

=  K  [i^ K  +  IT? »^TT  +  w       -  +  •  •  •  1' 

worin  die  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  unter  der  Form 

ff*"  .  mTtu 

sm 


1  +  (—  1)"'  fl"  K 
enthalten  sind. 

In  dem  speciellen  Falle  u  =  \K  wird  die  Gleichung  Ö8)  zur 
folgenden  schon  auf  S.  419  erwähnten  Summenformel 

££_i  =  4l-i  ^  +   1 

die  in  so  fem  yon  Interesse  ist  als  sie  zeigt,  wie  zu  einem  gegebe- 
nen q  das  entsprechende  K  berechnet  werden  kann. 

Um  gleich  eine  analoge  Belation  zu  erhalten,  differenziren  wir 
die  Gleichung  88)  nach  u  und  nehmen  in  der  entstehenden  Formel 
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-— )  Sec'^  rr-=. 

2  a/  2  a 

2Ä«f  lg  XU  ,  23»  27CU  ,  8g»  3xu  .  ) 
M  =:  0;  es  wird  dann 

"11-?  ^  1 +  3«  ^  l-g»  ^  1 ^  f 

Läpst  man  in  Nro.  Öö)  K  —  «an  die  Stelle  von  u  treten,  so 
erhält  man 

.  catamu       %  nu 

2«r    q      ,  nu  .  2«tt  .      (/^      .  3äu  t 

=T{r-^«*Ä— rT7»'~"^+  }• 

Endlich  ist  noch  die  Differenz  der  Gleichungen  89)  und  86)  be- 
merkeuswerth,  nämlich 

k^sin  am  u  cos  am  u 
^amu 

wie  »i2f  anderem  Wege  im  Tori gen  Abschnitte  8.417  gefiinden  wurde. 

e.  Die  Gleichungen  8G),  88),  90)  erlangen  eine  besondere  Wich- 
tigkeit durch  den  Umstand,  dass  aus  ihnen  Reilien  für  die  Loga- 
rithmen von  sin  (UH  U,  cosnmu  und  J  am  u  herge  leitet  werden  kön- 
nen, denn  es  ist,  wie  man  durch  Differentiation  sogleich  prüft, 

f  cotamu^amu  du  =  Isinamu, 

— J  tng  am u^damudu  =■  l  cos  am u, 

k  '^  sin  a  m  u  cos  am  u 


-j 


du  —  IzJumu. 


^Q/mu 

Multiplicirt  man  demgemäas  die  Gleichung  86)  mit  du  und  iniegrirt 

zwischen  den  Grenzen  u  =  0  nnd     =  li,  so  erhält  man 

Ii    1  +ä      2  1+9»  ^  I 
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öder,  wenn  der  von  u  abliängige  Theil  der  rechten  Seite  mit  C  he- 
seieihnet  wird, 

XU 


Isinamu  —  Isin 


2K 


-    ,    ^  I  1  q  7CU         1        ^2  27CU    ,  \ 

=  C  4-  2  I—  •  — r —  cos  —  -f  =  eo8 '  U    .  .  4  . 

Um  die  Gonstante  C  za  beetimmen  multipliciren  wir  diese  Gleichung 
mit  du  und  integriren  zwischen  U'=  0  und  u  =  K;  dies  giebt 

f  f 
J  Isinamu  du  —     Xsin^^duss  CK, 

0  0 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  am-u  =  9»,  im  zweiten  -—r:  =  P  und 


erhalten 


d.  i.  nach  Formel  41)  auf  S.  316  und  nach  Formel  39)  auf  8.  314 
(fiftr  «  =  0) 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelong 

91)  Ismam  u  'ä*'*^^ 


n  Jtu  ,1  fl'  2  7tu  ^ 
 COS-  — •  cos   -4- 


•  •  •  •  •  >  • 


Auf  ganz  filmlichem  Wege  lassen  sichBeihen  Icosamu  und 
l^amu  finden»  man  gelangt  aber  kflrzer  zu  denselben,  wenn  man 
in  der  vorigen  .Gleichung  die  Grössen 

u,      Kf  »inamu 

aurcu  -TT*  KU»   K  JL,   —  ff,  -^-z  

ersetzt}  man  erhält  zunächst 
'  X      •  ■.  /8mamu\      ,  .  Teu 


«fl      3         3t  1«       1       3*        2  5rtt  ,  i 
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Lässt  man  hier  K  —  M  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  folgt 

7CU 


93)  Icosamu  —  Icos 


2K 


-)  1 . 


Endlich  ergiebt  sich  als  Differenz  der  Gleichungen  dl)  und  92) 
94)  Uamu 

f.  Allo  diese  Reihen  lassen  sich  ebenso  wie  dio  Reihen  des 
Yorigen  Abschnittes  nach  Potenzen  von  g  (ordnen  nnd  dadurch  auf 

eine  andere  Form  bringen.  So  ist  z.B.  nach  Nr.  91),  wenn  s^^* 
gesetst  wirdf 


Ismam  =  l 


+  2|ff  -    +  g3  _  g4  -|-...J££1: 

+  ajg«  —  «4  +  g«-38  -I-...J 


eo8  2x- 
1 

2 

cos  6  X 


3 

+  

und  hier  lassen  sicli  alle  V^erticnlreihon  mittelst  dor  Foruicl 
\rcö92x  4-  ir^co84x  -|-  ^r^cos^x  -|-.-.- 

snmmiren,  wodurdi  entsteht 


Ismam  =s  1 1  --7=^««»»  ) 


—  Z(l  —  2  g  ros  2  x q^)  j-  ?(1  —  2  ^/^  ros  2    -f-  (/) 

—  l(l  —  2q:'cos2x-]-g')  +  2  (1  —  2    cos  2  « -j- g«) 

Daraus  folgt  der  wichtige  Satz .  dasg  der  Amplitudensinus  in  ein 
unendliches  Product  verwandelt  werden  kann,  uamlich 
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95)  «mom  

 2^8inx    (1  —  2fl»<kM2dgH-  g*)  (1     2 cos 2 g -f  g*)  

"   l/^      '  (1  — 2g<?o«2aj  +  <i2)(i_2g8<^g2a?-f  ä'')   ' 

Nach  gauz  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nr.  93) 

96)  cosam  

yjk         *  (1  —  2  a  cos  2  Ä  -f-  (^2)  (1  _  2  ^3  cös  2    +  g<^)T.  ~ 
und  aus  Nr.  94) 

97)  zfam  

rrrVjfc'  .  2  g  gQS  2  g  +  g^)  (1  -f  2g^CQ8  2  .T  +  (yQ  . .  . . 

~"       *  (1  — 2ge<»2df +  g^  (1  — 2g«co«2a!-|-g«)....* 

Zufolge  der  letzten  drei  Formeln  kann  man  die  elliptischen  Func- 
tionen sin  am  u,  rosamu  und  ^  amu  gcwissermaasson  als  gebrochene 
I'mictionen  ansehen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  be- 
sitzen. *)  Diesen  Gedanken  werden  wir  im  nächsten  Abschnitte 
weiter  verfolgen ;  vorher  mögen  aber  einige  speoielle  Fälle  der  letzten 
Gleichungen  Platz  finden. 

Dividirt  man  beide  Seiten  von  Nr.  95)  durch  Binx  und  läsat 
nachher  x  gegen  die  NnU  convergiren,  so  erhält  man 

_  r(i  -  Q")  (1  -  «*)  (1  -  a") 

Tq 

femer  wird  ans  Nr.  96)  fär  »  =  0 


Vk  ^  _  r(i  -  (z^)  (1  -  g*)  (1  - 1) .  .^1-' 

TtHa  L(i-g)(i-<i9Ci-g-^)....J' 


2       _  [-(1 g5  (1  4-<j4)(i  4, 

L(i-ä)(i-a^)(i-g'^)....J* 


der  Quotient  dieser  beiden  Gleichungen  ist 


*)  Die  periodischen  Reihen,  Partialbrüche  und  Producte  für  die  ellipti- 
sclien  Functionen  sind  von  Abel  (in  den  ersten  vier  Bänden  des  Grell e*- 
schen  Journals)  und  gleichzeitig  von  Jacobi  (ebendas.  und  in  den  Fundam. 
nov.  theuriae  funct.  ellipt.)  mittelst  ganz  anderer  Methoden  entwickelt  wor* 
den.  Eäne  diieete  Herleitang  der  betreffenden  Beihen  hat  der  YerflMser 
wohl  soerst  versaeht  (Abhandlungen  der  Ki  Sädis.  GeMibeh.  d.  WlMenseh., 
Bd.  IV.,  S.  395),  jedoch  war  diesdbe  nicht  wollig  frei  von  Einwürfen ,  weil 
die  Theorie  der  Fanctioneu  complexer  Variabelen  überhaupt  damala  noch 
kdoMwegs  die  gegenwärtige  Ansbildung  erlangt  hatte. 
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aVP  »•  _  m-9*)(i-9')a-i*)—y 
«      L(n-9')(i+««)(i+fl«)- J 

Hieran  Imflpft  sich  noolx  die  Formel 

^      L(i  +  +  '/O....]' 

die  sich  als  richtig  ausweist,  wenn  mau  in  ihr 

k  durch  duich  durch  ^(1  kf)K 

und  7  durch  9'*^  ersetzt,  worauf  die  letzte  Formel  mit  der  vorgehen- 
den identisch  wird. 

vm.  Die  Jaoobi'solie  Function  für  reelle  Variabele. 

Denkt  man  sich  die  Multiplicationen  ausgeführt,  welche  sowohl 
in  den  Zählern  als  in  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  der  letzten 
drei  Formeln  angedeutet  sind,  so  erhält  man  vier  unendliche  Reihen, 
die  nach  Potenzen  tov  q  fortschreiten;  das  Bildnngsgesetz  dieser 
Beihen  zu  ermitteln,  ist  die  nächste  Aufgabe. 

Bezeichnen  x  und  p  ganz  beliebige  Grössen,  und  ist  die  Func- 
tion f{x)  definirt  durch  die  Gleichung 

fix)  ^.  (1  1   r)  (1  f  ^.r)  (1  J-        ....  (1  -f  P"'-'x) 
80  erhellt  uniuittelbar.  dass  f(x)  in  eine  Totenzenreihe  verwandelt, 
dass  also  gesetzt  werden  kann 

worin  die  CoefQcienten  A^Äi, .  ilm  nur  von  p  abhängen.  Znfolge 
der  ursprüngliehen  Bedeutung  von  f(x)  besteht  nun  die  Relation 

(1  +i>"'.v)/Cv)  ==  (1  4- 

mithin  ist  auch  nach  der  zweiten  Form  von  / (.r) 
(1  -{-p"^y)  [1  +  A,  y  ^-  A,y^  -[-••••  + 

=  (1  +  y)  [1  +  Ä,py  -f  Aip^y^  -f  •  •  •  •  -h  ^P^y"*], 
and  wenn  man  hier  die  angedeuteten  Multiplicationen  atufi&hrt,  so 
erhält  man  durch  Yergleichung  der  beiderseitigen  Goeffioienten  von 

y,  y*.  y*,  etc. 

(1— =r  1  —  iy\ 

(1  — P-)  ■=  p{\—p>^-^)Au 
(1  -p')A^  =  p'^l  -p'--^)  Ai, 
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Diese  Gleiclmiigeii  liefern  der  Reihe  nach  ili,  At,  Ast  etc.,  xmd  zwar 
iat  fa^.  ^n  ganzes  positives  h 

Ä  _  (1  —  i?"')  (1  —  i?"*-^)  (1  —  jp*>-<»-^) 

'        (1  -  i^)  (1  -  JP'^)  

In  der  hiermit  völlig  bestimmten  Eiitwickelung 

-  •  (1^+  x)  (1  -h  px)  (1  -i-   (1  _j_  |,m-ia;) 

is:  1  +  ilii»  H-  +  +  il««» 

säbstitiuren  wir  . '     '  ' 

nnd  zerlegen  das  links  stehende  Produot  in  swei  Producte,  von  de- 
nen daß  eine  die  ersten  »,  das  andere  die  letzten  n  Factoren  ent^ 
hält;  dies  giebt 

(.+,-^)(.H-,-^).-(.  +  y.)(.  +  f) 

X  (1  4-  «^)  (1  +       ....        fl'— (1  + 


gäi»— 1   T  -"»^afsii-u  •  »         ^s«(s«— 1) 

Sowohl  das  Product  als  die  Reihe  ordnen  wir  von  der  Mitte  nach 
den  beiden  Enden  zu  und  schreiben 

98)  (i+ä*)(i  +|)(i  +ä»')(i  +  ^)-(i+a^"-'^)(i+ji^) 


+ 


^g(n-a)  (811—1) 


+    .    .    .  :  

Setzt  man  auch  in  der  Formel  für  At  die  Werthe  p  —  m  =2n 
ein  nnd  nimmt  einmal  Tc  =  n  -r-  h,  das  andere  Mal  =  n  -|-  Ä, 
so  erh&lt  man  An^hf  An  ^  h  und  daraus 


^«»  — »)(«»  —  1> 

(n+A)  '         (1  _         (1  _  ^4)  (1  —  22«-2A)  » 

-4„  4-  A  


q(n  +  A;  (2n  —  1) 


1  (1  —  (1  —  fl*«-8)  (1  -  g2n-2A  +  2) 

j(«-AH«  +  A)*  —  «*)  (1—  g2«  +  2*) 

Solilömiloh,  Analyiii.  U.  28 
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Die  erste  Formel  enthSlt  im  Zfthler  und  im  Neaner  n  —  h  binomi- 
sche Faetoren,  die  zweite  enthalt  deren  n  +  h;  durch  Division  er- 
giebt  siflii  das  Yerhftltniss 

+  »)  (2«  —  1)  '  g(«  —  *)  (»»  —  1) 

=  (1— gin-  .  .  .  .  ( 1  —      "  +  ^       -)  (1  —  'i^  "  +  ' 

welches  der  Einheit  gleichkommt,  weil  der  Neimor  aus  den  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  genommenen  Factoren  des  Zählers  besteht. 
Es  sei  nun  zur  Abkürzung 

_      (1  -g^")(i  - g^^-Q.^.q  -g«""^*'»'»). 

es  ist  dann 

^f»  —  ft)  O»  -\)        ^(11  +  A)  («n  —  I)  ^ 

und  aus  der  Gleichung  üö)  wird  die  folgende 

(1  +  a  ^)  (n-|)(i  +  «•')(»  +  g4) . . .  (1  +  3*-'  ^)  (l  +  hjt;^,) 
=  ä"""«"  {»0  +  "1  (-j  +       +  «a       +  ^■')  +  

••••  +  «"(?;  +  «")|- 

Benutzt  man  linker  Hand  für  den  zweiten,  vierten,  sechsten  etc. 

« 

Factor  die  identische  Gleichung 


so  hebt  sich  beiderseits  der^  Factor  ^^^^  und  das  Uebrige  gestat- 
tet folgende  Darstellung 

(1        4-1^(1  +fl»,)(i  +Q...(n-ä».-.,)^i  +  ä!r!^ 

.....+ + 

und  zwar  ist 

fl.  _  (1  —  'i'")  (1  -      "-^)  (1  ~       +  . 

-it)  (1-  ?")  • 

b    =fÜ  =  fl*-       (1  —  g-^")  (1  -  g«»-^)  ...  (1  -  ./n-2A+2) 

*     oo  *  (1  —  (1  -  3*«  +  *).  . .  (1  —  2«-  +  «*)' 


j 
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Diert  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  man  die  bisher 
willkührliche  Zahl  n  in's  Unendliche  waclisen  lässt  und  gleichzeitig 
voraussetzt,  dass  q  oder,  lulls  q  eine  complexe  Zahl  sein  sollte,  der 
Modulus  von  q  ein  echter  Bruch  ist;  es  wird  nämlich 

"  =  (1  -  9»)  (1  -  ,i  (1  -  9«)  ....  • 

Unter  EinfÖhmn^  des  abkürzenden  Zeichens 

(^^(i   -  (1  ~  (1  -  g6)  .  . 

ergieht  sich  nun 

=l(^+«('+7)+K"+Ä)+«'("+i) +  ••••!• 

oder,  wenn  —  e  für  z  gesetzt  wird, 

(1  -2^)  (i -i.^  (1  - (i  -£) (1  -  a'«)  (i - ^)  . . . . 
m^-<'  +  7)  +  ä*(''-Hi)-«'('^+i) +  •••■)• 

Lässt  man  an  die  Stelle  von  z  treten  und  multiplicirt  beider- 
seits mit  js  \  q.t  so  gelangt  man  noch  zur  Gleichung 

= H'  -  i)  - 1^'  -   + 1^«^   -i)  -••••)  • 

Durch  Substitution  von  z  —  e^r-r  verwandelt  sich  die  erste  dieser 
beiden  Entwickelungon  in 

99)  (1  —  2qco82sß  +  q^){l  —2q^co82x  -|-  a'^) (1 —2^^008 2 fl^»).... 

=  -^|l  —  2qcos2x  -\-  2q'^cos4tX  —  2q'^cos6x  +  |; 

die  sweite  geht  für  #  =      fiber  in 

lOü)    ^'qsinx(l  —  2q^cos2x  +  q*)(l—2q_*cas2x-\-q^)  

=     jl/^sma;  —       sin  3x  -\-^q^^  sinox  —  j, 

und  diese  beiden  Gleichungen  sind  es,  welche  su  einer  neuen  Dar- 
stellung der  elliptisehen  Functionen  Plenen. 

Geht  man  nämlich  auf  die  Formel  95)  zurück  und  entwickelt 

28* 
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das  im  Zfthler  stehende  Product  nach  Nr.  100)  und  das  Prodnet  im 
Nenner  nach  Nr.  99),  so  erh&lt  man  BnnfiDhBt 

2Kx       1      2 1/^7  sin  x  —  2  t  7 sin  3  x -\- 2  Vry-'^  sin  x  


«tnam 


Auf  analoge  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  96)  transformiren,  deren 
Zähler  nach  Formel  100)  entwickelt  werden  kann,  wenn  in  letzterer 
1^  —  X  ffkt  X  gesetzt  wird,  dies  giebt 

2Kx  \ /¥'    2  t^  qcosx  4-  2  \^q^  cos  3 +  2  V  q  '-'  CU6 6x-\  

V  J  '  l^2a(>os2x  +  2<i'cos4.x—2q\os^x-\'  

Endlich  gelangt  man  zur  Entwickelung  des  Zählers  von  Nr.  97), 
wenn  man  in  Formel  99)  \7t  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten  läset, 
nämlich 

2Kx  1  -f  2qcos2x  H-  2q*cos4x  -f  2q^cos6x  -j-  «.  > 

fC  *  1  —  2(icos2x  +  2q^  cos 4 Ä  —  2 cos +  •  •  • 

Wir  setzen  nun  2Kx  =  Jtu  und  führen  zwei  neue  transcen- 
dente  Functionen  S(u)  und  H(u)  ein,  die  wir  durch  folgende  Glei- 
chungen definiren 

101)  0(»)=1— 2flC0S— +2ä*cö»-^  2q^cos-^-\'  , 

102)  H(w) = 2  Vqsin ^  —  2 f  «•«n  —  +  2 Ffl" ^  ? 

die  vorigen  drei  Formeln  gestatten  dann  eine  sehr  einfache  Darstel- 
lung, nämlich 

1  //(«) 


103) 


smamu  = 


k  '  ®{u) 


eosamu 


Die  elliptischen  Functionen  erster  Art  lassen  sich  demnach  in  Form 
von  Quotienten  durch  zwei  einfach  j)eriodische  Functionen  ausdrü- 
cken, die  man  elliptische  Transceudeuteu  genannt  hat.  Zu- 
folge der  Gleichung 

(ksinamu)^  +  (-^amu)^  =  1 
besteht  übrigens  zwischen  ®  und  H  die  Relation 

*[H(w)]2  -h  Jc'l&iu  +  K)y  ==  [^00]' 

oder 
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welche  zeigt,  dass  H  aus  0  hcrfreleitet  werden  kann.  Im  Grunde 
genommen  reduciren  sich  also  die  elliptischen  Functionen  erster  Art 
auf  die  eine  Transcendente  @^  welche  man  die  Jacohi'sche  Func- 
tion  zu  nennen  pflegt. 

Nicht  ohne  Interesse  sind  die  speciellen  Werthe  0(0)  xukd®(K), 
die  man  auf  folgendem  Wege  findet  Aus  Nr.  99)  folgt  fdat  x  =  0 
und  unter  Beachtung  des  Werthes  voii  Q 

wobei  der  Zähler  rechter  Ihind  —  0(0)  ist.  Durch  beiderseitige 
Division  mit  dem  Producte  aus  1  —  g,  1  —  ^  —  ä^  ergiebt 
sich  weiter 

0(0) 

(i-g)(i-g>)(i-g0>.>  =  (i,^(i_^.)(^_^3)(i^g4)...; 

setzt  man  noch  beiderseits  die  Factoren  1  — g',  1  —  ff*,  1  —  fl'i  etc. 
Bu,  so  wird 

(1  -  q)  (1  -        (1  -  q^)  (1  -  g*)  .  .  .  . 

=  ö(o)  (1  +  a)  (1  +  a')  a  +  3')  (1  4-  fl*)  , 

mithin  ist 

(i-^)a-g')(i-g»)-.^> 

«'W  -    (1    ^_   ^)  (1    _|_    ,^2)  (1 

Der  AVerth  dieses  Troductes  wurde  bereits  auf  S.  432  gefunden j  man 

hat  demnach  '   

^,  ,  \/2k'K 

104)  0(0)=  V  — 

Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  weiter  für  m  =  0  eine 
Gleiebung- zwischen  ®(K)  und  0  (0),  welche  unter  Benutzung  von 

Nr.  104)  giebt   

T  /  9  7f 

105)  &iK)==y^- 

Die  beiden  ersten  Formeln  in  Nr.  103)  liefern  noch  fttr  «  =  0 

106)  i/(0)  =  0;       H(K)  =.  y 

Hieran  knüpfen  sich  mehrere  wichtige  Bemerkungen  hinsicht- 
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lieh  der  nnmerisehen  fiereohnang  der  elliptischen  Fnnetionen  und 
Integrale.  Aus  der  leisten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  nämlich  fflr 
f*  =  0 

107)  MV  =  -^'i 

d.  i.  vermöge  der  Beihe  für  ®{u) 


und  dieee  Formel  liefert  nnmittelhar  y  mithin  auch  A;  falk  g  gege^ 
ben  ist.  Umgekehrt  lässt  sich  hieraus  auch  9  finden,  wenn  man  h 
oder  }ä  kennt.   Es  folgt  nftmlich 

j_    1  —       _  g  +     +  'i^^  -<-       V  "' 
^    1  +  Vi?      1  +23♦  +  2äl«^-2fl3«4-.•• 
oder,  wenn  zur  Abkflrznng 

1  1  — , 

2  *  1  + 

gesetzt  und  der  rechts  stehende  Bruch  nach  Potenzen  von  g  entwi- 
ckelt wird»  ^ 

A  =  g  ^       +  5g'  —  10g"  -f  18g»'  

Buroh  mehrfache  Potenzirung  findet  man  weiter 

A5  —  fjfö  —  lOfi^  H-  (>5r/i3      330(^n  -f  .  .  .  . 

=  g»  —  18g»»  +  1892^'  —  .  .  . 

A»»=  gl»  —   26g"  -j-  •  • . 

A"=  gii  — .  .  .  . 


Bildet  man  die  Summe 

A  4-  ai  A*^  4-  o,  A»  +  «8       4.  .  .  . 

=     +  («i  —  2)2^-  -f  (02  —  lOai  +  5)  g"  +  

und  bestimmt  die  Coef&eienten  ai,  Oj«  0»,  etc.  so,  dass  die  Coefficien- 
ten  Yon  g^  g*,  g»*,  etc.  Terschwinden,  so  «halt  man  bei  umgekehrt 
ter  Anordnung 

g  s  A  -h  2A>  4-  ISA»  -I-  150A«»  +  1707 A"  4-     .  . 

Diese  Reihe  couvergirt  sehr  gut,  demi  selbst  bei  dem  ziemlich  gros- 
sen Modul  US   

*  =  ^  =  =  1.  A  =  i- 

'  0 

wird  der  fünüe  Term 
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1707a."=:  0,0000001 

so  l^lf'iii,  (lass  mit  ilini  die  Rechnung  abbricht,  falls  man  sich  auf  die 
ühliche  Genauigkeit  von  sieben  Decimalen  beschränkt.  Meisteutheils 
wird  aber  die  Sache  viel  einfacher,  z.  B.  für 


erhält  man 


*  =  i  Vs  =  0,8660254,      =  i 

A  =  -|  —  1/2  =  0,08678644 

11^  —  0,00000929 

g  =  0,08079573, 

und  ebenso  reichen  für  ^-^^  0,86(3  immer  zwei  (ilieder  aus.  üebri- 
geus  hat  man  bereits  Tafeln ,  welche  für  jedes  /»"  das  zun:ehörige  q 
liefern;  eine  kleinere  Tafel  dif'ser  Art  ist  dif  folgende,  worin  k=sin  cc 
gesetzt  ist  uud  der  Hülis winke!  a  von  Grad  zu  Grad  fortschreitet*). 


*)  K'mc  von  6  und  6  Minuten  fortsohr«  itcnde  Tafel  gicbt  Jacobi  in  dem 
Aufsatze  ^Zur  Theorie  der  elliptischen  Funi  tionen",  Crelle's  Journ.  Bd.  XXVI, 
iS-  93,  der  überhaupt  viele  praktische  Bemerkungen  über  die  numerische  Be- 
rechnung elliptisoher  Functionen  enthalt. 
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I  c 

1  f\n  II 
1  Inf  (f 

«  1 

fVff  ff 

1 

IL 

1 

7. 

h 

togq 

1 

1 

1  1" 

0,01745 

5,37966 

31« 

0,51504 

8,28456 

61» 

0,87462 

8,95300 

20 

0,03490 

5,88178 

32« 

0,52992 

8,31367 

62» 

0,88295 

8,97046 

0,05234 

6,23408 

33«- 

0,54464 

8,34199 

63» 

0,89101 

8,98885 

40 

0,06976 

6,48411 

340 

0,55919 

8.36957 

64» 

0,89879 

9,00720 

50 

0,08716 

6,67813 

350 

0,5735vS 

8,39646 

650 

0,90631 

9,02553 

6» 

0,10453 

6.S3673 

3<;" 

0.58779 

8,42271 

660 

0.91355 

9.04:;85  ■ 

70 

0.12187 

6,97091 

37" 

0,60  lh2 

s,44s:;5 

67" 

0,92050 

9.06218 

8« 

0,13917 

7,08723 

38" 

0,61566 

8,4734 -J 

6S" 

0,92718 

9,O.S055  ! 

90 

0,15643 

7.18991 

39" 

0,62932 

S. 49  79  6 

69" 

0,93358 

9,09897  1 

100 

0,17365 

7,28186 

400- 

0»64279 

8,52199 

700 

0,93969 

9,11748 

11« 

0,19081 

7,36510 

41» 

0,65606 

8,54555 

71» 

0,94552 

9,18609 

120 

0,80791 

7,44119 

420 

0,66913 

8,56867 

72» 

0,95106 

9,15484 

130 

0,33495 

7,51128 

430 

0,68200 

8,59137 

73» 

0,95630 

9,17376 

140 

0,24192 

7,57625 

440 

0,69466 

8,61368 

74" 

0,96126 

9,19289 ' 

150 

0,25882 

7,63683 

450 

0,70711 

8,63563 

75" 

0,9651(3 

9,21228  ; 

160 

0,27564 

7,69359 

46" 

0,71934 

8.65722 

76" 

0.97030 

9,23196  1 

I70 

0,29237 

7,74699 

47" 

0,73135 

8,67848 

77" 

0,97437 

9,25202  1 

180 

0,30902 

7,79743 

48" 

0,74314 

8,69944 

78" 

0,97815 

i 

9,27250 

190 

0,32557 

7,84524 

490 

0,75471 

8,720U 

790 

0,98163 

9,29351 

200 

0,34202 

7,89068 

50» 

0^766^ 

8,74052 

80» 

0,98481 

9,31515 

210 

0,35837 

7,93400 

51» 

0,77715 

8,76068 

81» 

0,98769 

9,33756 

220 

0^37461 

7,97540 

52» 

0,78801 

8,78059 

82» 

0,99037 

9,86091 

230 

0,89073 

8,01505 

53» 

0,79864 

8,80030 

830 

0,99255 

9,38545 

24" 

0,40674 

8,05311 

540 

0,80902 

8,81979 

84" 

0,99452 

:».41]52 

250 

0,42262 

8.08971 

550 

0,81915 

8,83912 

85" 

0,99619 

•| 
1 

9,4396'> 

260 

0,43837 

8,12498 

56" 

0,82904 

8,85826 

86" 

0.99756 

9,47054 

270 

0,45399 

8.15901 

■ 

57" 

0,83867 

8.87726 

87" 

0,99863 

9,50569 

28« 

0,46947 

8.19190 

58" 

0,84805 

8,89611 

88» 

0,99939 

9,54788 1 

290 

0,48481 

8,22374 

590 

0^85717 

8,91484 

89» 

0,99985 

9,60564 

300 

o,5oobo 

8,35461 

60» 

0,86603 

8,93347 

90» 

■  ■UIIIIIIIIH 

10,00000 

 - 

A110  dieser  Tafel  ist  ersichtlich,  dass  q  von  k  —  0  bis  k  —  0,999, 

welchem  Werthe  g  =  0,353  entspricht  ,  sehr  langsam  wächst  und 
erst  nachher  der  Grenze  1  rasch  zueilt.  Ist  «<;70o,  d.h.  ^•<<^,94, 
so  folgt  ä  <;  0,1311  und  dann  hat  a''  keinen  EinÜuss  auf  die  sie- 


» 


Digitized  by  Google 


f 


Die  elliptischen  Functionen.  441 

beste  Beeimale;  alle  Fomeln,  in  denen  die  Jaoobi'sehe  Fnnction 
▼orkommt,  werden  dann  ftusBemt  einfaelL 

Hat  man  q  berechnet,  so  findet  sich     mittelst  der  Formel  105), 

indem  man  für  S(K)  die  betreffende  Reihe  setzt,  nämlich" 

So  iBt  z.  B.  für  k  =  i  Vd ,  q  =  0/)8Ö79573 


X  +  2ff  =  1,17159146 

2?*  =  0,00010837 


K=  (1.17169983)« 

=  2,156515. 


Um  ferner  die  einem  gegebenen  u  entsprechende  Amplitude  (f 
zu  btreclmen.  macht  man  Gebrauch  von  der  dritten  Formel  in 
Nr.  103),  nämlich 

,  ,  -       *w  1      ^     2«i*  , 

Vl-Ä««m«g)  =  VF—  ^  ^  . 

1 — 2qco$~  \  2q*C08--r=  ••• 

JL  JL 

ans  welcher  man  leicht  9in^^  nnd     findet.   Ist  z.  B.  gegeben 

F(|  1/3,  <jp)  =  5,208881, 
so  gelten  zunächst  die  vorliin  bestimmten  Wertlie 

q  r=  0,0857957,       JC  =  2,156515, 

femer  ist 

—  =  7,588251  =  2ä  +  arc  740  46' 29"  25, 

und  nun  giebt  die  erwähnte  Formel 

Vi  —  =  0,7738482,     swcp  =  +  0,7313537. 

Da  der  gegebene  W^h  U  =  5,2  .  .  .  zwischen  2^  ==  4,3  .  .  und 
3Jf  ==  7,4  .  .  .  liegt,  so  mu^s  die  zugehörige  Amplitude  zwischen 
2 . 90<^  nnd  3 . 90<^  enthalten  sein,  mithin 

9  =  180»  +  47»  =  227» 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  bei  gegebener  Amplitude  fp  den 
AVei  th  des  elliptischen  Integrales  u  —  F{k,  ff-)  zu  berechnen,  findet 
durch  die  zuletzt  erwähnte  Formel  eine  neue  Lösung.  Wird  näm- 
lich zur  Abkürzung 

XU 


gesetzt,  so  ist 


l/l  —  k^sin^q)         1  -f-  2qco8v  -\-  2(ji*  cos2v  +  '  ' ' 

yj*         ~~  1  —  2qea$v  +  2fl*  m2v  —  •  •  • ' 

und  hieraus  folgt  sehr  leicht 
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worin  Sur  Abkürzung  die  bekannte  Grösse 

Jl  Vi  —  fc'gtw'y  —  W  _ 

2(7  *  Vi  —  Ä-^sm^^)  -I-  1/77  ~ 
sein  möge.    i)ie  vorlierrrclicnde  Gleichung  liefert  nun 

easv  =  Ä  (1  +  2q*cos2v  +  23^^00840  -{-••••) 
—  q^coaSv  —  —  , 

und  es  ist  dies  euA  transcendente  Gleichung,  aus  welcher  v  berech- 
net werden  muss.  Zufolge  des  Umstandes,  dass  q^,  f/,  eic  sehr 
kleine  Brüche  sind,  findet  man  leicht  einen  ersten  Näherungswertii 

f  1  von  v,  indem  man  einfach 

cos  Vi  = 

nimmt;  die  weitorc  Anti  iheruug  geschieht  dann  mittelst  der  vorigen 

Gleichung  selbst,  nämlich 

CO8V9  =  Ä  (1  +  2g*cg82vi  +•••)  —  q^cosBvi 
cosVi  =  Ä  (1  -|->22*«w2i?3  4-  •  •  •)  —  q^cosdVi  —  .  . . 

u*  s«  w. 

Aus  V  ergiebt  ffich  dann 

Beispielweis  sei  Ä  =  Jl/3,  9?  =  47®,  also  wie  vorhin 

k'  =  l,qz=  0.Ü8Ö79Ö7,  K  =  2,156515; 
der  Werth  von  i2  ist  in  diesem  Falle  0,2626382,  mithin 
cosVi  =  0,2626382,  y,  =' 74«46'24'', 

C0SV.2  ==  0,2626137,  V2  =  74''46'29"25 

und  da  bereits      mit  v>  übereinstimmt,  so  wird 

t>  =  740  46' 29"  25  =  1,3050663 

Kv         ^  _ 
u  =         =  ü,ö9üÖü. 

Vermehrt  man  die  Amplitude  um  180^  so  wächst  der  Integral werth 
um  2ir=  4,31303;  der  Amplitude  227»  entspricht  also  der  Inte- 
gralwerth 5,20888  wie  im  vorhergehenden  Beispiele. 
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IX.  Die  Thetafunctlonen. 

Die  Formeln  des  vorigen.  Abschnittes  gelten  zufolge  ihrer  Her- 
leitong  nur  fär  reelle  Werthe  der  Variabelen  ft|  und  es  muss  daher 
durch  eine  besondere  Untersuchung  entsdiieden  werden«  in  wie  weit 
jene  Resultate  auch'  bei  complexen  Werthen  der  Variabelen  richtig 
bleiben.  Betrachtet  man  zunächst  die  Entwickelungen  von  sm  am  u, 
cos  am  u  etc.  in  Reihen  voti  den  Formeln 

«iW»--^  +  a$8tn-Yj^  -\-  föSmY^j^^  H  » 

Jtu    ,    ,       3  7tn    ,   ^       67tu  , 
hcos^  +  b,  cos—  H-  6,cos-^  +  •  ■ 

SO  bemerkt  mav  leicht,  dass  diese  Reihen  bei  complexen  u  dirergeht 
werden,  dass  also  für  solche  keine  Rede  von  einer  ferneren  Gül- 
tigkeit der,  betreffenden  Gleichungen  sein  kann.  Anders  Terhftit 
es  sich  mit  den  Entwiokelungeu  von  &(u)  und  H(u)^  denn  wie  man 
aus  §.  40,  Thl.  I.  ersieht,  convergiren  die  Reihen  in  101)  und  102) 
für  jedes  complexe  M,  wofern  nur  q  ein  reeller  echter  Bruch  ist. 
Die  vorzunelimeiide  Untersuchung  wird  sich  daher  zunächst  auf  die 
Functionen  und  //  erstrecken,  für  welche  die  Ghnchungen  101) 
und  102)  als  allgemeine  Definitionen  gelten  können.  Ferner  wollen 
wir  diese  Analyse  vollkommen  unabhängig  von  der  bisherigen  Theorie 
der  elliptischen  Fünctionen  durchführen.  Wir  verstehen  daher  im 
Folgenden  unter  ^  eine  beliebige  reelle  positive  Constante,  unter  a 
eine  complexe  Yariabele  und  setzen 

^9^(^)=1  —2«-?  4!082s 2e^*9€oe40  —  2e-»Pc(w6#  +  • 

#1  (z)  ==  2  ^e-Q8ine  —  2  t(c-^8indg  +  2lJ^e-=^^V sinbg  

^^^^  |«^2 W  =r 2  Ve^eosM  +  2t€r*9(mBM  +  2  ^tr^Qcoih^  +  •  •  • 
Ua  W  =r  1  ^-  2er9co820  -|-  2r-*e«w4<r  +  2«-*^  «w6«r  -|  

a.  Zwischen  den  hiermit  definii-ten  vier  Functionen  bestehen, 
wie  man  augenblicklich  bemerkt,  die  folgenden  vier  Relationen 

Femer  ist,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

110^  /  +        —  +  "•"^  ~ 

^  l«'i(*,+  m3r)  =  (-l)«^iW.d,(<r  +  i«3r)  =  (-^l)«a^,W. 
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Die  Functionen  9  nhd  4>s  haben  also  die  reelle  Periode  die  bei- 
den übrigen  besitzen  die  Periode  2n, 

Drückt  man  in  Nro.  108)  die  Gosintis  und  Sinns  dureh  Expo« 

nentialprössen  aus  und  benutzt  zur  Abkürzung  Srnnmenzeichen,  80 
kann  man  jene  vier  Gleichungen  folgendermaassen  darsielleu 

^2  (ff)  =  2?r-<*  +  vw«p-<(2*+  D« 

und  zwar  beziehen  sich  hier  die  Sunimenzeichen  auf  alle  ganzen  po- 
sitiven und  negativen  Werthe  von  8.    Es  ist  nun  identisoli 
t2:(--l)'e-^*+V»)«(?e~'<2*+.*^'=ic-V<e-"2?(— .  i)«c-*'?-«a*u-V««(?), 

d*  i* 

bebandelt  man  auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Thetafunctionen ,  so 
gelangt  man  zu  den  vier  Formeln 

.  ^^(3)  =  e-%?-"e,(ff  -  i«>), 

ans  denen,  wenn  z  -j-  li(f  für  e  gesetzt  wird,  die  folgenden  hervor- 
gehen 

Lässt  man  mehrmals  nach  einander  z   }-  ^/^  an  die  Steile  von  Z 
treten,  so  erhält  man  leicht  für  ein  ganzes  positives  n 
^{z  4-  ing)  =  (—  l)«e«'e~'-2''^'9-(r), 

H-  «n^)  =  (—  l)"€^?-'  ««'-&i(ifX 
«•sC*  +         =  «"V-*««^,(5), 

und  ferner  nach  Nro.  110),  wenn  z  -\-  m  it  für  z  gesetzt  wird, 
■  ^{z  4-  mar  +  ing)  ~  (—  l)"c"*e-'-2'''#(£f), 
^i(ff  -h  mar  +  t»^)  =  (—  l)«  +  «6'»'e-«  *«-'^i(j»X 
-h       -I-  f»p)  =  (—  l)«e"'P-'  »»'#,(if), 


112) 


113) 


114) 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Thetafancüonen  für  sich  nur  einfach 
periodiach  sind,  dass  aber  der  Quotient  zweier  Thetafiinetionen  swei 
Perioden  besitzt,  von  denen  die  eine  den  reellen  Index  n  oder  2  ar, 
die  andere  den  imaginären  Index  f  ^  oder  2t^  hat.  Diese  Bemer- 
kung werden  wir  nachher  weiter  Verfölgen. 

b.  Um  die  vier  Reihen,  welche  zur  Definition  der  Thetafunc- 
tionen  dienten,  in  eiiio  andere  Form  zu  bringen,  Innern  wir  an 
die  Formel       auf  S.  162,  nämlich 

115)  Se~~Q —  =  2;«-'9co«2«ier. 

An  diese  knüpft  sich  zunächst  eine  verwandte  Formel.  Es  ist  näm- 
lich, wie  durch  Entwickelung  der  angedeuteten  Summen  sofort  er- 
hellt, 

r(— i)»e    ?  =2-2;«'"    ^  — -2;«""  * 

mithin,  wenn  man  die  Summen  rediter  Qand  nach  Kro.  115)  trans- 
formirt 

Die  Entwickelung  der  Summen  rechter  Hand  giebt  einfacher 

116)  2J(-  lye      Q     =  U^Se  cos(2a  + 

Man  bemerkt  nun  augenblicklich,  dass  die  Formeln  115)  und  116) 
identisch  mit  den  folgenden  sind 

wobei  ohne  Aeiiderung  der  rechten  Seiten  — g  für  z  geschrieben 
werden  darf.  Lässt  man  noch  ^JT  —  an  die  Stelle  von  treten  und 
beachtet  die  llelationeii  in  109),  8o  gelangt  man  ZU  folgenden  neuen 
Darstellungen  der  Xhetafunctioneu 
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U7) 


f  ^ 

Diese  Formeln  sind  insofern  wichtig,  als  mit  ihrer  Hülfe  die 
Thetafiinctionen  einer  imaginären  \'iiriabelen  durch  Thetafunctionen 
einer  reellen  Variabelen  ausgedrückt  werden  können.  Aus  der  er- 
sten Gleichung  iu  Nro.  III)  folgt  nämlich,  wenn  iz  an  die  Stelle 
von  e  tritt, 

—  _  ^*  e  — • 

führt  man  rechter  Hand  statt  q  und  ß  zwei  neue  Gtdssen  and 
dn  mittelst  der  Glei<diungen 

118)  M'  =  «i.      ^  = 

80  wird 

?!  —        (^g  —  'g)-  _  (gar  — 
Q       9  Q  Q 

mithin  geht  die  Formel  für  ^(iß)  iu  die  folgende  über 

Andererseits  erhält  man  aus  der  dritten  Fürmel  in  Nro.  117),  wenn 
man  q'  für  q,  z'  für  z  schreibt  und  andeutet,  dass  ^2  gleichzeitig 
Yon  ^'  und  /  .abhängt» 

Hier  kommt  dieselbe  Summe  vor  wie  in  der  Formel  für  man  , 

gelangt  also  zu  einer  Relation  zwischen  ^(i;?)  und  0^^  (^',^9').  Ueber- 
haupt  ergeben  sich  auf  diesem  Wege  folgende  yier  Relatioben 


Digitized  by  Google 


119) 


Dio  elliptischcü  Functionen.  447 

und  diese  zeigen  in  derThat,  wie  sich  die  Thetafonctionen  imaginä- 
rer Argumente  auf  Thetafunoüonen  reeller  Argumente  zurückfahren 
lassen. 

Die  Gleichungen  .  109),  113)  und  119)  können  übrigens  benutzt 
werden,  um  aus  einer  Kigcnschait  einer  der  vier  Thetafunetionen 
die  analogen  Eigenschaften  der  übrigen  Thetafunetionen  herzuleiten. 

Setzt  man  z.  B.  in  einer  Formel,  welche  ^(e)  enthält,  statt  ^;  der 
Reihe  nach  £  -{-  ^  q,  i  z  ,  ^tc  —  e,  so  gelangt  mau  zu  drei  neuen 
Formeln  ,  die  statt  die  anderen  Functionen  9"i ,  0"o ,  d"^  enthalten. 
Eine  Anwendung  dieses  Principes  wird  man  sogleich  sehen. 

c.   Nach  der  vierten  Fonuel  in  113)  woUen  wir  die  Functionen 
(x)  und  1%  (y)  bilden  und  sie  mit  einander  multipliciren.   Für  die 
erste  Keihe  bezeichne,  wie  in  113),  $  den  Buchstaben,  auf  welchen 
sieh  die  Summirung  besieht;  für  die  zweite  Reihe  wählen  wir  t  statt 
s  ond  haben  dann 

worin  i'  und  t  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlwei*the 
durchlaufen  müssen.    Hierbei  sind  folgende  vier  Fälle  möglich 

9  g'oAde         vind-         t  gerade, 

8  ungerade'      '  „      .  ungerade, 

-8  gerade  t  ungerade, 

8  ungerade  „  t  gerade ; 

die  zwei  ersten  Fälle  ziehen  wir  in  den  einen  Hauptfall  zusammen, 
wo  S  und  f  gleichartig  sind,  die  beiden  übrigen  Fälle  bilden  zusam- 
men den  Ilauptlall  ungleichartiger  ;S  und  t.  Dem  entsprechend  zer- 
legen 'wir  die  auf  alle  s  und  t  bezügliche  Doppelsumme  in  zwei  Dop- 
pelsnmmen,  deren  erste  die  gleichartigen,  und  deren  zweite  die  un- 
gleichartigen $  und  t  enthält,  wofür,  wir  kurz  schreiben 

^8(«).^8(y)  =  P  + 
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Bei  gleichartigen  s  und  t  sind        -f-  0  und  l(s  —  /)  gleichzeitig  . 
ganze  poBÜiVB  oder  negative  Zahlen,  die  alle  möglichen  Werthe  hü- 
ben können;  wir  seteen  dum  .  ' 

woraus  folgt 

8  =  m  +  n,  t^m-^n,  ii*  +  t^  =  2  («•  +  n'^).  . 

Die  mit  JP  bezeichnete  Doppelsumme  gestaltet  sich  jetzt  folg^nder- 
maassen  '    ^  ;  '  ^  '    .  ' 

•  •         •  « 

und  zufolge  der  Definiti<m  von  ist 
Bei  ungleichartigen  8  un3  <  bat  man . 

wo  j?  und  ^  alle  möglichen  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen 
bedeaten;  es  folgt  dann 

d.  i.  vermöge- der  Deüuitiüu  von  O^o  •        .  . 

Durch  SubBtitution  der  Werthe  von  P  uAd  4  S^ht  nun  die  frühere 
Formel  Ar  &s(s).#3(y)  in  die  folgende  Über 

120)  «'3(«).'Ö'»(y)  =  '^3(2p,a?  +  y).'9-8(2^,«  — y)  •  '  ^- 

+  ^2(2p,a:  +  2/).'.%(2(»,a;-t/). 
Ersetzt  man  hier  a:  durch  \7t  —  x  und  zugleich  ?/  durch  \n  —  so 
erhält  man  leicht  durch  Anwendung  der  Formeln.  109)  und  110). 

121)  d(a;).a"(y)=-Ö-a(2^,  Ä  +  y). 0^,(2 ^,V—y)  \  • 
Femer  iat  nach  112)  .         .  • 

und  wenn  man  2q  an  die  Stelle  von  Q  treten  lässt  /  . 

""^aCS?,  ;P  —  i^)  =  cV«<?'+'^0-8(2e,  4  V  . 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  ^  .      .  ' 

^«(2p,  5  —  frt  =  «'^^+"'^a{2  9,  i»). 
VertauBcht  man  nun  in  Kro.  120)  xmitx  —  }f  (^tuidy  gegen  y — ^isQ^ 
so  erh&lt  man  nach  Hebung  der  jEbipouentialgrdssen ' 
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122)  ^^2W.'^2(2/)  =  03(2p,  fl;  +  ?^).'&2(2(»,a:  — ?y) 

-f  {^2(2^,  oj -|-y).'&,(2^,  «  — y). 

Lisst  man  hier  wieder  }ar  —  «an  die  Stelle  yon  x  nnd  \n  —  y  an 
'die  Ton  y  treten,  so  wird  noch 

123)  ^%{x),9i(y)  =  ^s(2Q,x-\-fj)..%{2Q,  x-y) 

Die  vier  Gleichungen  120)  .  .  .  123)  bilden  dieQneU'e  sehr  vie^ 
ler  zwischen  den  Thetafunctionen  stattfindender  Besiehungen,  von 
denen  wir  einige  der  wichtigsten  ableiten  wollen. 

d.  lu  den  vier  Fimdamentalformeln  sei  y=  x  und  zur  Abkürzung 
^2(2^,  0)  =  a-i,     #3(2^,  0)  =  cna, 
«•,(2^,  2aO  =  &,  -0-3(2^,  2ar)=r&; 
es  entstehen  dann  folgende  spcciellc  KelatiQuen 

[«•3(a;)]2  =  a,f,  ^  * 

Entwickelt  man  S.;  '"^"^  zweien  dieser  Gleichungen  und  sub- 

stituirt  die  erhaltonen  Wcrthe  in  die  beiden  übrigen  Gb'ieliuiigcn, 
so  gelangt  man  zu  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von  j(?  drei 
Thetafunctionen,  namentlich  ergiebt  sich,  wenn  man  u>^d  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entnimmt, 


Wie  man  aus  den  F'ormeln  108)  ersieht,  sind  «j  und  «;  reelle  posi- 
tive Zalileii,  auch  lehren  die  vorstehenden  Gleichungen,  auf  den  Fall 
x-={)  angewandt,  dass  ffj  —  u'^  positiv  ist.  Zui'  Abkürzung  setzen 
wir  noch 

■      '  «I  +  «I  ~  ' 

wo  h  ein  positiyer  echter  Brach  ist;  es  wird  dann 


«3 


I  —  tt3 


«:?  -f 


"2 

wobei  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  muss.  Die  vorigen  Re- 
lationen gestalten  sich  jetzt  folgendermaasseu 

Soblfimiloh,  Andyaie.  IL  29 
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Für  a?  =  0  erlialt  man  specieller  wegen     (0)  =  0 

' = ^ = IS]'- 

o.  In  Nro.  123)  setzen  wir       iür      x  =  £  -{-  i?*,  .v  J«; 
es  iat  dann 

QBd  durch  Diyision  mit  —  t«  .#a(0).^s('  4* 

n       {z  ^-  n)       ^-^  (^) .  1%     +      *  U 

Lassen  wir  min  u  gegen  die  Nnll  convergiren,  so  geht  die  linke 
Seite  über  in  den  nach  e  genommenen  Differcntialciuotienteu  von 

^4^;  rechter  Hand  Bei 

mithin  A  eine  von  jer  unabhängige  Orösse;  eB  wird  dann 

Um  den  rechts  vorkommenden  Zähler  etwas  anders  aussndraoken 
n^en  wir  in  Nro.  122)  9  =  0  nnd  erhalten 

^2  (ir) .  ^'2  (0)  =  2 1%.  (2  Q,  x) .  t%  (2  .r) 
oder  wenn  Iq  für  ß  und  x  =  \7t  —  s  gesetzt  wird, 

Nach  Snbsiitntion  dieses  Werthes  geht  die  vorige  Differentialformel 
in  die  folgende  über 

wobei  fi  eine  nene  Gonstante  bezeichnet.  Laast  man  noch  \x  —  e 
an  die  Stelle  von  s  treten,  so  erhält  man  * 

126)  _l ^(f)l  _  ^  ^^{e).^,ie) 

dB   ~^  m^)v 
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Analoge  IXfferantialfoniielii  bestehen  für  die  Quotienten 
und  #:i(0):O'(jer);  sie  können  entweder  anf  einem  Ähnlichen  Wege 
oder  kürzer  mittelst  der  Gleichungen  124)  entwickelt  werden,  indem 
man  letztere  durch  [^(x)]'^  diyidirt  und  nachher  differenmrt. 


X.  Die  doppelt-periodisolien  Funotionen« 

Die  vorigen  Untersuchungen  führen  mit  Loichtij^keit  zu  den 
Haupteigenschaften  der  boi(1(Mi  Functionen  &(w)  und  H{w),  welche 
für  jedes  compleze  w  durch  folgende  Gleichungen  definirt  sind 

&(uf)z=i^2e-9eoB—     2e-*Qcos—p  2«-»9co«— =— |-—, 

IL  Iv  iL 

% 


2K      '  2K  '  2K 

in  denen  man  sich  unter  (j  und  K  Ijeliebige  reelle  und  positive  Cou- 
stAuten  denken  kann.    Eis  ist  zunächst 

femer  wegen  ^^(s)  z=:         -j-  ^n)  und  ^^(s)  =  ^{e  +  Jä) 

Aus  den  Formeln  in  110)  ergiebt  sich  nun,  wenn  man        an  die 

Stelle  von  e  treten  lässt 

127)   ö(w  +  2i»10  =  0(ir),  H{w  +  2mK)  =  (—  l)»£f(«ff). 

Nadi  demselben  Verfahren  erhfilt  man  aus  Nro.  113),  wenn  man 
gleichzeitig 

setzt,  wo  K'  eine  zweite  positive  Gonstante  bezeichnet, 


128) 


d(«;-|-iiC')=te  '  ^(«f), 


Femer  gehen  die  Formeln  114) 

20* 
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&{w  +  2mK  -h  ».2»Ä'')  =  (—  lye''  &(w), 


129) 


H(w  +  pm  + 1]  JT  +  f .  2n  JS:')=(-  ly-c*  H(iH-JO» 

(9(w  +  [2ifi+l]jr+t.2»jr)=c'^  + JT). 

Zulolge  des  vorigen  Werth  es  von  q  ist  nach  Nro.  118) 

f  ^  nK     ,  nir 

es  entstehen  also  ^'  und  z'  oinfacli  diidurcli,  ilass  inui;  K  und  K'  ge- 
gen einander  veii^uscht.    Bezciclmet  niuii  die  t  ntsprecheudeu  Keihen 

1  —  2e-^  co8-=r  +  2e-*9^eoB—=p  

A  IL 

^  "iV  ;  ,   7CW        ,  ,4/ — r-,  .  37tw  , 

2V^(>'Mn—,  -  2  )yc-"Q'sm-^  +  

mit  ('^^(Ä'',  M')  und  H{K\  w)^  so  gelangt  man  zu  Iblgonder  Umgßsrtaltung 
der  Formeln  119)  * 

^e*A'A'ö(A\«;), 


130) 


Die  mit  h  und  /j'  =  V\~—~k^  bozeichnotcu  [jositiven  eclitm 
Ih  iiclio,  welch(!  in  Nro.  125)  vorkommen,  werden  nun  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt 

und  die  Relationen  in  .  Nro.  124)  lauten  jetzti  wenn  x  == -r;«^  gesetzt 
wird, 

132.     j*!:®^]'  =  t^w]'  +  *'     +  Ä)]» 
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Endlleli  geht  die  Differentialionnel  Nro.^l2f^)  fiElr 
e 

in  die  folgende  über 


453 


— —  und  £  = — — 


dw 


wobei  B  eine  noch  za  bestimmende  Gonstante  beaeichnet. 

Nach  An&teUung  der  Fundamentalformeln  für  &  und  JH  be- 
trachten  wir  unter  der  VoranBsetEung  beliebiger  complezer'  w  die 
folgenden'  drei  neuen  Funetionen 


134) 


H(w) 


Als  nächstliegende  Eigenschaften  derselben  ergeben  sich  U.A.  durch 
Benutzung  von  Nro.  127)  « 

135)  f(-w)  =  ^f(wl   M-io)=Mwl  M-n^-=Mwl 


136) 


ferner  aus  Nro.  128)  und  Nro.  127) 

f{w  -I-  »jro= 


137) 


und  Ulgemeiner  aus  Nro.  129) 

/(»  -f  2wjr  4-  « .  2nX0  =  (—  l)"'/0<^), 
138)         Mw  +  2>;^7i  -f  i.2nK')  =  (—  l)'"-"/i 
/2(if  +  -h  i.2»iC')  =  (—  1)V2 W- 

Diese  Formeln  zeigen  unmittelbar  die  doppelte 'Periodioität  der 
Functionen /(i0),/i(w)  und/.(M;).  Bei  geraden  m  wird  nämlich  die 
rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  =  f{w),  mithin  besitzt  f{io)  die 
reelle  Periode  4  K  üud  die  reiu  imaginäre  Periode  i .  2  JS^'.    In  der 
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zweiten  Gleichung  Vird  die  rechte'  Seite  =/](f9)  sowoU  wenn  m 
gerade  und  m  =  0,  als  auch  wenn  n»  =  ti  ist;  fi(w)  hat  demnadi 
die  reelle  Periode  4K  und  die  compke  Periode  -f  i,2K\ 
Endlich  erkennt  man  aus  der  letzten  Gleichung,  dass  /,  {iv)  die  reelle 
Periode  2K  und  die  rein  imaginäre  Periode i. 4 if'  besitzt. 

Bezciclincu  wir  mit  f(K\vi),  f\{K\  w),  fi(K\td)  diejenigen 
Functionen,  welche  aus  f{io),J\{w)^f..{w)  durch  Vcrtaubi  liung  von 
gegen       hervorgehen,  «o  erhalten  wir  luittulöt  der  Forjueln  I3U) 

J\K\  w) 


139) 


hierin  liegt  die  Reduction  der  Functionen  imaginärer  Argumente 
auf  Functionen  reeller  Argumente. 

Die  Gleichungen  132)  gehen  nach  Division  mit  t^(w^).|- 
140)         I         L/("-)P  +  [/i(«)P=  1, 

l    *•  [/(«>)]»  +  [/,(»)]» =  1, 

woraus  man,  beil&ufig  bemerkt,  noch  die  Folgerung 

ziehen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Formel  133),  Weil  sie  zu 
einer  Differentialgleichung  zwischen  w  und  /(w)  fuhrt  Man  haft 
zunächst 

und  wenn  man  /,  {iv)  und  f  ,  (w)  mittelst  der  Gleichungen  140)  durch 
J\io)  ausdrftckt ,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung 

Ä  = ,  l/i  -  [/(»)].. Vi  -  k>[/(ww  . 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

1«)  /(»)  =  » 

gootit  wild. 

Die  Integration  dieser  Uitlereutialgleichung  giebt 

de 


V(l  —      (1  —  k^e^) 
und  da  s  gleichzeitig  mit  w  verschwindet,  so  ist 
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V(l—  ^2)  (1  _  ^2^2) 
w 

Znr  Bestimmung  der  GonstADten  <  nehmen  wir  speciell  w  =  K, 
womus  folgt  3  und  unter  Rücksicht  auf  Nro.  131) 

es  ist  daher 

144)  .  ^  ^  /-^.^  

^  J  V(l  —  jj2)  (1  —  k^0^) 

Sind  nun  die  beiden  Constanten  K  und      willkührlich  gewählt,  so 

kennt  man  q  =  mithin  lassen  sich  füi*  jedes  <0  die  Functio- 

Den  S(w)  und  H{io)  durch  Summirung.  der  glmohgeltenden  Reihen 
berechnen;  die  Formeln  131)  und  144)  liefern  dann  X;imd€,.80  dass 
alle  Torkommenden  Grössen  eine  genaue  Bestimmung  erhalten. 

Statt  von  den  Couatiiuten  K  und  K'  uuBZUgehen,  kann  man 
auch  zwei  andere  der  vorhandenen  Constanten  beliebig  wählen.  Das 
Vurtheilhalte.stu  in  diesci'  Beziehung  ist,  den  positiven  echten  Bruch 
k  als  willkührliche  GrösBu  zu  beti'achteu  und  dem  K  folgenden  Weitli 
zu  geben 

i44tt)  jr==  i 

J  V(l  —  z'^)  (1  —  k^z^) 
es  wird  dann  8=1  und  nach  Nro.  ^48) 

J  V(i  —  «*)  (1  —  Ä^^'O 

Die  Function  z  —  f{io)  ist  dann  diejenige  Function,  welche  dui'ch 
Umkehi'ung  der  vorliegenden  Gleichung  entsteht. 

Um  noch  K'  an  bestimmen,  nehmen  wir  die  erste  der  Formeln 
187)  für  f0  =  .ff  in  Ansprach;  sie  giebt 

Da  hiernach  die  Werthe  w  =  K'\-  iK'  und  ^  =  ^  einander  eutsprc' 
eben,  80  ist  nach  145) 
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dz 


1 

k 


0 

und  durch  ISubtraciion  der  Gleichung  144) 

1 

dz 


J  V(i  -     (1  - 


1 

odei;  uuch 


(1  —  * 


Die  Anwendung  der  Subbtitution 

1 


wo 


*f  =  Vi  — 


giebt  hier 

7  1/(1  -  SO  (1  -  Ä'HO 

wonach  K*  ebeoBo  ans  Ib'  entsteht  wie  iC.auB  h. 

Am  SehlusBe  dieser  Analyse  wird  eis  wohl  katun  der  Bemerkung 
bedürfen,  dass  die  Functionen  f(w\  fi  (w\  {w)  mit  den  früher  unter- 
suchten elliptischen  Functionen  sin  am  w,  eosatn  fv,  ^  atn  tv  idt'ntißch 
sind.  Man  kann  alno  auch  von  den  ThutulunütionLii  auö  dvu  Kingangin 
die  Theorie  der  elliptiselieii  Functionen  gewinnen.  Bei  der  be-te- 
chunden  Einiachlieit  dieses  Gedankengnntres  dürfen  wir  aber  nicht 
verschweigen,  dass  derselbe  immer  noch  eine  emplindli(he  Lücke 
übrig  läset.  Da  nämlich  iu  Nro.  145)  die  Variabele  z  im  Allgemei- 
nen complex  ist,  so  mnss  y.uv  Vermeidung  einer  möglichen  Vieldeu- 
tigkeit di  s  Integrales  entweder  ein  ganz  bestimmter  Integrationsweg 
als  noth wendig  uachgewieseu  oder  der  Einfluss  gezeigt  werden,  den 
verschiedene  Integrationswege  anf  den  Integralwerth  ausüben.  Die 
Theorie  der  Thetafnnotionen  erfüllt  keine  dieser  beiden  Forderungen 
und  bedarf  daher  immer  der  Ergänzung  durch  die  in  Abschnitt  II, 
S.  874  ausgeführten. Untersuchungen*). 


*)  Den  Gedankengang  der  Absehnitte  IX.  und  X.  i'ilugte  Jacobl  in 
seinen  Vorlesangen  sn  befolgen;  eine  anffahrUolie  Theorie  der  Thetafiinctio- 
i^en  findet  man  in  dem  Werke  »IMe  Lehre  von  den  ellipttsehen  Integralen 
und  den  Thetafonetioneii.  Von  Prof.  Dr.  SchellbaclL  Berlin  1864.*^ 
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XL  Die  eUiptiscdiea  Tnnotionen  zweiter  und 

dritter  Art. 

Sowie  die  drei  liuuptbächlichstcn  elliptischen  Functionen  erster 
Art  dadureli  aus  sin(p,  coscp,  ^((p)  entstehen,  dass  au  die  Stelle 
Von  9>  die  Umkehning  des  Integrales 


d.  h.  <p  =  amu  getteizt  wird,  ebenso  hat  man  ans  den  elliptischen 
Integralen  Bweitei*  und  dritter  Art  nämlich  aus  E(fp)vLadT]((p)  mit- 
telst derselben  Substitution  die  neuen  Amplitudenfnnctionen  (am  ti), 
n  (am  u)  gebildet  und  elliptische  Functionen  /.weiter  iMjZüglich  dritter 
Art  genannt.  Demnach  ibt  für  alle  eliiptibchen  Functionen  u  die 
unabhängige  Variahele. 

a.   Wird  nun  in  der  Gleichung 


^(9)  = J^^(9)dV 

die  Substitution  9  =  omi»  vorgenommen,  woraus  dq>  =z  ^amudu 

folgt,  so  eutottiht 

147)  E(amu)  =  J*{Jamu^^du  = J* (1 — 1c^sin^amu)du\ 

0  0 

hiernach  reducirt  sich  die  Uutuiäuchung  von  K  {am  u)  im  Wcbout- 

liehen  auf  die  Untersuchung  von J*sm^amudu, 

Um  zunäcliBlb  die  Reihcnentwickelung  von  Eiamu)  zu  erledigen 
benutaen  wir  die  auf  S.  414  abgeleitete  Formel 

K^E     2n*  {  Iq      nu  ,    2««      2xu  .  \ 

s^n^flmtfis-  \         cos  h — cos — == — h  •  •  •  I 

oder 

1  —  k- siii-  amu 
27[U  Iq       Ttu  .    2q'^       2nu  .  Situ  ,  ) 

durch  Multiplioation  mit  du  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
«  =  0  und  «  =  «  folgt  hieraus 
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14b)    E^a.ui)=.~u^-}^—^  —  ^—  +.  .|. 

Den  periodischen  Theil  ^eser-  Reihe  werden  wir  später  ab  eine  neue 
Functien  von  «  ansehen  und  mit  Z{u^  beseichnen;  es  ist  hiemach 

und 

150)  E(amu)  z^-u^  Z(u). 

b.  Nach  der  von  C.  G.  Jacobi  eiiigelülnteii  Ik-zeichnung  ver- 
steht man  unter  dem  eUiptisohen  Integrale  dritter  Art  das  folgende 

wobei  der  Bogen  a  aujoh  eine  oomplexe  Zahl  sein  darf.  Setzt  man 
hierin  wie  bisher  9  =  am«  und  denkt  sich  auch  a  als  Amplitudi; 
etwa  a  =  ama,  so  entsteht  die  Definitiimsgleichung 

, , ,  , .       r  k^sinama  cos  ama  ^  am  a  ain-  am  u  , 

n u,  ama, k)  =  j       i  _  i.rt»'amartH'a«»      ^ * 

0 

Zur  Abkürzung  möge  die  linke  Seite  künftig  mit  dem  einfacheren 
Symbole  il(t<,a)  bezeichnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Definition  folgt  zunächst 

.  dlHutO)  k^  sinam  a  cosama  ^  am  a  sin'^  am  a 

du  1  —  k'^sm^amaiin^amu 

und  dui'ch  nochmalige  Dülerentiation  ^ 

•  d'^Ujica) 

, ,     2  sin  am  tt  cosam  aj^ama   2sinama  cos  am  u  d  am  u 
i  f^i  .  »      •  i^^— — —  — — . 

'      1 — k^sin^amusin*ama   1 — k^Hn^amusm^ama 

Mittelst  der  auf  S.  393  angegebenen  Formeln  für  M»0  +  sint  und 
sinft  —  smv  findet  man  sehr  leicht,  dass  ^ie  vdiüegende  Gleichung 
mit  der  folgenden  identisch  ist 

du' 

Jib»[si»am(it  +  a)  +«mam(t*— '{■a)  —  smam  (a  —  a)]. 
weldie  zurückkommt  auf 

152)  d»^(^,a)  _  ^k'^i^iniam^u  +  a)  —  —  a)J. 

d% 
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Betratst  man  hier  die  tifr  alle  reellen  tt  ^jtige  Entifdokehing  von 
shi^amUf  indem  man  u  das  one  Mal  dnitsh  u  +  a,  das  andere  Mal 
durch  M  —  a  ersetst,  so  hat  man  weiter 

d^U(Uj(t)      jr-'  ,    nq"    (    nnCu  —  a)         na(u a)\ 

-liü*  ^5i^Tir^r-if  -  l-^l- 

M      X|  3f  3f  •  *  •  • 
Durch  Mnltiplioation  mit  du  und  Integration  folgt  hieraus,  wenn 

gleichseitig  beachtet  wird,  dass  für  «  =  0  versdiwindet 

(Nio.  151) 

Si-  =  K^T^^'i  — K~  ~  — K — J 

Nochmalige  Integration  zwischen  den  Grenzen  tf  =  0  und  u  =  u  giebt 

wobei  der  letate  Summand  ^  uZ(a)  ist.  Man  hat  demnach  die 
folgende  für  alle  reellen  u  gültige  Beihenentwickelung 

ico\  TT/  \  «/  \  1  ^  f  ^(M  —  ö)  »(<t-fa| 
153)  n(u,a)=uZ(a)^\  -  j^-^^[co8  '    ^  '^co8-^^ — j 

-^i-T^««*!— S  K  I 

oder  auch 


,      2(72        2«a   .  2Ätt 


»    1-3*  JT 
c  Statt  derüleiohung  153)  kann  einfacher  geschrieben  werden 
154)  n(u,a)  =  i*Z(a)  +  /(t^  +      —  f{u  —  «), 

wobei  die  Function  /(w)  selbstverständlich  folgende  Bedeutung'hat 

Kntwickelt  mau  hier  die  eiuzelueu  Glieder  mittelst  der  ]r  ormel 
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so  erhilt  man  durob  andere  Anjordnung  der  entstehenden  Dof^el- 
reihe 

,  ,         ^«^  I  1   ,„  ,  ,   ,       3««;  , 

+  

d.  L  nach  einer  bekannten  Formel  <        '  ^ 

/(IC)  =  - 1  i  1^1  -  2fl  cos  ^  +       (l  -  2    «w?^  +  flo) 

Zufolge  der  in  Abschnitt  VIII.  gegebenen  Entwickelungen  ist  weitet, 
wenn  zur  Afakliraung 

!>=  l  

(1  -  (/-')  (1  -  a^)  (1  -  i/') . . . 

gesetzt  wird, 

-yp'(^l--2tfcw-^  +  2a' cos—  2fl«(!W-^+  jj 

d.  h.  sehr  einfach 

Hiernach  geht  die  Gleichung  154)  in  die  folgende  über 
166)  =  + 

aus  welcher  erhellt ,  dus»  die  Function  II  auf  die  beiden  Functionen 
S  und  Z  aurückgeführt  werden  kann. 

d.  Die  GMiltigkeit  der  ▼erliegenden  Formel  ist,  ihrer  Herleitung 
nach,  vorläufig  auf  reelle  u  und  a  beschrftnkt;  es  bedarf  daher  noch 

einer  besou deren  Untersuchung,  ob  man  jene  Relation  auch  für  eom- 
plexp  u  und  a  in  Anspruch  iielinien  darf.  Wir  eriniieii»  zu  diesem 
Zwecke  an  die  aul  8.  448  und  449  bewiesenen  Formeln 

^(«)  ^(y)=^3  (2    a?  +  y)    (2  Q,x—ff)-~»9  (2  Q,x+       (29»iu— y). 
(x)»t(y)r=».j(2Q,x  +  p)»2  (2  9,  a; — 2^) — ö^,  (2  QyX  +  y)^'^  (2  cr,af— jf), 

in  denen  zui'  Abkürzung  sein  möge 
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«•o(2().     4-  ?/j  —  S2,    ^2(2(>,     —  y)  =  t,; 
es  ist  danu  unmittelbar 

Seist  man  dagegen  in  der  ersten  der  vorigen  Gleichungen  ^  0 
und  Ifiast  das  eine  Mal  x  'das  andere  Mal  x  —  y  an  die  Stelle 
von  X  tretet),  sö  hat  man  folgende  zwei  Relationen 

if(0),^(x         =     -  sl 

Zufolge  der  identischen  Gleichung 

(%<8  —  S,Uy  -  (S.  «2  -  =  {st  -  Äf)  PI  - 

ergiebt  sich  nun  sofort 

oder, wenn  ac=—  und  y  =  —  gesetst  wird, 
iL  ^  Jx 

lS(u)®(v)f      iff{u)H(v)y  =  [0(0)]*  &(u  4-  »)0(«-  r). 
lÜvidirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  [®(u)  S(r)]^  und 
beachtet  die  Gleichung 

so  erhält  mau 

[&(u)  &{v)]'^ 

Von  beiden. Seiten  dieser  Gleichung  nehmen  wir  die  natürlichen  Lo- 
garithmen und  differenziren  in  Beziehung  auf  t^.;  der  Di^erential- 
quotienl^  ist 

X      k'^sin^amu  sin  am  v  cos  am  v  4damr 

1  —  jfc?  sm^ftmu  sw«  am  v 
_  &(v)       ^  &(u  —  t)  _  ,  &'iu-\-v) 
~  ^  @lu  —  v)      2  • 

Endlich  setzen  wir  v  =  n,  niultipliciren  mit  du  und  integriren  zwi- 
schen den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  w,  linker  Hand  kommt  dann 
i7(|f,a)  zum  Vorschein,  und  es  wird  i\bei*haupt 

Diese  Formel  lehrt  zweierlei.    Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  155) 

folgt  nämlich  einerseits ,  das»  für  jedes  reelle  a 
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sein  mtisB.    Um  zv  vernllgemeinern ,  defmiren  wir  fftr  jedes  coin- 

plexe  w  die  Function  Z{w)  durch  die  Gleichung 

,       ^(-)  =  lg-  • 

wonach  Z(tv)  eine  vollkoininoii  eindeutige  Function  ist.  Diridirt 
man  die  Gleichung  156)  mit  a,  geht  naohher  aar  Grenae  für  ^w- 
schwindende  a  über  und  setzt  vorlftnfig 

Lim       \  = 

so  erhftlt  man  leicht 


»(») 


M 


mithin 


158)  J* (l—k'^sin'^(ii}tu)du  =  (l'-X)u  + 


0'(u) 


In  dieser  für  jedes  complexc  i(  t>ült.iLren  Gleiclmng  ist  die  linke  Seite 

=  E(amii),  wofür  kurz  J^(u)  gesrhriol)on  werden  möge;  rechter 

Hand  bestimmt  sich  der  Factor  1  —  A  dadurch,  dass  man  n  zu  einer 

reellen  Grösse  specialisirt  und  die  Gleichungen  157)  und  150)  beach- 

E  '  l 

tet.    Man  tindet  1  —  A  =  ~  und  nunmehr  aus  Nro.  158) 

159)  ^M^z-^u  Z(u). 

iL 

Damit  ist  die  frühere  nur  ftlr  redle  u  gOllÜge  Formel  150)  anf  com- 
pleze  Variabele  ausgedehnt.  • 
Zweitens  erhftlt  man  ans  Nro.  156) 

0(u  —  a)\ 

und  dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  Formel  155).  n 
Die  drei  Gleichungen  167),  159)  und  160),  verbunden  mit  den 
Formeln  auf  S.  436,  führen  non  sn  dem  wichtigen  PJrgebnisse,  dass 
alle  elliptischen  Functionen  durch  die  Jaeobi'sche  Trans- 
cendente  &  ausgedrückt  werden  können. 

Als  gelegentliehfi  Folgerungen  hiervon  mdgen  zwei  schon  frü- 
her bewiesene  Sfttse  aufis  Neue  abgeleitet  werden.  Die  Formel  1j60) 
giebt  wegen     (—  w)  =r  0{w) 


160)  i7(«,a)  =:  uZ(a)  +  il 
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n(u,a)  —  n(a,u)  =  uZ(a)  —  aZ(n) 

oder,  wenn-raan  nach  Nro.  159)  die  Function  Z  tluicli  E  ausdrückt, 

i7(M,o)  —  /7(rMf)  =r  ?/,J?;(r/)  —  rr7!.'("); 
diess  ist  dor  auf  S.  338  erwähnte  Satz  über  die  Vertauschung  von 
Amplitude  und  Parameter. 

Man  hat  femer  nach  Nro.  159)  und  157) 


«  — a  .n  —  a 


JT       '  ■  |ö(m  — «)j 


andererseits  aus  Nro.  15.9)  und  160) 

mithin,  weil  die  rechten  Seiten  der  beiden  letzten  Gleichungen  ttber- 
einstininien  % 

»  -  H —  rt 

diese  Forniol  ist  idontisch  mit  Nro.  79)  auf  S.  337. 

Ans  flon  l)okanntpn  Eigonpoliaften  von  lassen  sich  nun 

(Ue  entsprechenden  Eigenschaften  von  Z{^)  undil(«?,a)  ohne  Mühe 
herleiten. 

Nimmt  man  z.  B.  die  Logarithmen  von  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung 

V~K 

oder  der  mit  ihr  identischen 

« 

und  differenzit  t  nachher  unter  Kücksicht  auf  Nro.  157),  so  erhält 
man  augenblicklich 

•le'l)    iZ{iv)      Zip,V)  -I-  —  tngam(ti,h')Jmn{u,hf). 

womit  das  Z  eines  imaginären  Argumentes  auf  das  Z  eines  reellen 
Argümentes  zurückgefEIhrt  ist. 
Von  der  Formel   

VT" 


9 
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aoBgehend,  findet  man  nach  demselben  Yerfahrta 

162)  iZ(K  +  ip)=Z(v,V)  +  ^^■^''"""""C. '-»f »■  l^') , 

    ■ 

£benBo  leitet  man  auB  der  Formel 

Ö  (w  r|-  iK')  =  -r4r=-  e       (s>{u)  si» amu 

Vq 

diu  folgende  ab 

in 

163)  Z(w  +  iJO  =        ~  iTJr  +  eoiamu^dmnu, 
welcher  noch  die  der  Belation 

,  q   •  ^ 

entsprechende.  Formel ' 

164)  Z(u  +  2f  JT')  =  Z(n)  — 

beigefügt  werden  mag.  . 

L&sst  man  in  Nro.  160)  an  die  Stelle  von  a  der  Reihe  nach 
«b,  K  4  «bt  a  +  «ir'  treten  und  benutzt  die  Fonneln  161),  163) 
und  163),  80  gelangt  man  zu  folgraden  Resultaten  , 

165)  in(u,ib)z=^u^Z(b,k')'h  ^^,^tngam(b,k^ 

2  U(t*  +  iö)J' 

166)  t/7(«,ÄH.t6)_«|Z(M  )  +  ^^  .     ^nm(Mc')  ^  I 


"^2  1  (s^iii 


—  7t  —  V/O 


Analoge  Formeln  lassen  sich  auch  für  die  Fälle  aufstellen,  wo  in 
Nro.  160)  iv  oder  K  -\-  iv  oder  u  -\-  iK'  an  die  Stelle  von  u  tritt$ 
da  es  aber  jederzeit  möglich  ist,  Amplitude  und  Parameter  ^egea 
einander  7.\\  vertauschen,  so  bedarf  es  für  jene  Falle  keiner .  beson* 
deren  Formeln. 

f.  Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  das  Legendr e'sciie 
Integral  diitter  Art 
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J  (l-l-Äsm^q 


9)^(<3P) 


/d(p  ^  p       sin-  (pclcp 

für  jedes  h  auf  die  Function  77  ssnruckgeführt  also  auch  numeriBoh 
bereehnet  werden  kann.   In  allen  Fällen  sei  hierl)ei 

169)  /        V  ==  u  mithin  <p  =  amu, 

ferner 

woraus  folgt 


170)  ^o»«  =  !^-*  B»d  0  =^ 

0 

die  Gleichnng  168)  wird  dann  im  Allgemeinen 


Ii 


Um  dieselbe  in  gebranckfertiger  Oestalt  su  haben,  mOssen  wir  bei 
reellen  h  vier  FftUe  unterscheiden,  n&mlioh 

-t-  ib«  <  Ä  <  0,     I  . 

—  1  <.  h  <C  —  k'^A  negative  Ä, 

—  00  <  /i  <  —  1,  J 

0  <C  Ä  <C  +         positive  Ä. 
Im  ersten  Falle  ist  die  obere  Grenae  des  unter  Nro.  170)  verzeich- 
neten Integrales  reell  und<^  1  mithin  c  eine  reelle  Zahl,  welche  wir 
a  nennen  wollen;  es  gelten  dann  unmittelbar  die  Formeln 


172) 


0 

^  .  X         .  tngama  . 


Im  sweiten  Falle  liegt  die  obere  Integrationsgrenze  — j —  zwi- 
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flehen  1  und     ,  und  dann  läast  sich  das  fttr  a  angegebene  lategral 

ebenso  behandeln  wie  das  Integral  Nio.  33)  auf  S.  383.  Für  c  er- 
hält man  einen  Ausdruck  von  der  Form  K — ih—2K — (K-^ib)i 
führt  man  denselben  in  Nro.  171)  ein  und  beachtet,  dass,  der  ur- 
Bprttngliohen  Bedeutung  ¥oni7  gemjiss,  n(u,2K — 9^)=  —  («>}') 
ist»  80  gelangt  man  zu  den  Formeln: 

1  \/'  iF 


173) 


-  1  <Ä< 


/7o  (9)  =  «  4- 


Im  dritten  Falle  ist  die  obere  Grenze  — ^  zwischen  4^  und 

-\-  X  eiitlialti'ii ,  und  dann  lüsst  sicli  das  für  f  angegel)ene  Ititff^ial 
ebenso  transforniiren  wie  das  InioL'ral  Nro.  oö)  auf  S.  3H4,  wodurch 
man  für  c  einen  Werth  von  der  Form  2  A'  —  a  —  i  K'  erhält.  Nach 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 


174) 


—  00<Ä<  —  1,    «  = 


J  y(l-a5«)(l- 


iio(9)  =  «  «  ^^^^  n(u,a  +  tjro. 


Im  letiten  Falle  ist  — jp—  rein  imaginär,  und  dann  bat  man 

das  Integral  in  Nro.  170)  ebenso  zu  behandeln  wie  es  früher  auf 
S.  382  mit  dem  Integrale  Nro.  31)  geschah.  Füre  erhält  man  einen 
Ausdruofc  von  der  Form  ih  und  überhaupt  >- 


176) 


^)(1  —k'^x^) 


\  17,(9)  =  11  + 


  ,   sin  crni  Q),  k')  cos  a  m  (6,  k") 
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Die  Formeln  170)  und  171)  behalten  auch  bei  Complexen  h  ihre 
Gültigkeit,  nur  bedarf  es  dann  einer  besonderen  Untersuchung  über 
die  Bestimmung  der  Grösse  c.  ans  der  Gleichung 


smame  = 


Es  sd-  nun 

170)  =  «?  -f-  c  =  «  +  ih, 

wo  m  und  71  gegebene,  a  und  b  unbekannte  Grössen  bezeichnen ;  die 
obige  Gleichung  ist  dann  identisch  ipit 

«waw(a  +  ib)  =  V-«»— 

und  daraus  folgt 

co8a4»(a  +  f  6)=  l-jp-^  ,    ^am(a  +  <ft)=Vl  +  m -f- i«. 

Die  rechten  Seitep  dieser  drei  Gleichungen  sind  aus  bekannten  Grös- 
sen zusammengesetzt 'und  können  daher  auf  die  Form  re'^  gebracht 
Werden;  setzen  w  demnach 

V  —  m  —  in  =  rieos^"  -|-  isin^), 

177)         Vh'i      m  +1^  =  n  (cos&i  +  iain&i), 

[  VT 

so  können  wir  im  Folgenden  r,  rj,  0",  O-j,  tJ-^  als  bekannte  reelle 
Grössen  ansehen,  und  haben  die  drei  Gleichungen 

smam  (a  -\-  tb)  =   =;  »  * 

cosajw (a  -f-     =  ^  ' 

denen  noch  folgende  entsprechen 

sin  am  (a  —  1 6)  =  -^^  ^ , 

,       . , .      r  1  (cos     —  i  sin  ) 
cos  am  (a  —  tb)  =  — ^  =-  ' , 

K 

Wendet  man  nun  die  bekannten  Formeln  für  sinam{u-\-v)  und 
sinamiu  —  v)  (S.  391,  Nro.  41)  auf  den  Fall  u  —  a-^ib,vr=n  —  ib 
an,  so  erhält  man  mittelst  der  angegebenen  Werthe  von  st»  am (a  \-ib) 

TL  B.  w. 

80* 
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sin  am  {2  a)  =  j^^^^^  co8(%^  —     — -^j)» 

auf  nloicht'  Weise  liiidet  man  aus  den  Formeln  für  ccwam(«.+  v) 
und  cosaw(M  — «;)  (S.  392,  Nro.  42) 

cosaw  (2  ?b)  =        ^  y4 

Hiernaclr  ist 

ingam{2a)  =     ^  co«(^  —  -a»,  —  d,), 

Zur  W  rciiifachui)--  dies.T  Fonuelu  benutzen  Wir  einen  Hül%wiiikel  y, 
weiciier  durch  die  (ileichung 

178)  tngy=^ 
bestimmt  sein  möge;  es  ist  dann 

Substituirt  man  diese  Werthc  in  die  vorhergehenden  Gleichungen 
und  beachtet  dit>  Relation  t)i(j (un{i  ,2h)  —  isinam(2h,k%  so  gelangt 
man  zu  den  beiden  l'  ormelu 

179)  tngaml2a)=tng2y  .€os{d^  —  i'^i  —  ^2), 

180)  8tfiam(2b,)b')=«t»2y.«tf»(^  — ö^i— ^j), 
wodurch  die  Bestimmung  von  a,  h  und  r  =a  a  +     erreicht  ist  ♦). 


*)  Dass  sieb  die  elliptischen  Integrale  /weiter  und  dritter  Art  gleich- 
falls auf  die  Function  zurnokführen  lassen,  hat  Jacobi  zuerst  gezeigt  in 
den  Fundaiu.  n.  theor.  tunct.  ellipt.  (§.  47  bis  6UJ;  als  Ausgangspunkt  dient 
hierbei  (wie  auf  S.  457)  die  Entwickelung  von  siii'anif,  zu  welcher- Jacobi 
auf  etwas  bescbwerlichuui  Wege  nämlich  dorcb  Qpiadrirang  der  Entwicke- 
lung Ton  s!n  am  ti  gelangt.  Die  snletst  gegebene  Beatiininnng  der  Grössen 
a  und  6,  in  welcher  gleichzeitig  der  Beweis  liegt,  dass  sieh  jede  eomplexc 
Zahl  unter  der  Form  sin  ntn{a  -\-  Hj)  darstellen  lässt,  wurde  TOn  Riohelot 
geliefert  in  Cr  eile 's  Journal  Bd.  45,  i».  22ö. 
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L  Reduotion  cLuroh  suooeBBiYe  Substitutionen.* 

Wie  bei  den  doppelten  und  dreifachen  Integralen,  so  ist  auch 
bei  mehrfaclien  Integralen  die  Einführung  neuer  Variabolen  das 
nächstliepfendc  und  gewöhnlich  auch  wirksamste  Mittel,  um  möglichst 
viele  (U'r  püstulirten  Integrationen  zu  vollziehen.  Die  zu  diesem 
Zwecke  uötliigen  Substitutionen  können  entweder  nach  einander  oder 
gleichzciti«!-  vorgenommen  werden,  und  wenn  es  auch  für  das  End- 
resultat gleichgidtig  ist,  ob  man  den  einen  oder  anderen  Modus 
wählt,  80  ist  doch  die  Art  der  Rechnung  nicht  dieselbe  für  beide 
Fälle ;  im  Gegentheil  empfiehlt  sich  nicht  selten  die  suflcessive  Sub- 
stitution durch  geringeren  ßeohnnngsaufwand ,  gröwere  Uebersicht- 
lichkeit  und  leichtere  Bestimmung  der.  Integration sgrenzeu  für  die 
neuen  Yariabelen.  Einige  Beispiele  von  möglichst  allgemeinen  For- 
men werden  das  YerÜBdiren  hinreichend  charakterisireii. 

A.  Wir  beMhftftigen  uns  zonädist  mit  dem  drei£M)hen  Inte- 
grale 

'  JjJ     (o  4- «a; -1-^2/ +  y^)"' 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven  a/,  e  be- 
zieben mögen,  welche  der  Bedingung 

genügen.    Werden  hici  nach  die  Integrationsgrenz«!  beetanmt,  so  ist 
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Um  alle  oberen  Integrationsgrenaen  in  1  flberzoffthren ,  machen  wir 

Gebrauch  von  der  sehr  einfachen  Bemerkung,  daes  das  Integral 

h 

f{t)dt 

ö 

mittelst  der  Subetitution  t  zszhu  auf  die  Form 

1 

hjf{hu)du 

gebracht  werden  kann ;  dentgemäsB  setzen  wir  succe&äive 

IT  =  (1  — a?  —  (1  — jr)t>. 

Nach  der  ersten  Substitation  ergiebt  sich 

nach  der  sweiten 


W  = 

1    1  1 


1    1  i 

/// 

0      0  0 


und  da  jetzt  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten  sind»  so 
darf  die  Reihenfolge  der  Integrationen  beliebig  abgejindert  werden. 
Die  auf  x  besügliche  Integration  lässt  sich  nun  mittelst  der  auf 
S.  273  bewiesenen  Formel  Kra  62)  ausführen,  welche  durch  die 
etwas  bequemere 

2)    f  t'^-'a-ty-ut   _r(ii)r(v)  i 

4 

ersetzt  werden  möge;  &ri=zp^$kz=zm,v:^n+p  +  q  folgt 
nämlich 

1  1 

hier  kann  man  wieder  mittelst  der  Formel  2)  nach  v  intmiren  und 
^rhilt 
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eiidiich  giebt  die  nochmalige  Anwendimg  der  Fonnel  2) 

r(m)r(>i)r(p)r((/)  .1  

Wie  dieses  Verfahren  auch  bei  einer  grösseren  Zahl  von  Variabelen 
anwendbar  ist,  dürfte  unmittelbar  einleuchten.  Bezeichnet  man  die 
letzte  der  Grössen  m,  n,  p,  etc.  mit  k,  so  gilt  überhaupt  der  Satz: 
unter  der  YoraussetBung,  dass  d;,  y,  jer, .  .  .  alle  positiven  mit  der 
Bedingung 

verträglichen  Werthe  erhalten,  ist 

—  X  ^  y  —  •  •        X"*  - '  y"""^  •  •  • 


«  ff 


4- « -I- /J  y -I- ...)*  + m +  «  +  ..  . 

r{k)  r{m)  r(n) . . .  1 


dxdy. 


r(A;  -f  »w  -j-  »  +  .  • .)       {q  -f  a)'«     +  jS)« . . . 

Aus  den  Bemerkungen,  welche  früher  über  die  in  Formel  62)  auf 
S.  273  vorkommenden  Gonstanten  gemacht  wurden,  ersieht  man 
leidbt,  dass  ft,m,n,  eto.  reelle,  positive  die  Null  übersteigende  Zahlen, 
und  dass  9,  ^  +  ^i  9  dto.  entweder  positive  oder  solche  com- 
plexe  Zahlen  sein  müssen,  deren  reelle  Bestandtheile  positiv  und  von 
Kuli  verschieden  sind. 

Das  Vorkommen  einer  Reihe  willkührlicher  Gonstanten  q,  a,  ß, 
etc.  bietet  den  Vortheil,  aus  der  Gleichung  3)  beliebig  viele  ähnliche 
Formeln  ableiten  zu  können;  man  erhält  letztere,  wenn  man  die 
Gleichung  3)  in  Beziehung  auf  die  eine  oder  andere  jener  Constan- 
ten mehrmalfi  difterenzirt  oder  integrii*t.  Die  Differentiation  nach 
Q  z.  B.  führt  unter  Beachtung  der  Formeln 

du  „diu  \  n/,      I  V 

2U  folgendem  Resultate 

*^    fj ' ' '  (irS- + . . .  y^* + - + 

_  r(k)r(m)r(n)...  jh      m    •    n        )  1  
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nnd  überhanpt  kann  man  durch  eine  ^malige  Differentiation  nach  (f 
den  Werth  des  Integrales 


vollständig  entwickeln. 

LüsBt  man  in  Nro.  'S)  q  -\-  t  an  die  Stelle  von  Q  treten,  mul- 
tiplicirt  beiderseits  mit  i''  ^Ult  und  integrirt  von  ^  =  0  bis  /  r—  x  , 
so  kommt  linker  Hand  au  den  bisherigen  Integrationen  noch  folgende 
hinsu 


_  r(h)  r(fe-  +  w  + 


deren  Werth  hier  nach  Formel  63)  auf  S.  273  entwickelt  ist.  Auf 
der  rechten  Seite  von  Nro.  o)  erhält  man,  abgeBelien  von  den  con- 
Btanten  Factoreu,  das  Integral 


0  -  •  Q 


worin  /  =  w  —  Q  gesetzt  wui'de.  Nach  diesen  liemerkungen  er- 
giebt  sich 

r'(ib)r(«»)r(») . . .      t  (u-^-qy-^du 
— r(Ä)  r (Äf — jn- » + n  + . .)  7  tt*  (i* + «)*  («  +  /j)* . . . ' 

WO  ^  jede  positive  Zahl  •<     +      4~     +  "  *  Bein  darf. 

Die  bisherigen  Formeln  können  durch  Aenderun/^^  von  ^,  y,  etc. 
etwas  verallgemeinert  werden.    Ersetzt  man  z.  B.  etc.  durch 

X      ff  s 

—  ^  7-,         etc.  und  gleichaeitig  ff,  ßy     etc.  durch  a«,  bß^  ey^ 

etc.,  so  beziehen  sich  nunmehi*  die  Integrationen  auf  alle  der  Be- 
dingung 

o<£  +  |--hi.-f...<i 

"-a      b       c  — 

genügenden  positiven  x,  y^     etc.,  und  dann  wird  aub  Nro.  3) 
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r(*  +  m  +»  +  •.•) .  Q*(9  +  a  «)•»  (p  +  5 . . . . 
and  aus  Nro.  5) 

r{k)  r(m)  r(n) . . .  a"'  6" . . .  (u^gy-idu 
'^r(h)r(k—h  +  m-{'n-\-'*')J  it*(w  +  a«)'»(i*  +  5/J)'»...  * 

Ersetzt  man  in  Nro.  8)  und  .  Nro.  5)     y,  ete  durch  , 

^—-^  ,  etc.,  gleichzeitig  «,  ß»  etc.  durch  a>a,        etc.'und  m,  w,  etc. 

durch  Im,  ^n,  etc.,  so  beziehen  sieh  die  nunmehrigen  Integrationen 
auf  alle  die  Bedingung 

.s©'  +  (f)-  +  ©'  +  .-.s. 

erfüllenden  poeitiTen  p,  0,  etc.,  und  dann  entstehen  die  folgenden 
Formeln,  in  denen  t  die  Anzahl  der  Integrationen  bedeutet, 

JJ'\  '/        '(^-^««2-|-|3y2_|_...)4r+V«0«  +  '«  +  -) 

_r(k)r(lm)r(ln).,.,   a"»M....  

2<r[jfcH-i(>«  +  M  +  ..)] '  Q'(Q-\-a^a)y^-^{Q-\-b^ß)y»» ...» 

J  J    \      a»    5^     V     '(^-|-a«*+/5y-«+ ••)*-*+ y«(»+«+") 

_    /T^)r(|m)r(|i0..a"-^"..     r  (w-gy-hiu   

2Tih)r\k -  A  +      +»  +  ••)]  ^        +  a»a)V.«(«» + ö» /J)  Vk- . 

BciKpielweise  erliält  mau  für  e  =  3,  ^  =  1,  ==  »  s=:  j»  =  1  aus 
Nro.  8)  ' 

10)  ff  /,  ^^^»^^ 

«  ahe 


6  +a»a)(^+6«i3)(^  +  c«y) 

und  aus  Nro.  9)  wenn  {  —  A        gesetzt  wird 
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r  r  r  dxdyäz  

J  J  J  {Q-^-ax^-^-ßy^-hyg^y 

"  8  Aä)  r(§  -  q)J  ^  ]/(u-\-a^  a)  (u  -^  b^(u  +  c^y)  \ 

Hiernach  läest  »ich  die  Masse  wn  dem  Octanien  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  bestimmen,  innerhalb  dessen  die  Dichtigkeit  ian  der  Stelle 

xys  durch  den  Austlruck  ' 

 1  

gegeben  ist.  Für  p  —  führt  nämlicli  die  Formel  10)  unmitti  lbur 
zur  geßuchten  Massenbestimmung ;  für  0<p<|  ist  dio  Foi  nu'l  11) 
ebenso  direct  anwendbar.  Im  Falle  p  >  1  lasst  sich  p  in  «"ino  ganze 
Zahl  n  und  in.einen  zwischen  0  und  |  enthaltenen  Rest  7  zerlegen; 
man  benutzt  dann  zunächst  die  Formel  11)  und  differonzirt  nachher 
(n—  l)mal  nach  Q,  wobei  es  unter  Umständen  gerathen  ist,  vor  der 
Differentiation  u  r=z  gv  subetitniren* 

In  den  Formehi  8),  4),  5)  kann  m^n  .noch  etwas  allgemeiner 
die  Grossen 

d»roh  (0".  (f )".-•"«.•  »"A"  _ 

ersetzen;  man  gelangt  damit  zu  jb'ormelu,  worin  sich  die  Integratio- 
nen auf  alle  der  Bedingung 

^   «s(J)'+(f)"+(f)'+  -f 

genügenden  positiven        e%  etc.  besiehen 

B.  Um  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  der  vorigen 
Resultate  zu  gelangen,  setzen  wii"  voraus,  dase  der  Werth  irgend 
eines  vielfachen  Integrales  •  . 


/// 


•  •        y,     . . ,)  dx  dy  dg 
bekannt* sei,  worin  die  Yariabelen  alle  mit  der  Bedingung 


•)  Die  besonderen  für  ^  1,  o  =  1,  «  =  ^  =  y  .  .  =  0  aus  Nro.  3), 
6),  8)  etc.  entstehenden  Resultate  bat  Lejeuno  Diriohlct  in  den  Abhiuid- 
Inngen  der  Berliner  Akademie  v.J.  1839  (erschienen  1841)  S.  61  nach  einem 
anderen  Verfaliren  entwickelt,  welches  später  auseinandergeaetat  werden 
»oll.  Für  a  =  ö  =  c  .  .  .  =  1,  fc  =  Va,  1»  =  «...  =  1  folgt  aas  Nro.  9) 
eine  spedeUe  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal  Bd.  XII,  S.  60  (Nro.  16)  .an- 
gegebene FormeL  Die  obigen  allgemeiaeren  Formeln  durften  neu  sein. 
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—  a       b       c  — 
vertrftglichcn  positiTen  Werthe  annehmei)  Bollen;  der  Integralwertb 
hängt  dann  u.  A.  yon  a,  h,  e,  etc.  ab,  nnd  es  sei  z.  B.  bei  drei  Ver- 
änderlichen 

12)  F{a,  h,c)=:J  J  J f(x,  y,  z)  dx  dy  dz. 

Hinsichtlich  der  Function  F  bemerken  wir  im  voraus,  dass  sie  für 
arrrO,  0  =  0,  c  =  0  verschwindet,  denn  nimmt  mau  erst  2)  =  (;  =  a, 
so  ist  ^ 

F{(.i,a,a)  :=^J J     J^f(x,  y,  e)  dxdydz, 

0     0  0 

und  daraus  ergiebt  sich  jene  Behauptung  sofort  für  a  =  0. 

Im  Folgenden  mögen  ot,  ß,  y  positive  echte  Brüche  bedeuten, 
ferner  sei  zur  Abkürzung 

=  (1  -  a)    +  <1  -  ^)  y  +  (1  -  y)  £r, 
endlich  bezeichne  <p  (u)  eine  beliebige  Function  von      cp'  (a)  ihren 
DifPerentialquotienten.    Handelt  et  sich  nun  um  die  Reduction  des 
vierfachen  Integrales 

^  =Jf  fP^^ (^«)  (ph)' 

worin  die  Variabelen  alle  positiven  der  Bedingung 

13)  0^x-\-y  +  £^-^t^l 

genügenden  Wert  he  »  rhalten  sollen,  so  hat  man  die  doppelte  Walil, 
entweder  mit  der  Integration  in  Beziehung  auf  /  oder  mit  den  In- 
.  tegrationen  nach  x,  y^  z  anzufangen.    Für  den  ersten  FaU  ist 

I     1  — «     l_x~|r  •  1— x-y  — ? 

^=Jf  Jf^''      ^'    '''A'  (sTl) 

und  bei  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Integration 

•00  0 

•  Die  noch  übrigen  Integrationsgrenzen  entsprechen  der  Bedingung 

0  ^  a;  -f  ?/  -I-     ^  1 , 
man  hat  dalier  durch  Integration  der  einzelnen  Thcile  und  unter 
Anwendung  von  Formel  X  X) 
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-  jf^a,  1,  i)9>(0) 

Will  man  dagegen  zuerst  nach-jr,  g  integriren ,  80  igt  ob  zweck- 
mässig, erst  die  Substittition 

t  6di 

•  vorzunehmen  und  dann  zu  schreiben 

F=  J^'{u)du J J Jf(x,y,z)dxdydg. 

Da  naeh  den  gemachten  YoraaBsetziingen  und  t  positiv  sind,  so 
erhält  u  nur  pontive  echt  gebrochene  Werthe  inolnsive  «  =s  0  and 
M  =  1,  wie  die  Fälle  f  =  0  und  ==  0  an  erkennen  gehen;  die 
Grensen  för  u  sind  demnach  «  =  0  und  ii  s=  .1.  Um  femer  die 
Grenzen  für  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  ans  Nro.  15)  ge- 

nommenen Werth 

j_    tf«    _  (1  — +  (1  — <3)My -Kl  — 
1  —  w  1  _ 

iu  die  lutegrationsbedinguug  13)  ein  und  erhalten 

^  (l-^g»)g  +  (l-/3t,)y-|-(l  -y,f)^  ^ 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

"^—J  ^>'{y)ä^j  J Jf{x,y,z)dxdydfi, 
0  *  • 

1  —  au       1 — ßu        1  — 

und  hier  ergiebt  sich  unmittelbar  zufolge  der  Bedeutung  yon  J^(a,  d,  c) 
in  Nro.  12) 

^  \l  —  au.\—ßu  l—yuj 

Durch  theilweise  Integration  unter  Rfloksicht  auf  die  Gleichung 
F{0,  D,  0)  =  0  findet  man  wdter 

F=-F{1.1,1),,(0)-  f  i'Y-iZJL.  llliLV 
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woraus  durcli  Vergleichung  mit  Nro.  14)  die  Reduciion  eines  nenen 
dreifiiehen  Integrales  folgt«  Man  übersiebt  auf  der  - Stelle,  wie  sieb 
diese  BetracfataDgen  gleichförmig  auf  beliebig  viele  Yariabele  ans- 
debnen  lassen  nnd  dass  man  damit  an  folgendem  Satae  gelangt: 
Wenn  für  positive     9F,  0^  ete.  der  Werth  des  Integrales 

16)  J J  ,,f{!ß^y,8,„)dxdyde.,=^Fia,b,e^,.), 

—    0:<-  +  I-  +  ~  + 

^  a       h       c  ~ 

bekannt  ist,  so  gilt  die  allgemeinere  Formel 

1 

tt       1—  w      1— «  \ 

^  (1  »   5-»  1  r-)9iu)du,  . 

^       \l  —  au    1 — ßu    1 — yu    yrv  /  » 

0  g  a;  -I-  7/  4-  ^  -f-  ••••  g  1. 

Hieran  knüpit  sicli  ein  zweites  Resultat.  An  die  Stelle  einer 
beliebigen  Function  (p{s)  kann  man  immer  eine  andere  Function 
seta^  welche  innerhalb  eines  gegebenen  positiven  Intervalles  s  ==  ilo 
bis  s-=Xi  mit  ifj{s)  identisch  ist,  dagegen  für  alle  ausserhalb  jenes 
Intervalles  liegenden  positiven  S  verschwindet.  Das  Mittel  hierzu 
bieten  die  Fourier'sehen  Theoreme;  schreibt  man  oftmlich  statt 9)(s) 
die  folgende  neue  Function  von  B  .  ^ 

^(s)  =  ßOBBioäa J^q>{t)eoBa>tdtt 

so  ist  in  der  That .  fOr  alle  B  innerhalb  des  genannten  latervalles 
^(s)  =  9)  (s),  und  ftkr  alle  B  ausserhalb  jenes  Intervalles  ^(s}=0> 
IHese  Bemerkung  lässt  sich  in  Formel  17)  sweimal  anwenden,  links 
fttr 

^          1  — a?  —  y  —  g  —  '«» 

1  —  ttx  —  ßp  —  — 

rechts  für  s  —  u.  Betrachtet  man  jedes  Integral  als  Summe  seiner 
Elemente,  so  erhalten  linker  Hand  alle  diejenigen  Summanden,  welche 
die  Bedingung 

1  —  iP  —  «  —    —  •  •  • 

18)         V<r—  T  

nicht  erfflllen,  den  Factor  Null,  mithin  bleiben  nur  noch  die  der 
vorstehenden  Bedingung  genügenden  Elemente  übrig,  d.  h.  die  In- 
iegrationett  erstrecken  sieb  bloss  auf  alle  der  olngen  Ungleichaiig 
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entsprechenden  0,  etc.  Rechter  Hand  fallen  analog  die  Ele- 
mente weg,  welche  ausserhalb  des  IntervallcB  ko  bis  liegen,  mit- 
hin geht  die  Intoj^ration  nur  von  u  —  bis  u  —  Ki,  Beachtet 
man  noch,  daas  die  Un^^eiehang  18)  in  iswei  Ungleiehungen  zerlegt 
werden  kann,  so  hat  man  folgenden  Sala:  Aua  der  Formel  10)  folgt, 
wenn  X$  und  A|  positive  echte  Brüche  bedeuten 

f  1 1  'f^'^^^'^-Hi^^ 

7   Vi-««  i-ßu  i^yu' 

(i-«ao)«  +  a-/»^)y  +  (i-y^V  +  -<i-^. 

(1  ^  « A,)«  +  (1  - /3  A,)i/ +  (1  -  y  A,) -s- -h  •  • .  >  1  —  i 

für     =  0  und     a=  1  wird  daraus  wieder  die  Formel  17). 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 

J  J  yxy 

die  Formel  6)  giebt  dann  fftr  fc=  1,  ()  =^  1,  a=/Ei  =  0,  m==:n=^ 
mithin  ist 

%         j,  /  l—u      l  —  u\  _        n{\  —  //) 

Vi— «te«  1  — /3«y  v'(i-««„)(i-r^)' 
Vi  -  «w'  i -ßu)     2V1  -«I*  ^i-ßuj 

und  nach  NiX).  19)  hat  man  für  den  Fall  ^>{u)  ~-=  u~^. 

1      ax  <^~ßi  .  (f^jhf 

1  —  0?  —  y  Vxy 

Ai 

^IC   Ii-««*  ^  i-Wt*(i-^«)(i-M' 

(l-«Ao)aJ-|-(l~/3Ao)y<l-A«,  (1— «A,)«+(l-./JA,)y>l-A.. 
Etsetat  man  die  Grössen 

■        Jft  «,  .         ^0,  . 

durch  «».    «»,   /J«     A«,  A?, 

so  gelaugt  mau  zu  der  Formel 
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6« 

8 


(1 -«U«)  ^5  +  (1  -/3U;')  |j  >  1  -i,'. 


welche  im  dem  Ealle,  wo 


'  e 


genommen  wird,  zur  Complanation  einer  ellipsoidischen  Viertelzone 
fuhrt.  Dieaee  Resultat  stimmt  mit  der  Formel  för  \Z  auf  S.  350 
ttberein,  und  swar  ist  Aq  =  f»| ,  1}  ==  t«o. 

Weit  allgemeinere  Formeln  ergehen  sich,  wenn  man  in  Kro.  1 Q) 

•  ♦ 

setzt  und.  die  Formel  6)  henutzt;  es  ist  dann 

Führt  man  die  Abkürzungen  ein 

Q  +'«'  =  «1.   '    ^  +  /3'  =  A  

«^  +  a'  =  «i„.    /3^  +  /J'=^ft,  

so  hat  man 

p/  1  —  ^       1  —  t<       1  —  ^  \ 

r(w)  r(?i) ...  (1  —  ?()"' + « + p  +  •  •  • 


.  r(i  4-  m  ^  nH--)  '^pC«!— —  y»»)'...' 

wovon  der  Difl'ereutiai<^uotieut  leicht  mittelst  der  Formel 

dv    dlv 

du  du 

entwickelt-  werden  kann;  damit  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate: 

•  SohieaUeh,  Analyib  IL  31^ 
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_    r(»i)r(n)...     /'  K(i  —  «y»  + » +  •  -.^  y 

V=m  4-  n   1-  H  ,  ' 

worin  die  Integrationsbedingungen  für  af,  y,  etc.  dieselben  sind  wie 
in  Nro.  19).    SelbBtverstftndlioh  lässt  sioh  auch  diese  Formel  nooh 

etwas  erweitern,  wenn  a;,y,  etc.  durch  — ,        etc.  oder  allgemeiner 


durch  (  —  J  ,  (  y J  etc.  ersetzt  werden. 


Für  Q  =  1,  a  =  tt'  =  ß  =  ß'...  =  0  entsteht  eine  specielle 
Formel,  diesich  mittelst  der  Substitutioneii  «=5s  1  —  ? ,  qp  (1    ?  )= 
1  —     =  »1,  1  —  A|  =  )(«  folgendermaasBeD  dftrsteüen  iftsst: 

21)    j  J,,x»''-^yr-K.'iif{x-\-y-y")dzdy., 

r{m) 


3<o  <    4-  ?y  +    -f  •  •  •  <  «1. 

Setzt  man  bei  zwei  yaria1)elen  m  und  n  als  echte  Brüche  Toraas, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen,  und  nimmt  man  weiter  Ito  =  0, 
X|  =  X,  ^  {v)  =  W  (v)f  so  erhält  man  noch  die  Formel 


II- 


welche  mittelst  der  Substitutionen  x  =  x  —  J,  ?/  =  ^  —  >ii 
*P\x.  —  »i)  =  (p  (fi)  übergeht  in 

22)  ./(«-{)"-'  äsf^„  =  ^f,W-„(0)J. 

0  0  . 

Daraus  lässt  sich,  wenn  ^(|)  den  Werth  des  ersten  (nach  1}  genom- 
men) Integrales  bezeichnet,  folgender  Satz  macheii :  Sind  zwei  Func- 
tionen    und  p  so  von  einander  abhängig,  dass 

23)  /^=*«).  0<.<i. 
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so  erhält  man  uingekelirt  <p  auBged rückt  durch  ^  mittelst  der  For- 
mel *) 

(>.  Wegen  einer  nachheri^en  Anwendung  betrachten  wir  zn- 
nächst  das  einfisushe  Integral 

.   '  / 
Setsst  man 

so  wird  jenes  Integral  zum  folgenden 

'2  71  in—y 

/^[Aco«(6  —  y)]dti  =     ^(heosfi)  dii, 

'  wobei  H  —  y          snbstituirt  wurde.    Das  aul  i;  bezügliche  Inte- 
gral läset  sicli  nach  dem  Schema  < 


*)  Die  Besnltate  unter  Nro.  19)  und  30)  dürften  neu  sein.  Für  9  =  1} 
=  /l'  » '.  .  =  Oy  Iko  =  0,  ^  s=.l  entsteht  aus  Nro.  SO)  eine  spedelle  von 
Catalan  in  LioufÜle's  Jonintf  de  Mathematiques  angegebene  Formel; 

älter  ist  die  von  Liouville  herrührende  Formel  21).  DÄi  in  Nro.  23)  und 
24)  lieffendoii  Satz  hat  Abel  j;efunden  (Crelle's  Journal,  Bd.  1,  S.  153)  und 
daran  Iblgemle  dynamische  Betrachtung  geknüpft.  Wenn  sich  ein  Pnnkt  nur 
in  Folge  der  St^hwen;  auf  einer  vertical  gestellten  IMancuive  herabbewegt, 
bei  welcher  zwisühea  der  Absuisüe  X  und  dem  Bugen  6  die  Gleichung  £==  9) 
bestsbti  so  entsprieht  der'FallhShe  h  die  Fallseit 

b 


1      r(p'{x)  dx 


V2i 

0 

man  erhält  demnach  t  ausgedrückt  durch  h.  Verlangt  man  umgekehrt  die 
Curve,  für  welche  t  eine  gegebene  Function  von  h  ist,  etwa  ^  =  V'(^),  so 
uttss  9  dureh  x  ausgedruckt  werden  nnd  dann  giebt  die  Forme!  24) 

...      ^  N'Q^)dh 

0 

woraus  auch  die  Gleichung  der  gesuchten  Cnrve,  nämlich 


hergeleitet  werden  kauu. 


31 
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— y  —y      0  T  2  TT  —  y 

zerlegen,  un(l  wenn  man  rechter  Hand  im  ersten  Integrale  r}=  —  t^^ 
im  zweiten  —  -}-  ^,  im  tlritten  un»l  vierten  )j  —  2  7r  —  ^  setzt, 
.so  hebt  sicli  das  erste  Integral  gegeu  das  vierte,  und  das  zweite  wird 
gleich  dem  dritten.  Nach  diesen  Bemerkiuigen  isti  wenn  der  Gleich' 
förmigkeit  wegen  6  für  £  geschrieben  wird, 

•271  ^  n 

25)    J ilf{acos(i  -{-bsin0)d(i=2  ^ il;  (V^ä^b^ .  cos O)  (Ui. 


0  0 


Wir  beschäftigen  ans  ferner  mit  der  Transformation  des  Dop- 
pelint^aies  ' 


OB  Ot 


—  «B  —OD 

Die  EinfÜhrang  zweier  nentin  Variabelen  r  und  0  mittelst  der  Glei* 
chungen  u      rcM&t  v=srsind  giebt  ,  ' 

8=J  J /"(ik«  +  r^)  9  (x  -f  A  r  cos  6  +    /  ain  Ü)rdrdb\ 

0  0 

hier  läset  sich  die  Formel  2b)  f ür  (^)  =  5p  (x  4"  ^J»  ^*=='^»'i  lf=ff>^ 
anwenden,  und  A  ist  daher  ,  - 

S  =  2  J  J/(k^  +  r^)(p{x-\-Vx^  +  (i9:rco8e)rdrd(t.' 
«0 

Kehrt  man  in  dieser  Formd  zu  den  nftprünglichen  Variabelen  «und 
V  zurück  und  stellt  die  erste  und  letzte  Foirm  von  S  zusammen ,  so 
hat  man 


26) 


Iß 


+     4-  v")  9) (x  -1-  Att  -f  iiv)  dudv 

X  « 


=  2j  y/(*«  +  ii«-|-»«)9(x  +  VA«-|-;*«.«)<li*dv. 

Der  Yortheil,  welcher  bei  dieser  Transformation  erreicht  worden  ist, 
besteht  darin ,  dass  rechter  Hand  die  Function  4p  nur  die  eine  Ta- 
riabele  u  enthält,  während  auf  der  linken  Seite  u  und  in  vor- 
kommen. 
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Hiernach  läiisi  sich  nun  auch  das  dreifache  integral 


OD        OD  OD 

'III' 


+ +    V  (««  +  y  +  y  dx  dy  de 


—m  —00  — • 


wesentlich  reduciren.  Wendet  man  suerst  die  Formel  26)  auf  das 
nach  y  und  z  genommene  Doppelintegral  an,  indem  man 

setzt,  so  hat  man  zunächst 

X 

T=:2y  J  jj{xi  +     4-     y  («^  +       ^y^-y)  dsi  dy  dz; 

—00  •«OD  0 

ferner  ist  die  Formel  26)  wieder  auf  das  nach  x  und  y  genommene 
l>0|ftpe]integral  anwendbar  mittelst  der  Substitutionen 

k  ^  e,  u  ~     V  =  y,  X  SS  Ot  X  =  a,  ii  =z  Vßi  -[-  y«, 

und  es  ergiebt  sich 

T=4y  J  j f  (»«  4-  1^»  +  ir2)  9)  ( l/a»  +  /3«  +  y»  .  x)  dx  dy  d», 

—06  0  0 

w^  nun  die  Function  9  nur  die  eine  Yariabele  x  euth&lt,  während 
ne  ursprünglich  or,  y^  M  enthidt. 

Man  übersieht  augenblicklich,  wie  sich  dieses  einfaclie  Verfah- 
ren auch  bei  mehr  als  drei  Variabelen  Husfüliicn  läset;  bezeichnet 
überhaupt  n  die  Anzahl  der  Variabelen,  und  wir(i  zur  Abkürzuug 

27)    *    *       ^  W  l/«»  4-  +  •  •  • 

gesetzi,  s6  entsteht  die  Gleichung  ' 


*.  ///• 


28)  7   /  /  •• 


—  ao  —  »  —06 

-OB 


Go     n  n 

— » 0  0 

Hier  ist  noch  eine  bedeutende  Keduction  möglich.  Nach  For- 
mel 21)  hat  man  nämlich  in  «twas  anderen  Buchstaben 

A 

worui  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 
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0  <    -f  S  +■•••<  ^*  • 

genügenden  ij,  t,  etc.  beziehen.  Nimmt  man  hier  |»  =  ^  . .  .  =  5, 
h  =s  co^  substituirt  ferner       .  \ 

17  =  y»  t  ==  <r«   I»  = 

und  setzt  u  —  1  Variabele  voraus,  so  erhält  niaii  die  Formel 


welche  auf  das  nach  jf,  iv,  .  .  .  geuommeue  (n —  l)fiM;he  Integral  in 
Nro.  28)  anwendbar  ifit,  wenn  F(t)^f(x''  +  f)  geaetat  wird.  . Nach 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 


ok      00  CD 

J  J  J  - fix' +9* +  **  +  ••)  9(«*  +  /»l'  +  y*  +  ")<****'-- 

=  /n-i\  J  J /(*• +»')v(?*)y-*«»*rf». 

Um  diese  Forinel  noch  etwas  su  yerallgemeineren,  lassen  wir  (inker 

Hand  —  I  -r*!   ""t  ®to.  an  die  Stellen  von  dß,  tf,  js,  etc.  und  gleich- 
a     0  c 

zeitig  aa,       c)^,  etc.  für  a,  /3,  j',  etc.  eiutreteii;  es  yrird  dauu  ^ 

^"•O  ^~flO  »  • 

2«'A(»-»a6c..   r  P 

fl 

Denkt  man  sich  anstatt /(^)  eine  andere  Function  voji  S  fj;esc'tzt, 
welche  für  S  <^  1  mit  /(&)  identisch  ist  und  für  ö'  1  verschwindet, 
SO  fallen  aus  dem  Integrale  linker  Hand  alle  Elemente  weg,  bei.  de* 

wen  -:;  4-       +  ©tc.  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  und  daher  be- 

ziehen  sich  die  Integrationen  nur  noch  auf  alle  positiven  und  neg»- 


Digitized  by  Google 


Die  Yiel£Eu$hen  Integrala  487 

tiven,  die  Bediogung  ^  4*     4;  etc.  <[1  erfüllenden  ji;,yteic.  Ebenso 

verßchwiudeii  rechter  Hand  alle  Intcgralelementx ,  Ijci  denen  ;';--|-  //-   -  1 
wird,  und  daher  erstrecken  sich  die  Integrationen  nnr  über  die  po- 
sitiven und  negativen  x,  sowie  über  die  po5?itiven  «/,  welche a;^  ~\'  V' 
lassen  f  woraus  die  Integrationsgrenzen  x  ~  —  1  und     =  -|~  1» 
jf  sr:  0  und  y  =  -\-  l/l  iblgen. .  Nach  diesen  Bemerkungen 

swammen  ist 

+  1  Vi—«« 

2x'''^"-'>abc..    r  r 

•  «<(0-+(iy+(7)+"<^-  ■ 

Im  speciellen  Falle  m  =  3  giebt  dies,  wenn  /(s)  =  F'  (s)  gesetat 
wird,        /       « . 

+  1 
—1 

Nimmt  mau  l'(s)  =  a  =  ^  =-  und  bubbiituirt  rechter  Hand 
4f  =       80  erhäU  man  unter  der  Bedingung 

0  <:x''  +  y*  +  g^<c^ 

J.fJ ^r.h  +       dx  dy  de 

.    =  3F J{c'^  —  tt'-«)  9?  (V«Mh7M^.«)  du 

— c 

öder  für  a;      rcosÖ,  ^  =  r  sin  fi  cos  g>,  z  =  rstn^sino 


c    71  in 

ip{ar  eoiÜ  -{-ßr  sindcosm  +  yr  sin  Osmm)  r^sm  6drd6d& 
=  n  j  (c^  —  «2j  9  (  ^«2  ^-     +     .  w)  dw. 

— e 


C      7?  23 

4     0  0 
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Differenzirt  man  in  Beziehung  auf  e  und  setzt  naohher  e  =  1«.  bo 
erhält  man  noch 
n  in 

  i.       .  .  >• . 

<p(l/a»  -f  ß-^'-\-  'y^.u)  du. 

—1 

Zu  einer  ähnlichen  und  allgemeineren  Formel  gelaugt  man,  wenn 
man  in  Nro.  30)  f  [s)  =  1,  a  =  6  =  c  .  .  ,  setzt  und  fiii'  a:,  y,  etc. 
ganz  analoge  Sul)8titution('ii  tiuwciidet. 

Läset  man  zweitens  in  dvr  Gleichung  29)  an  die  Stelle  von 
(f)((l)  eine  andere  Function  tieten,  wciclie  mit  </^  (ö)  identisch  oder 
gieicii  Null  int,  jonaclidcm  ö  innerhalb  oder  ausserhalh  eines  gege- 
benen Infcervalles  his  Oj  liegt,  so  beziehen  sich  linker  Hand  die 
Integrationen  nur  auf  alle  die  positiven  4ind  negativen  x,  y,  0,  etc., 
für  welche  <C  «a;  -|-  /Jy  -j-  etc.  <t  ö,  ist;  eb^so  fallen  rechts 
alle  Integralelemente  .weg,  welche  der  Bedingung      <!  9^  ^'i 

(Sq  (5 

oder  —  <C  <1  —  nicht  genüge.  Biese  Schlüsse  führen  zu  der 
Formel 

=  y  J  J{x''^-y')9{9^)r''^dxd9, 

öo  <  «a;  4-  /:^//  -|-       +  •  •  •  <  öj. 
Wenn  endlich  die  beiden  in  Xro.  30)  und  33)  vorkommenden 
Integrationsbedingungen  gleichzeitig  erfüllt  werden  sollenV  sp.  8ind\ 
rechter  Hand  die  für  x  und  y  gefundenen  Bedingungen 

1,      0  <  y  <  Vi  -  «» 

ebenfalls  gleichzeitig  einzuhalten.  Dies  geschieht  hinsichtlich  des  //, 
wenn  diese  Variabele  auf  das  kleinere  der  beiden  Intervalle,  also  auf 

0  •<  jf  <C  Vi  —     beflchrankt  wird;  bei  x  dagegen  muss  man  erst 

unteracheiden ,  ob  die  beiden  Grössen      und  —  innerhalb  des  Inter- 
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Talles  —  1  bis  -f  1  liegen,  dder  ob  nur  eine  oder  ob  keine  dersel- 
ben zwischen  —  1  und  -f-  1  enthalten, ist«  und  nachher  w&hlt  man 
für  X  ^88  klnne^  di^r'  beiden  pben  angegebenen  Intervalle.  Für 
solehe  positiven. und  negativen      wdcbe  den  Bedingungen 

»<©"+(fy+(f )>■•■<> 

0Q<^  ax  -\-  ßy  -\-  '  *  •  ^ 

gleichseitig  genügen  sollen^  erhält  man  demnach 

.    '       '*  '■      __.  *  » 

.  '  .  .  ■  Xi  Vi-*« 

=  *"^  /n—W  J 

uud  daiin  «iud  die  Werthe  der  Integratiunsgreuzcu      Xi  ioigende 


fär  — 

1  < 

?< 

Q 

■<  +  1, 

<»' 

öl 

1  > 

£l 

<  +  1, 

=  -1. 

a:i  = 

♦ 

1  < 

?' 

Q 

>  -f  1, 

X,  = 

+  1. 

1  > 

>  -hl. 

«0 

•f  1. 

In  (dem  sehr  spec^elleiii  Falle /(«)  =  9  (if)  1,  w  =  3  giebt  diese 
Formel  das  Yplnmen  deijenigen  Zone  eines  Ellipsoides,  welche  zwi- 
schen den  beiden  Parallelebenen  - 

ax  -\-  ßy  -\-  yjg  =s  iSq  und  ^a;  -f  /^^  +  J^-s  = 
enthalten  ist. 

Eh  verdient  noch  heiiierkt  zu  werden,  dass  die  Translbrniatio- 
iien,  welche  mit  den  Integralen  S  und  T  vorgenuninien  wurden  und 
zur  Formel  29)  führten,  wörtlich  dieselben  bleiben,  wenn  man  an 
die  Stelle  von  J  (s)  <p  (<5)  eine  neue  Function  F(s,ö)  treten  lät^t^t:  im 
Folgenden  muss  man  voraussetzen,  dass  einmal  ö)  für  alle  der 
Bedingung  0  s  <^  1  nicht  genügenden  ,s  verschwindet,  und  das» 
sich  andererseits  Fiß^^S)  het  solchen  <5  annullirt,  welche  ausserhalb 
des  Intervallsa-tfo  bis  (fi.  liegen;  die  Endformeln  sind  dann  wieder 
dieveHien  und  enthalten  F(8,6)  statt /(s)  q>  (6)*). 


*\  Die  Formeln  29j,  3ü),  33)  und  37)  sind  vom  Verf.  entwickelt  worden 
in  den  Sitzungsberichten  der  Königl.  Sächa.  Ges.  der  Wissenüch.,  ^ahrg.  1857, 
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IL  Eeductioii  durpli  simultane  SubsUtutionini. 

Wenn  es  daranf  ankommt,  die  in  einem  mehrfachen  Integrale 
enthaltenen  Yariabelen  jt,  ete.  gleichzeitig  durch  neue  Tariahe- 
len  I,  17,  etc.  zu  eraetien,  welche  mit  den  firfiheren  durch  gege* 
bene  (Heichnngen  verbunden  sind,  so  ist  man,  wie  sichr  nachher  sei- 
gen  wird,  genöthigt,  eine  Reihe  von  Gleichüugen  ersten  Grades 
xwischen  beliebig  vielen  Unbekannten  aufzuloeen.  Wir  schicken 
daher  eine  Erörterung  über  dieses  Problem  vorauf*. 

Bildet  man  aus  n  verschiedenen  Crrössen  «  ,  c,  -  .  (/^  h  die 
izen  zwischen  jeder  GrösBe  und  allen  ihren  Yorgängerut 
nämlich 

b  —  a, 
'  c  —  a,  I?  —  6, 

A  —  Ä,  Ä  —  •  h  ^  " 

so  besitzt  das  Product  sammtlicher  Differenzen 

.        ==  (ö  —  a)  (c  —  a)  (c  —  b)  »- .  .  .  (Ä  —  a)  {h    6j  .  .     —  g) 

die  Eigenschaft i  -dasB  68  jedesmal  zu  Null  wird,  sobald  man  f&r  eine 
der  Grössen  eine  der  übrigen  setzt,  z.  B.  a  statt  b  oder  g  statt,  c. 
Der  Grund  dieses  Yerschwindens  liegt  ein&ch  darin,  dass  bei  jedte 

solchen  Substitution  einer  der  Factoren  von       in  Null  übergeht. 

Selbstverständlich  kommt  die  genamite  Eigenschaft  von  auch 
dem  entwickelten  Producte  zu,  z.  B.  für  n  —  3  dem  Aggregate 
Po  =  bc^  —  b^c  -f  ca2  —  c'^a  -^  «b»  _  ^aj, 

'S  .    ^  . 

und  zwar  geschieht  das  Verschwinden  von  J^i,  dann  so,  dass  sich  zu 
Jedem  Summanden  ein  and^rar  findet,  welcher  ihm  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist»  .  ' 

Aus  dem  entwickelten  Producte  bilden  Wir  einen  neuen ''Aus- 
druck, indem  wir  jeden  Potenzexponenten  in  einen  gleicbgrossen 
 ■  ■  * .  «i 

S.67.   Dms  man  (o)  durch  Fi8,a)  enetseen  'darf,  bat  Genocchi  be^ 

merkt,  Amiaii  dü  teknce  maiematiehe  a  ßtiche,  coi^nhH  da  B,  T^rtolini^ 
T.  VIII,  p.  284.   Viel  alter  ist  die  Formel  32),  welche  sieh  mstk  auf  p.  138 

von  Poisson's  Abhandlnng  !Sur  l-inti^gration  dt  quelques  iquatiom  etc.  in  den 
Mimioin$  dt  Vacadimie  de  Parisj  ann^e  1818  (erschienen  1820)  findet;  sie  wurde 
Sfiter  von  Meine  auf  eine  beliebig«»  Zahl  von  Yariabelen  au^edebnt, 
Cr  eile' 8  Journal,  Bd.  61,  S.  356. 
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ladex  ▼erwaadelii,  wodorch  &.B.  a'6*e^  in  «s  &2^  und  analog  Mc' 
=  a®6'c^  in  Oo^Cs  Ikbergeht;  diesen  neuen  Ausdruck  nennen  wir 
Qn*   Hiemach-  liefert  a.  B.  P,  =        —  ß^h^  den  Werth 

ebeuso  leicht  erhlUt  mau 

überhaupt  ist      eine'  gewisse  Function,  der  n'  Grössen 

«Ot   ^0'         •   •   •   fi'oi  Aö» 

«Ii'    6i»  •     •     •    ^l»  *J» 

«»— If  Ii  ^— Ii     •     •     •     fi^«— Ii 

und  heisst  die  Deteriuinante  derselben.  Man  bezeichuet  sie  ent- 
weder kurz  mittelst  eines  .Summenzeichens 

-  9»  =  2:  (+  ooöt^^j  ...  .  ^»-8  > 

oder  austöhrlicher  durch 

Oo,   6o>    •    •    •  ^i' 


Die  Determinante  Q,,  besteht  aus  n{n — 1)  theils  positiven  theile 
negativen  Gliedern,  deren  jeden  von  der  Form  (tj,h^  ,  .  .  ist;  die 
Indices  1>,  ü  werden  durcli  alle  möglichen  VertHUJ^ciiungen  der 

Zalilen  0,  1,  2,  .  .  .  (n  —  1)  gebildet,  und  dabei  erhält  der  betref- 
fende Summand  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
seine  Indices  durch  eine-  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl 
von  Vertanschungcn  entstanden  sind. 

Ks  erhellt  nun  leicht,  dass  sieh-  die>  Hanpteigensohaft  von 
unmittelbar  :auf  Qu  überiragm  lässi    Wurde  nämlich  einer  der 
Buchstaben  a,  H  durch  einen  der  übrigen  ersetzt,  so  ver- 

schwand das  entwickdte  Product  P«,  weil  jeder  Summand  desselben 
durch  einen  gleichen  und  ehtgegengesetsten  Summanden  aufgehoben 
wur^e^  <He  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indices  stört  weder  die 
Gleichheit  noch  die  Vorzeichen  solcher  Summanden,  mithin  ver- 
scliwindet  Qn  unter  denselben  Umständen  wie  P„.  Diesei-  Sutz  lässt 
sich  auch  in  Gleichungen  darstellen,  wenn  man  die  Determinante 
entweder  nach  den  a  oder  nach  den  h  u.  s.  w.  anordnet.  Bezeichnen 
wir  mit  A^^aQ  die  Summe  aller  Glieder,  welche  den  gemeinschaft- 
liclien  Factor  ao  besitzen,  ebenso  mit  Aiüi  die  Summe  aller  den 
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Factoi;  Ot  entiM|te&den  Glieder  n.  b.  Wn  so  kdnoen  wir  x  Qu  felgehder^ 
maasaen  darstellen  ^ 

und  dann  gelten  nach  dem  Vongtiii  die  n  —  1  Gleichungen 

0  =  ilo  /'o  +  -^1*1  -\-  A^hi     '»  »  •      Ah—  t  ä«-.  1. '      ; ' 

Mittelst  dieser  f^elatioiieii  gelaugt  nmii  rascli  zur  Auflösung  des 
folgenden  Systenies  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n  Un- 
bekannten X.  Y,      .  .  ,  W:  ' 

aoX  +  ^'o  1'  +  Co>^  f      •  +  =  Äo, 


36) 


\ a„  ,  X  -f  h„ _ ,  r  -f  ^„ _ ,  z 4-  •  •  +   - ,  w=K^y 

Man  multiplicire  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  Aq^  die  zweite  mit 
Alt  die  dritte  mit  Af  ü.  s.  w.;  die  Suinme  aller  Prodacte  ist  dann 

•    -hiA.h,  +  Ajj,  ^  "         An-.ib„^,)Y  . 

4-  (^oCo  -\-  AiCi   +  •  •  •  •  4-  Au^lVn^l)  Z 

+  

=    Jo*»  +  -^1*4  +  •        •  4-  An^ihn-Li, 

Der  Coeilicient  von  X  ist  die  Determinante  Qn',  die  Coefficienten 
von  Y,  Z,  .  .  .  W  sind  zufolge  der  obenerwähnten  Relationen  gleich 
Knll,  mithin  enthält  die  GleichiuiLi  nur  die  eine  Unbekannte  X.  Auf 
der  rechten  Seite  steht  gleichfalls  eine  Determinante ,  welche  sich 
von  Qn  dadurch  unterscheidet,  dass  h  an  def  Stelle  von  k  steht* 
I^ach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  aiob        "  v 

(i  öo  frj  •  •  •  A»— i) 

Zur  Bestimmung  von  Y  dient  dasselbe  Verfahren,  wobei  man  erst" 
unter  der  Vorm  Boh^  -\-  B\hi  4  etc.  darstellt,  di<'  (tleiehungen  36) 
mit  j&o»  -^it        niultiplicirt  und  die  Producte  addirtj  man  erhält 

Auf  gleiche  Weiae  findet  sich  . 
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£  (±  <hh     .  . .  K-\) 

u.  8.  w.  bis  zuletzt 

2#  (+  Oo l>i    .  . .  i7»  ihp^i) 
Skch  diesen  Torbereitnn|reii  betrachten  wir  das  n-fache  Integral 

38)  '     S=  J  J^,.,  F(t,8y...ih»)  did8,..dffdx, 

dessen  Inteyratioiieii  in  der  Keihenfol^^'"e  x,  y,  .  .  .  s,  t  zu  vollziehen 
sind,  und  besciiäftig-en  uns  mit  der  Aiilgahe,  an  die  Stelle  der  bis- 
lierigen  Variabelen  n  neue  Yeränderlieite  ,  .  .  0,  r  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

39)  jr  =/o (J, Ii, . . . r),    y  =/i  (f ,  ^i, . . . r),  (|,i?,...t),... 

ii, . . .  t) 

verbunden  sind.    Nennen  wir  0(r,  .  ,  .      |)  die  neue  Function  von 
1/,  .  .  .  r,  in  welche        .  .  .  y,  a;)  nach  Substitution  der  gegebe- 
Uen  Werthe  übergeht,  und  setzen  wir  ferner 

dt  da  .  ,  ,  d$  dx  ==z  U  di  dö  .  .  ^  dii  <2|, 
BO  erhalten  wir 

im  Wesentlichen  kommt  also  .das  Problem  auf  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  Sl  snrdek. 

Da  sich  die  erste  der  früheren  Integrationen  auf  x  bezieht,  so 
sind  zunächst  Z,  .  .  .  t  als  ('onstaiiteu  anziiKchen.  und  die  ii  Glei- 
chungen ä9)  enthalten  demnach  die  //  -|-  1  N'ariabelen  .r.  |,  ...r; 
die  Differentiation  giebt  dalier,  .wenn  die  partiellen  i>iiierential<^uu- 

tienten  j-^,  — ,  etc.  kurz  mit         Dj^/,  etc.  bezeichnet  werden, 

dx  =  Dj/e  .  di  -h  l>^e  •      +  +  2>t/o  •  «'i? 

0      D|/,  .  di,  +  2),/i  .  <f  ijf  -f  +  Dr/i  .  ÄT, 

0  -f  D^f,  .  rfj  -h  A;/j*.  d^i  +  +  DrA  .  dt, 

;  0  =  Difn-i  .  rfi  -f  2>,/i»-i  .  dl?  +  +  JDf/«-!  .  dt. 

Um  mittelst  dieker  n  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen 
ds  und  dl  zu  finden,  benutzen  wir  die  durch  Formel  37)  gegebene 
Auflösung  der  Gleichungen  36),  indem  wir  als  Unbekannte  ansehen 

X  =       Y  =  dyj  etc.  und  A'o  =  dsc,  ki  —  A^^  .  .  .  =  0  nehmen. 
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Wegen  der  leteieren  besondereii  Weithe 'ist  S  (i^lh^^i  •  •  •  K-i) 
=  ho£(-^  Ö1C2  .  . .  An— iX  mithin 

und  umgekehrt 

Denken  wir  uns  diesen  Werth  eingesetzt  upd  in  dem  einen 
vielfachen  Integrale  die  Integration  nach  o;,  im  anderen,  die  auf  | 

bezügliche  Integration  ausgeführt,  so  sind  zusammen  nodi  die  Va- 

riabülen  y,  z,  .  .  .  f  und  ly,  ^,  .  .  .  r  vorhandwi,  untel-  denen  al>er,'  ^ 
wegen  der  jct/t  l'olfircndcn  auf  y  bezüglichen  Integration  ,  r,  .  .  .  / 
als  Constanten  gelteiu    Diffi^renzircn  wir  nun  die  n  —  1  Glncliun- 
iren  y  z  •=       .  .  .  i    —  /„  ^  1  in  He/iehung  auf  <lie  in  Frage 

kommenden  Vai'iabeien,  so  haben  wii*  die  w  —  1  Gleichungen 

=  i>,/i .  Ali  +  Dt/, .  d^:  +  —  4-  A/i  * 

•  •  

aus  diesen  ergiebt  sich  durch  ähnliche  ^hlüsse  wie  vorhin 

Nunmehr  sind  noch  die  Variabelen  jr»  {,  ^  .  .  .  t  vorhandeUf 
in  Beziehung  auf  welche  die  Gleichungen  jer  ^ 
differenzirt  werden  müssen;  die  Entwickelung  yon'djr  liefert 

2;  (+  D.,/,  jD»y,-i) 

Auf  diese  Weise  fortgehend  erhalt  man  ab  Vorletzte  Gleiphung 

.■_-S(±-P../-»-.P»/.-0,;a    •  . 
Z(±Ur/.-.)  • 

worin  ^(4^  Dr/«-i)  =  ^r/n-i  ist,  und  als  letzte  Gleichung,  wo 
uur  f  =/«— 1  zu  differenziren  bleibt,  '  '    •  • 

rf/  =  Dr/n-i  .  dt. 
Multiplicirt  man  die  für  dx^  dy^  .  .  .  dt  gefundenen  Wei  the 
und  beachtet,  dass  der  Nenner  jedes  solchen  Wertiies  gleich  dem 
Ztthler  des  folgenden  Werthes  ist;  so  ergiebt  sich 

dtds  ,  ,  * ,  dydx 
55=  D{/o  .  A/i  .  .  .  J)ifn-i)dxdö  .  .  .  diidi^ 
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EndHcb  wollen  wir  /«,  /i»  *  •  •  /».i  gani  vermeiden,  indem  wir 
4afär  wieder  o^^«  .  .  .J-aehreibeii;  es  ist  dann 

oder  Äusführliciher  dargestellt  \ 


41) 


i2  r= 


84' 


9« 


Der  Factor  Ä  ist  demnach  die  Determinante  aus  den  »?*  par- 
tiellen DiticientialquotientfMi   von  a;,  3/,  £r,  etc.,  genommen  nach 
I,  »/,  ^  etc.;  man  pflegt  sie  die  Functionaldeterminante  d«9 
gegebenen  Gleichungensystenies  (39)  zu  nennen.  ' 
'    Bei. zwei  Variabeleu  wird 


und  bei  dreien 


^  aa;    ay       di/  "dx 

^"".äl  *       ä|  *  ä^' 


 dx^dy  dz     cz  dy\     dy/cs  dx  f  vz\ 

wie  schon  in  Tbl.  I.  bewiesen  worden  ist  *). 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  geben,  setzen  wir  zunäcbBt 
zwei  Yariabele  x,  y  voraus ,  welche  mit  si^ei  neuen  Variabelen  u 
und  V  durch  die  beiden  Gleiphungen 


.  y 

^  —  Ä* 


1  —-4-   1 

e,2  T-      _  Ät  — 


*)  Die  Triuisformation  eines  Doppelintegvales  hat  Eni  er  geieigt  in  den 
.Vur.  ComiiMiif.  Petropol.  XIV  (1759),  I,  pag.  72;  für  das  dreifache  Integral 
gab  Lagraiige  die  Bestimmung  von  i2  in  den  AUm.  (h  VAcad^ntit  (h  liKrliny 
1773,  p.  1'25.  Die  Tlieurie  der  1  )t'terminanteu  und  deren  Anwendung  auf 
die  1  rauäformatiou  vielfaclier  Integrale  ist  von  Jacobi  begründet  wurdeu; 
:i.  Crelle's  Journal,  Bd.  lU,  S.  253;  IV,  321j  X,  101;  XII,  1;  XXII, 
985  «.  319. 
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43) 


Die  vielfachen  Integrale. 


UfX 

T'     *  =   h 

yerbunden  sein  mögen.    Betradliten  wir  fffr  don  Apgenbliek  «  and 

als  Constanten  und  nehmen  u  ^  h  >  r,  so  repräsentirt  die 
erste  der  Gleichinigea  42)  eine  Ellippe  ihit  den  Halbachsen  u  und 

V  ?<"  —  h'^,  die  zweite  eine  Hyperbel  mit  den  llalbaelisen  r,  — 
beide  Curven  haben  diese  lbe  lineare  Kxcentricität  Ii  —  OF  (Fig.  59), 
mithin  gemeinschaftliche  Brennptuikte.    Einem  mit  dem  Miiymal- 
Fig.  59.  ^  .      werthp'  «  —  h  anfangenden 

'  und  Gontinnirlich  wacheenden 
u  enteprichi  eine  Schaar  oon- 
focaler  fiUipeen,  deren  Ideinete 
eine  Gerade  Ton  der  Länge 
2A,  und.  dpveh  grtate  ein. 
.  mit  dem  •Badine  t»  =  od  .Ij^ 
.  eehriebener  Kreie  iat  .Einem 
von  V  ■=  h  bis  v  ,ss=  0  abr 
nelimenden  v  entspricht  eine 
Schaar  conlucaler  llyperl>elu, 
deren  eryto  mit  der  a;- Achse, 
und  deren  letzte  mit  der 
y- Achse  zusammenfällt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  jeder  durch 
die  reclitwinkeligen  Goordinaten  jg  und  y  bestimmte  Punkt  P  auch 
als  Durchschnitt  einer  Ellipse  ÜF  und  ^er  Hyperbel  VP  ange- 
sehen  werden  darf,  wobei  OV  —  OF=?=f>  ist.  Nachdem-  hier* 
mit  die  geometrische  Bedeutung  der  neuen  Variabelen  u  und  t;, 
welche  elliptische  Coördinaten  in  der  Ubene  beiseen,  fei^' 
gestellt  ist,  bat  es,  keine^  Schwierigl^eit,  die'  Girösse 

du   dv      du    dv  ' 
mittelst  der  Formeln  43)  zu  berechnen ;  mau  erhält  schliesslich  , 

44)  fj'F{x,y)(lxdy 

Beispielsweise  sei  das  Jutegral  linker  Hand  luigendes  ^  . 

dxdy 


ffv 
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darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven 
Werfhe  von  x  ipid  ?/  beziehen ,  für  w.lehe  das  im  Nenner  stehende 
Radical  reell  bleibt,  d.i..  geometrisch,  der  Spielraüm  des  Punktes 
sei  die  Fläche  eines  aus  den  Halbachsen  0-4.  =  «  und  OB  =  h 

construirten  Kllipsenquadranten.    Nimmt  ma^  h  =  Va*  &»  oder 

5»  =  n2  —  /,2,  so  gehört  diese  EUipse  zu  den  vorhin  erw&hnten 
confocalen  EUipsen,  und  daim  muss  u  von  ^  bis  a  wachsen,  v  von 
fi  bis  0  abnehmen;  die  Formel  44)  giebt  Jetst 


0 

a  * 


Ii  %  VCa^«        (a«  - 1»*)  (•*>  -  Ä«)  (Ä«    t;8) ' 

Der  Wertli  des  linker  Hand  stehenden  Integrales  findet  sich 
mittelst    der  Substitutionen  a?  =  a^C0fi6,  y  =:  und  ist 

=  \  %ah\  man  hat  demnach 

—  tt«) (a«  —  i;»)     —  Ä«)  (Ä* — t;»)  ~  2"* 

wo  nun  a  und  Ä  <  a  beliebige  reelle  GrOssen  bedeuten.    Setzt  man 
noch  a  =  1 ,  /i  =  einem  eckten  Bruch  %^  ferner  Vi  —  = 
und  fiubstituirt 

BO  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


a  A 


ö  ^        V(l  —  je« 9) (1  —  x'a ^2 ^       ^  *"*2"' 

und  ans  dieser  folgt  durch  Integration  der  einzelnen  Tkeile 

EK*  +  E'K  —  KK'  =  \7C, 

wobei  die  abgekürzte  Bezeichnung  für  die  vollständigen  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  angewendet  ist 


♦)  Die  obige  Kigciischal't  von  77,  /v",  ¥J ,  K'  findet  sich  zuerst  bei  Le- 
ge ndre  im  Tniitil  des  Juncdous  tiUptiqtits^  X.  I|  p.  61.    Mau  kauu  sie  leicht 
So hlö milch,  Ajudysis.  LL  g2 
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« 

Als  storeometrisch^  Gegenstück  znm  Vorigen  mögen  noch  die 
elliptischen  Goordinaten  im  Räume  hetrachte^  werden.  Fin- 
den nämlich  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,     »  und 

den  neuen  Variabclen      t;,  w  die  folgenden  drei  Gleichungen  statt 


46) 


+ 

+ 

0 

+ 

x'^ 

==  1, 
=  1, 
=  1, 


80  ist  der  Punkt  xye  der  Durchschnitt  von  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung.    Unter  den  Yoraussetzungen 

ist  die  erste  Fläche  ein  Ellipsoid,  die  zweite  ein  einfaches  Hyper- 
holoid,  welches  sich  in  der  Kichtung  der  z  erstreckt,  die  dritte  ein 
•getheiltes  IJyper])oloid,  das  in  der  Richtung  der  X  unendlich  fort- 
geht; alle  drei  Flächen  hahen  dieselben  linearen  Excentricitäten 
—  ft'  und  sind  demnach  confocal.  Lässt  liian  u  von  sei- 
nem Hinimalwerthe  h  an  wachsen,  so  entsteht  eine  Schaar  von  EIQip- 
soiden,  deren  erstes  ein  elliptisch  begrenzter  Theil  der- a;^- Ebene 
und  deren  letztes  eine  unendlich  grosse  Kugel  ist.  Einem  von  h 
bis  h  abnehmenden  v  entspricht  ferner  eine  Schaar  einfacher  Hyper- 
boloide; das  erste  derselben  fällt  mit  der  .r?/-EbeiH;,  das  letzte  mit 
der  iC^-Ebene  zusaiumon.  Lässt  man  eiullich  w  von  h  bis  0  abneh- 
men, so  entsteht  eine  Schaar  getheilter  Hyperboloide ,  deren  erstes 
in  die  aJjP-Ebene  und  deren  letztes  in  die  i/^- Ebene  fallt. 

Aus  den  Gleichungen  zwischen         »  und  u,  v,  w  erhält  man 

uvw 


46)  »  = 

y 


wobei  zur  Abkürzung  sein  möge : 


dsdurcll  ▼erificiren,  dass  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  x  difteienzirt  und 

hierbei  die  aaf  S.  295  und  296  angegebenen  Formeln  für  4^,  ^  nebst 

ax  ax 

der  Gleichiuig  «dx  =  —  x'4x'  benatst 
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V««- 

—       =r  ttj, 

=  Vi, 

—  i;2  =  t;^, 

=  Wl, 

 lO*  =  102. 

47) 


Durch  Bereclniinig  der  Functionaldeterminante  gelangt  man  nun 
zu  folgender  Transformation 

48)  .  J  J  J  ^  '(•^'2/,'^)  dxdydz 


/// 


Als  Boispicl  diene  der  einfache  Fall  F{x,  g)  =  1,  wobei  die 
Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 

»<(j)'+(iy^a)"<' 

genügenden  x,  y,  8  ausgedehnt  werden  sollen;  das  Integral  linker 
Hand  bedeutet  dann  das  Volumen  von  dem  Octanten  eines  aus  den 

Halbachsen     &,  c  conetruirten  Ellipsoides,  besitzt  also  den  Werth 

l  7t  ü  be.    Nimmt  man  rechter  Haud  h  —  Va*' —  h^,  k  =  Va^  — 
oder 

h  =  Va2  —  h^,        '  e  =  Va*  —  ä» 

so  gehört  dieses  Ellipsoid  zu  der  Torbin  erwähnten  Schaar  confo. 
oaler  Ellipsoide,  und  es  ist  dann  u  yon  X;  bis  a,  v  von  h  bis  h,  w 
▼on  h  bis  0  auszudehnen;  dies  giebt  folgende  Formel 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  Grenzfall  des  soeben  erörterten 
Goordinatensystems,  d.  h.  derjenige  Fall,  bei  welchem  die  Ellipsoide 
in  Kugeln,  und  die  Hyperboloide  in  ihre  Asymptotenkegel  über- 
gehen» Setzt  man  nftmlich  tr  =-=  r,  t;  s=  «ä,  w  =  €«,  «Ä  für  ä  so- 
wie eib  für  X;  und  läset  sofaliesslicb  «  zu  Null  werden,  so  verwandeln 
sieh  die  Gleichungen  45)  in  folgende 

'  a;2         ^2  _j_  ^2  =  y2 


a     K  n 

ffj 


49} 


-r  ^,  _  ^2  ^  — 

ZL  4-      ^  U  ■ —  =  0, 

<j      A»  ~  <a  —  *»  * 

32* 
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und  nun  ist  der  Pniikt  xijz  der  Bnrclisclmitt  oiner  Kiigol  mit  zwei 

elliptischen  Kegeln,  wobei  analog  dem  Früheren 

r  >  0,  h  >  s  >  h  h>  i 

sein  rnuss.   Statt  der  Formeln  46)  erhält  man 

_  r  V(s8  —  7<«)  (feg  —  V-)  _  rV(A;«-~g«)(]fc»  —  <8) 

nnd  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  so  geht  die  Gleichung  48)  in  nachstehende  über 

52)  J S S 


=/// 


^1  ^2  ^1  's 


Diese  Transformation  läßst  sich  noch  in  einer  anderen  Form 
darstellen.    Substituirt  man  nämlich 


80  sind  die  Warthe  von  z 

53)   ic  =  rVl  —  k^sin^ip  ,  sinxlf,     y  =  r cos fp coap^ 
und  ans  .Nro.  52)  wird 

Im  FaQe  A  =  1,  =  0,  =  |«  —  ;t  geht  dieses  System 
der  elliptischen  Kugelcoordinaten  in  das  System  der  gewöhn- 
lichen Polarcoordinaien  im  Baume  über*). 


*)  Die  elliptischen  Coordinaten  sind  hauptsächlich  von  Lame  eingefühlt 
und  zux  Lüsuug  von  Aufgaben  aus  der  Wärmetheorie  benutzt  worden; 
8.  Liourille's  Journal  Bd.  II,  ä.  X-kl  {Memoire  sur  Us  surjäces  isothermes)^ 
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m.  Redttoüon  v;}elfi£oher  Integrale  auf  Producte  aus 

einfaclien  Integralen. 

Wenn  bei  einem  mehrfachen  Integrale 


die  Function /(ai^?/,^, .. .)  in  ein  Product  von  Functioneu  der  eiuzel- 
nen  Yariabelen  zerlegt  werden  kann,  etwa 

und  wenn  gleichzeitig  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
Bind,  so  reducirt  sich  das  mehr&cfae  Integral  von  selbst  auf  ein 
Product  einfacher  Integrale,  nämlich 

*l    Vi  fl 

/  /  j  .  *  9{x)'4>{y)x{e)  ,  .dxdydst . ,  . 
'    *o  yo 

und  damit  ist  die  Hanptschwierigkeit  überwunden ,  weil  es  Mittel 
genug  zur  numerischen  Berechnung  einfacher  Integrale  giebt.  Frei- 
lich wird  eine  derartige  Sonderung  der  Variabelen  meistens  nicht 
direct  ausfährbar  sein,  wohl  aber  glückt  es  in  vielen  Fällen,  durch 
Zusats  eines  passenden  Factors,'  der  selber  ein  Integral  ist,  sie  aus- 
fährbar zu  machen.  Die'hierzu  verwendbaren  Mittel  wird  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen. 

pas  zu  reducirende  Integral  sei 


00 


= ///• 


cos  [k  {x  '  +  //2  -f     -I  )]  dx.  dif  dz  .  . 


Bei  der  Unmöglichkeit,  den  Cosinus  auf  die  vorhin  erwälmto 
Art  in  Factorcn  zu  zerlegen,  ist  es  schon  ein  Vorthcll,  wenn  man 
statt  des  gegebenen  Integrales  das  folgende  betrachtet 


Bd.  TV,  S.  100  (Sur  tcquilibre  den  temperoinres  etc,)  und  die  beiden  Werke; 
Lc^ons  nur  les  fonctions  inverses  de*  transcendantes  et  les  surfaces  isothermeSf 
PUri»,  18Ö7,  und  Le^on»  sur  les  eoordonnie*  cänfätgaes  ef  kitrs  dwene»  tj^^pUeO' 
tum»,  Paris  1859. 
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von  welchem  der  reelle  Best  and  tlieil  ist  ,  denn  hier  kann  bereit» 
die  Exponentialgröpse  in  Factoren  aufgelöst  werden.  Um  ferner 
den  unbequemen  Neuner  wegzuschaffen,  erinnern  wir  au  die  auf 
S.  271  bewiesene  Formel 


•  •  •  • 


oder 

und  bennissen  dieselbe  fär  &  =  {ax —  a)>  +      *^  ßY  + 
Setzen  wir  flberbaupt  zur  Abkfirsning 

Ä  =  ajJ  -I-  t/2  -|-  .e«  4-  . .  . . , 

80  können  wir  R  unter  folgender  Form  darstellen  - 

«CD  OO 

Ä  =  . .  ^^»dxdy  . .  .  y=e-%"^  J  1=6**^"* du, 

—00  —  00  •'^^  0  ' 

YerBparen  wir  die  auf  tt  bezügliche  Integration  bis  zuletzt, 
so  ist 

^      00  00  OB 

56)      B  ^  l^e-y**^  f^  ff.  .         •''•)dfa!(ly  . * 

0   0»  —09 

In  dem  vielfachen  Integrale  nach  ic,  ^,  etc.  kann  nun  die  Son- 
derung der  Yariabelen  ausgeführt  Werden.  Zufolge  der  Werthe 
von  s  and     bat  man  nämlich 

+  (a^u  -f-  A)  o;»  —  2  aaux  . 

.  +  -  • 

mitbin  zerfallt  das  Integral 


00  09 


•  e 

9 

in  das  Plrodact  aus  folgenden  Factoren 


—OD  — 00 
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OD 
—  OD 


l)ie  Wertlic  der  eiulachen  Lite^^nalc  nach  .r,  etc.  findet  man 
mittelst  der  Formel  54)  auf  8.  271}  vereiuigt  man  hierauf  alle 
Factoren,  setzt  zur  Abkürzung 

und  bezeichnet  mit  n  die  Anzahl  der  Yariabelen  Xr  tft  ^BO  ge- 

langt man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  das  nach  x,  y,  etc.  genommene 
Integral  gleich  ist 

Vi?  cV«  + 
Hieraus  folgt  nach  Kro,  56) 

0» 

.   jB  =  V^*eV4'(»-^M   — =;  

/  V«(a«u  +  A)(b«t*  +  A)... 

Durch  Einführung  einer  neuen  Yariabelen  t  mittelst  der  Sub« 
stitution 

X 

erhält  man  noch,  wenn  nur  Abkürzung 

a*  r' 

57)  T  =  —  1  1  (-  •  •  • 

gesetzt  wird, 

58)  i«  =  .V,«.-«.y  ^.^^  . 

Schliesslich  kann  man  in  Nro.  55)  und  58)  die  reellen  und  die 

imaginären  Theile  vergleichen;  die  Resultate  sind  dann 
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59)       /  /. . .  <^[^(^  +  y'  +  '-)]i?*<gy 


60) 


V((m;  —  «)=• -h  (6y  — /3)2  -f  ... 

OD        OB  ^ 


—  J^f^"'-''^  sin  \  \  (n  ~  Dtt  l  ?.T]dt 


^       V(a«  +  0(^^  +  0(c2  +  0...  . 

Ans  dieBem  BeiBpiele  dürfte  hinreicliend  ersiohtlioh  sein,  wie 
sich  das  an&ngs  erwähnte  Prinoip  auf  vielfache  Integrale  anwenden 
lässtf  wenn  die  gegebenen  Integrationsgrensen  absolate  Gonstant^ 
sind.  Bei  den  ineisten  Integralen,  die  inr  Lfisung  mechanischer, 
physikalischer  nnd  anderer  Probleme  gebraucht  werden,  ist  aber 
diese  Bedingung  nicht  erfiöJlt,  vielmehr  bestimmen  sich  die  Bitegra- 
tionsgrenzen  gewöhnlich  durch  Ungleichungen  vrie  0  <^  x  -\-  y 
+  •  •  •  <C  1  oder  0  <^  ic'  -f-  H~  *  *  *  <C  1  dgl.  In  solchen 
Fällen  muss  man  zunächst  dem  vielfachen  Integrale  absolut  con- 
stante  Grenzen  verschaffen  entweder  durch  Substitution  neuer  Va- 
riabclen  oder  auf  einem  anderen  Wege,  den  wir^  sogleich  zeigen 
wollen. 

In  dem  vielfachen  Integrale 

U  =  J'J^,,f{x,y,e,,,)dxdyde.. 

% 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  x^  y,  0^  ,  , ,  berie- 
hen, weldie  der  Bedingung 

61)     .  0  <  (fix,!/,^,...)  <  1 

genügen,  nnd  es  seien  mittelst  letzterer  die  Integrationsgrenzen 
und  Xi  für  x,  yo  und  yi  für  y  etc.  bestimmt  worden.    Zufolge  der 
Bununatorisohen  Bedeutung  jedes  Integrales  kann  man  jetzt 

U=z  J J^' .  .f{x,y,,,.)dxdy  ,  . , 

Xq  {To 

als  Theil  eines  anderen  und  ähnlichen  Integrales 

Ai  Ii 

F  =     J^, . . dxdy  ,  ,  . 
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ansehen,  dessen  Int^grationednteryaUt  weiter  sind  ab  die  ent- 
sprechenden Intervalle  ia  iL.h, 

■    -3^0  <      <      <  Xi,         <      <  2/i  <  Ti,  u.  s.  w., 

denn  iu  der  Tliat  enthält  V  dieselben  Elemente  wie  U  und  ausser- 
dem unendlich  viele  andere  Elemente,  welche  der  Bedingung  61) 
nicht  genügen.  Könnte  man  diese  überschüssigen  Elemente  aus  V 
wegschaffen,  so  würde  sich  F  in  ü  yerwandeln.  Zu  ein«  solchen 
Elimination  «ignet  sich  nnn  das  Integral 


CO 


62)  ^  =    I  — t: — 

dessen  Werth  nach  den  Formeln  25)  und  26)  auf  S.190  und  191  ist 

f  =  1,        für  0  <  s  <  1, 

«  =  0,        fiir         s  >  1. 
Setzt  man  nämlioh  s  =  ^(a;,y,4r,...)  und  betrachtet  das  neue  In- 
tegral 

w=  . 


'II-" 


als  Summe  seiner  Elemente,  so  werden  alle  Elemente,  welehe  der  Be- 
dingung 61)  nicht  genügen,  durch  das  Verschwinden  von  s  ausge- 
schieden ,  und  die  übrig  bleibenden  Elemente  von  W  sind ,  wegen 

6  =  1,  dieselben  wie  die  entsprechenden  Elemente  in  U,  d.  h.  es 
ist  W  =  XJ.  Mit  anderen  Worten,  statt  des  Integrales  JJ ,  welches 
an  die  Bedingung  61)  gebunden  ist,  kann  man  das  neue  Integral 

OD 

nJ  J-J  — ^  /(^jf...)«J*tfy..d» 

0 

setzen  und  darin  die  auf  de, y, ...  bezüglichen  Integrationsgrenzen 
beliebig  erweitem,  etwa  von  0  bis  1  oder  von  0  bis  oo  u.  dgL 

Dieselbe  Bemerkung  paÜBst  avüh  auf  das  allgemeinere  Integral 

dessen  Integratiousgrenzen  durch  die  Bedingung 

h  <  9>(a^,2/,  .  •  •)<  ^1 
bestimmt  sein  mögen.    Unter  der  Voraussetzung  positiTer  A«,  Xi 
und  für 

ist  nämlich,  der  Werth  des  Boppelintegiales 
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cosBado  jf*F(6)eosa6d6 

=  F(s)  oder  =  0,  jenachdem  8  zwischen  Aq  und  liegt  oder  nicht; 
man  hat  also 

und  zugleich  darf  man  die  Integrataonsgrenzen  für«,  etc. beliebig 
ausdehnen,  weil  das  als  Factor  zugesetzte  Doppelintegral  alle  der 
Integrationsbedingung  <C  8  <C  nicht  genügende  Elemente  aus- 
scheidet.   Ein  Beispiel  mag  diese  Methode  erläutern. 

lu  dem  dreifachen  Integrale 


mögen  sieh  die  Integrationen  auf  alle ^positiven  und  negativen,  der 
Bedingung 

«2  ^2 

°<5i  +  f^  +  c-^<» 

genügenden  Werthe  von  x,  e  beziehen;  wir  setzen  zunfichst,  um 
Brikche  zu  vermeiden,       by,  cg  fHac  x,y,e  und  haben  dann 

^X^H-yM-l-)  dx  dy  de 


ß  —    r  f  r 


+X6y-/3)»+(cir-y)t 
0  <     +     +  4r»  <  1.     '  ^ 

wobei  wir  die  Abkürzungen 

S  =      +  y«  +  jf«, 

benutzen  wollen.  Xach  den  vorhin  angestellten  Erörterungen  kön- 
nen wir  iS  durch  das  folgende  fünffache  Integral 

8  =  ^f ff feoss^  (J« f F(ff)cot0,9d9 

0  0 

ersetzen  und  hierin  die  auf  sß,  y,  z  bezüglichen  Integrationen  zwi- 
schen beliebig  erweiterten  Grenzen  also  auch  zwischen  den  Grenzen 
—  00  und  -|-  00  Yomehmen;  dies  giebt,  wenn  gleichzeitig  die  Bei- 
henfolge  der  Integrationen  gefindert  wird, 
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OC  1  0»         00  X 

0  0  — oa  — OD  — 00*  t 

Das  dreifache  Integral  nach  x^y^JS  findet  sich  ausNro. 59)  fürn=  3, 
A  =  w,  mithin  iat 

worin  T  den  Werth  hat 

a«.  +  e     ^2  -f  r"^  c2  +  j;  ' 

Vergleicht  man  die  erste  und  letste  Form  Ton  so  hat  man  'bei 
etwas  anderer  Beihenfolge  der  lotegrationen 

dydg 


U)     f  f  [Fit  +  ^  +  ^  -^^i 


00  .  OB 


=  -  2  «6«  f-j-  ^  f^Ja^ia  f mß)eo»aOde. 

Hieran  knüpft  sich  ein  weiteres  Resnliat.  Dnreh  Differentia- 
tion in  Beziehung  auf  a ,  welches  r^hter  Hand  nur  in'  T  vorkommt, 
entsteht  nämlich  die  neue  Gleichung 

65)   r  /"  +  t  + 

'  J,J  J     W  «V  y[;(o_a,)«+((}_j,)>  +  6-— #)*]» 

OD  '  <»  1 

=4a6ca  / .,,         .         .  f  cosTotdo  f  F(0)cose>edl\ 

i  V(«'+<)'(6'+0(e'+0$'  / 

und  mau  übersieht  auf  der  Stelle ,  dass  der  Werth  des  Doppelinte- 
gral^s 

go  1 

Cr  =  J €08 T&da  f F(fl)eosiaddd 
p  0 

mittelst  des  Fourier 'sehen  Satzes  gefiinden  werden  kann  und  awav 
=  \7tF{T)  oder  Null  ist,  jenachdem  Tweniger  oder  mehr  als  die 
Einheit  beträgt  Um  dies  benrtheilen  za  können,  nntersoheiden 
wir  die  beiden  Fälle 


a«  ^      ^  c»  ^ 


und 
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Im  ersten  Falle  ist  wegen  des  immer  positiven  t 

««  y« 


d.  h.  T  <  1  mithin  U  =  ^äJ^CI^  »nd  nach  Nro.  65) 

(a  —  a?)  äxdyde 


00 


'  ^      P  F{T)  dt 

Im  zweiten  Falle  ist  anfangs,  d.  h.  für  <  =:  t>  nnd  Überhaupt  für 

hinreichend  kleine  t  immer  noch  T  ]>>  1.  Während  aber  t  das  In- 
tel-vall  0  bis  00  durchläuft ,  nimmt  T  fortwäliroud  ab  und  cou- 
vergirt  gegen  die  Null;  es  giebt  daher  eine  Stelle,  bis  zu  welcher 
TJ>  1  ist  und  über  welche  hinaus  T<C  1  wird  und  bleibt.  Diese 
Stelle  bestimmt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  T  =  1 ,  d.  h. 
der  cubischen  Gleichung 


welche,  dem  Gesagten  zufolge,  nur  eine  reelle  positive  Wurzel  haben 
kann.    Nennen  wir  letztere  T,  so  ist 

für«  <T,       2'>  1,       ir  =  0, 

Um  diese  verschiedenen  /  zu  sondern,  braucht  man  nur  das  auf  t 
bezügliche  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  65)  in  zwei  In- 
tegrale von  f  =  0  bis  t  =  X  und  von  t  —  t  bis  f  —  oo  zu  zerle- 
gen. Im  ersten  Integrale  ist  dann  t  <^  t  mithin  i/  =  0,  und  folg- 
lich verschwindet  das  Integral;  es  bleibt  nur 

67)     f  f  fF(-  +  '=!^+~)  i»-x)d*i9ä» 

CO 

Pen  Grenzfall 

a'       52  y2 
— -  4-  —  +  —  =  1 
a«  ^      ^  c« 


„  ^  ,  F(T)di 
=  2xaJ>c-'  '  ^  ' 
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.kann  man  zu  jedem  der  %eiden  HauptfiUIe  rechnen;  es  ist  ftmn 

r  =  0,  und  die  Formeln  66)  und  67)  werden  identisch. 

Achnliche  Resultate  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  G4) 
in  Beziehung  auf  ß  oder  y  diffcrenzirt ;  sie  sind  von  Worth  für  die 
Bereclinung  der  Anziehung,  welche  ein  mit  MaBse  erfülltes  Ellipsoid 
auf  einen  irgendwie  liegenden  materiellen  Punkt  ausübt 


*)  Die  Integratioii  mittebt  des  sogenannten  Biaeontinnitatsfaeton  « 
(Nr.  62)  ist  von  Lejeane-Dirichlefc  gezeigt  worden  in  den  Abhandlangen 

der  Berliner  Akademie  v.  J.  1839  (erschienen  1841),  S.  Gl;  dass  man  die 
Fourier'schen  Doppelintegralc  als  allgemeinere  Discontinuitätsfaotoren  ver- 
wenden kann,  dürfte  der  Ver£  zuerat  bemerkt  liaben  (Analytische  Studien, 
Bd.  II,  §.  23). 
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Die  Integration  der  linearen  Difterentialglieichungen 

zweiter  Ordnung. 


Vorläufige  Erörterungen. 

Bei  mechanischen  und  plfysikalischen  Problemen  wird  nicht 
selten  die  Integration  von  Differentialgleichungen  erforderlich,  welche 
unter  der  Form 

1)  (a-i  +  +  («.  -V  ^i^)  ^  +  (ao  +&o^)  y  =  0 

enilialteii  und  daher  als  lineare  Differentialgleichuiigeii  zweiter  Ord- 
nung zu  bezeichnen  sind.  Wie  diese  Integration  unter  allen  üm- 
stSnden  ansgefiihrt  werden  kann,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 

Um  gleich  diejenigen  Fälle  zn  erledigen,  bei  denen  man  mit 
den  gewöhnlichsten  Hälfsmitteln  ausreicht,  disöutiren  wir  vorerst 
die  naheliegende  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Differential- 
gleichung 1)  ein  particuläres  Integral  von  der  Form 

2)  y  =  c^' 

besitzt ,  wo  X  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.  Die 
Substitution  des  genannten  Ausdrucks  giebt  nun 

(0,  A«    ai  A  +  flo)  +  Ä    -I-  &i  A  +  &o)  «  =  0, 
was  für  jedes  9i  richtig  ist,  wenn  die  Gleichungen 

zusammen  bestehen.  Diese  Coexistenz  findet  erstens  statt,  sobald 
die  vorliegenden  Gleichungen  zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben; 
dann  würde  sich  aber  die  zweite  Gleichung  nur  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  k  von  der  ersten  unterscheiden,  d.  h. 

8«hlAmilcIi,  AuOjrito.  II.  88 


«) 
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sein,  und  statt  der  Differentialgleichung  1)  hätte  man  die  einfadiere 

deren  Yollstandiges  Integral  bekanntlich  ist 


 2^  »  ^=  2^  

Die  Gleichungea  3)  können  aber  auch  zusammen  bestehen,  wenn 
sie  nur  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzen  und  diese  fOr  ge- 
nommen wird.  Eine  solche  gemeinschafttiche  Wurzel  ist  Yorhanden, 
sobald  die  Coefficienten  o«,  Oj,  Og,  i^,  d|,  2i{2  deijenigen  Gleichung 
genügen,  welche  durch  Elimination  yon  A  aus  den  Gleichungen  3) 
entsteht,  nfimlich 

4)  {üo bi  —  (Ii  ho)  (ai  1-2  —  a, hi)  =  ((hh  —  «2  W; 

diese  ist  fj^leichzeitig  die  gesuchte  Bedingung,  unter  welcher  i/  =  e''* 
ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  1)  darstellt. 

Um  hieraus  das  allgemeine  Integral  abzuleiten,  setzen  wir 

5)  y  =  e**ir, 

wo  A  die  vorige  Be(l(  utung  h;it  und  £  eine  neue  abhangige  Variabele 
bezeichnet.    AVir  erhalten  jetzt 


((hi-hx)^,-\-  [2k  {a,  -f  h,x)  +  (ay  -f  h,  x)] 


=  0j 


+  [(a>A2-|-axA  +  ao).+  (ö»A«  +  t|A  +  l»tt)a;]ir 
hier  yerschwindet  der  Goefficient  von     und  wenn 

d£  _  ,       d^e  _  de' 

dx  ^  '  '  ^     dx^  ~  dx 
gesetzt  wird,  so  giebt  die  Trennung  der  Variabelen 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  tßsdi^ 
erfordert  aber  die  Unterscheidung  der  beiden  Fftlle  bj  ^  0  und 

Für  h;t  =  0  erhält  man  aus  No.  6) 

=  —  (2A  H-  «)  «  —  fisfl  +  0, 
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worin  X  und  fi  unmit^lbar  yentandliche  Abkürzungen  sind;  wei- 
ter ist 

daraus  findet  dch  a  und  nachher 


Wegen  2)^  =  0  ist  zufolge  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3) 


•und  die  Bedingungsgleichung  4)  lautet  einfacher 

{((oll  -—aibo)hi  +  «2^0  ~  0. 
Wenn  zweitens  b>  einen  von  Null  differireuden  Werth  besitzt, 
so  liefert  die  Gleichung  ü) 

W  =  -  .(2A  +  ^)y+''^'"~^.'"^t(a,  +  M+g 
und  schliesslich  .      '  .  . 

8)  y=  +  Ol  J e-^>'  +  ^^>''i(h  +  hxy'dx^ 


X  =  — ,  /t  = 


8 


6."  («>»> 

dabei  ißt  A  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  3). 

Wie  man  sieht,  kann  das  all  gemeine  Integral  der  Difterential- 
gleichung  1)  immer  entwickelt  werden,  wenn  die  Bedingung  4)  er- 
füllt ist;  im  Folgenden  setzen  wir  daher  voraus,  dass  die  Gleichung 
4)  nicht  stattfinde. 

TraBSfbrmationen  der  allg'emeineiL  Difl^ntlal- 

gleicliuiig. 

Bevor  wir  am  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  1) 
gehen,  wollen  wir  erst  zeigen,  wie  letztere  durch  Transformationen 
Yweinfaoht  und  auf  eine  gewisse  Normalform  zurückgefiüirt  werden 
kann.  Der  leiditeren  üebersicht  wegen  unterscheiden  wir  dreiHaupt- 
fälle,  ob  nämlich  bj==?>i  —  0,  oder  nur  6ä.=  0,  oder  ob  h,  ^  0  ist; 
dieser  UnterscheiduDg  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass  der 
Ausdruck.  ftaA*  +  hiX  +  ho  entweder  constant  oder  linear  oder 
hdchstens  quadratisch  sein  kann. 

S8* 
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A.    Erster  Hauptfall:  h.j  =  hi  ~  0,  mithin 

Sotst  man 

wo  X  Yorlänfig  noch  unbestimmt  bleiben  mag,  so  ergiebt  sich 
10)    a,j5  +  (2<i,i  +  o,)g  +  (a,A  +  ao  +  t»,it)ii±=0. 

Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  mau 

'  2a.2 
nimmt  und  mit  Oa,  welches  keinenfalls  Null  ist,  dividirt;  Mitt  erh&lt 
n&mlich  die  Form 


13) 


Hier  sind  wieder  zwei  verschiedene  Transformationen  möglich. 

Führt  man  nämlich  statt     eine  neue  unabhängige  Yariabek  | 
ein  mit  Hülfe  der  Gleichung 
13)  iß=zö  + 

so  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

^ +  [(«+/»«)«'+/»»•{]  i»  =  o  • 

und  für  .  ' 

^  ß  tß       .  ' 

wird  daraus 

Hätle  man  das  Integral  dieser  Differentialgleichung  gefunden, 

etwa 

16*)  •  ij=/(e. 

80  würde  ^  x  —  d  a  ^  ßx 

m  snbstituiren  sein;  das*  Intogral  von  Nro.  12)  wäre  dann 
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und  das  Integral  von  Nro.  9) 

worin  für     ß  xmd  A  die  angegebenen  Werthe  gelten. 

Setzt  ma^  in  Nro.  12)  allgemeiner 

16)  »ss-f.  4- 

BD  hat  man  durch  Differentiation  in  Besdehung  auf  die  neue  Yarisbele  £ 

und  umgekehrt 

dri   f*~*  dri 

dx        xw  rfj* 
nochmalige  Diiferentiation  der  vorhergehenden  Gleichung  giebt 

im 

d^fi      dri       .      ,N  j.«  0  .  t«- j  V^*/ 
^  =  (n- 1)         +  .  j-g 

{  '       ^  da?» 

Und  umgekehrt 

Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Werthes  von  X 
▼erwandelt  sich  die  Gleichung  12)  m  nachateheude  ^ 

Webe  Hnear  wird  fikr  n  s  f ,  nSmlich 

Set^t  man  weiter 
18)  ^1  =  ö^^?' 

80  erhalt  man  fOr  die  Unbekannte  t  die  Differentialgleichung 

und  wenn  hier   

Ii»  «  =  h    «  =  -1/11^ 

genommen  wird,  so  crgiebt  »ich 
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20)  +  e  +       +  = 

Diese  Differentialgleichung  steht  unter  der  1^'orm 

1  p  =  «  =  I' 

und  es  ist  dies  insofern  bemerken swertli,  als  sicli  nachher  zt  igen 
wird,  dns^;  die  (ileirhung  21)  als  Normalform  der  allgemeinen  Difl'e- 
rentialgleichunp'  1 )  gelten  kann. 

Kennen  wir  das  Integral  von  Nro.  20) 
20*)  t  = 

so  haben  vir  für  Nro.  17) 
17*)     '  ij  =  «'A«J^(|), 

und  erhalten  hieraus  das  Integral  von  12),  indem  wir,  gemäss  Nro. IG) 
BubBtitniren;  zur  Abkürzung  sei  hier 

,=-.V5,.=-vf. 

dann  wird  {  =  2  (/*  -|-  vxf^»,  und  das  Integral  von  Nro.  12)  ist 
12  *)  1^  ==  jp  [2        +  vx)ff], 

sowie  endlich  das  Integral  Ton  Nro.  9)  % 

9  *)  e^'+y^^+^'^y'F  [2  V(li  -f  vx)^l 

worin     ft,  v  durch  Oq*  Aii  (h  auszudrücken  sind. 

13.   Zweiter  Hauptfall:  b-i  =  0,  Z>i  ^  0,  also 

Mit  Hülfe  der  Substitution  , 

24)  ff  =  e^'7i, 

worin  A  vorliiufig  unbestimmt  bleibt,  gelangt  man  zu  der  neuen 
Differentialgleichung  -  ' 

+  [ajA«  +  a,A  +  flo  +  (biA+6J»]iy  =  0,  , 
welche  sich  yereinfacht,  wenn 
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gesetzt  wird ;  man  erhält  nämlich 
26) 


Statt  X  möge  eine  neue  unabhängige  Yariabele  {  mittelat  der 

Gleichung  ^  _ 

27)  -  a;  =  5  4-  £ 

eingeführt  werden.  Man  findet  zunächst 
und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke 

lg  +  ü+^^  («.+A«+ft«V{)vag  +  =0. 

Um  die  vorliegende  Gleichung  «u  vereinfachen,  nehmen  wir 

und  erhalten 

^IT»  +  ^  +  *'<if  ^  2ft  ^ 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskummt, 


29) 


p  = 


dl 


ßi  —  «0 


In  dem  speciellen  Falle  ==  0  ist  diese  Transformation  un- 
ausführbar, aber  auch  nicht  nöthig;  da  näraUch  ßi  nur  dann  ver- 
schwinden kann,  wenn  5i  =  0  ist,  so  hätte  man  es  mit  einer  Diffe- 
rentialgleichnng  der  ersten  Form  9)  zu  thup. 

Vorausgesetzt,  dass  man  das  Integral  der.  Differentialgleichung 
29)  in  der  Form 

29  *)  12  =  F  (ft 

dmtelleii  kann,  ist  nun  das  Integral  von  Nro.  26): 
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und  das  Integral  vou  Nro.  23) 

28»)  y^,x,r^fj±Mq, 

wobei  ffit  ßi  nnd  X  die  in  Nro.  25)  angegebenen  Werthe  besitzen. 

CS.  Dritter  Haupt ialJ:   Eh  verschwindet      nidit,  und  dahe  j 
sei  die  DifferentialgleicJiuug  vou  der  allgemeiuen  l  orm 

30)    (a2+M)^,  +  (a.  +  b.a;)gH-  («o  +  6o)i/=rO.  *'  . 
Wie  früher  benutzen  wir  ronächst  die  Sabetitution 

und  erhalten  far     die  DifTerentialgleichuug 

+  Pa,A4-at  +  (2l»,A4-6,)«]'^)  _ 

+  [«2^24- aiA  +  aoH-(i^jA2+6iA+öo)«]i?       i  ■ 
Für  A  Betsen  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 

32)  l^A«  4-       +      =  0, 
und  fähren  folgende  Abkürzungen  ein : 

33)  h  =^        «I       2a,A  -h  ai,  ^  =  26,>l  +  ftj, 
wir  haben  dann  einfacher 

34)  ia,  4-  (a,  4- ft^)  g  4^        =  0.  * 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  sind  davon  abhängig,  ob 
die  Gleichung  32)  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  besitzt 

a.  Im  ersten  Falle  hat  man  '  . 

35)  ^*.  =  MV,«_A.  ^.  =  0. 

und  daher  die  einfachere  Form 

36)  («.+A.),g  +  a.|l  +  «.,  =  o. 
worin  ßt  =  b2  von  Nuü  verschieden  ist.   Die  Substitution 

87)  ; — ^  + 

giebt  nun 
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^   1   r  d^-fj  drn 


und  daher  wird  die  Bifferentialgleichinig  37)  zur  folgenden 

Wir  setzen  weiter 
.38)^  »?  =  c'/.H, 

und  erhalten  für  £  die  neue  Differentialgleichung 

diese  wird  einfacher  durch  die  Annahme 

30)  •  a  =  _  J2L 

'  8«o 
und  stellt  sich  unter  folgende,  bereits  erwähnte  Form  / 


40) 


*   Aus  dem  Integral  der  vorigen  Gleichung,  welches  wieder 
40*)  t  =  F(|) 

heisseii  möge,  erhält  man  das  Integral  von  36)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen ,  

wobei  zur  Abkürzung 

,,v  4«o«8  4ao 

sein  möge ;  das  Integral  von  36)>  ist  dann 


36*)  rj  =  e^f'+^'^F  (2  l/ft  +  v«), 

mi^in  das  Integral  von  30) 

30 *)  y  =r  e^+yf^'F  (2  + 

Drückt  man  A,  t',  p  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung 
30)  aus,  so  gelten  folgende  Werthe: 

**-"4ör'  *-~  26,' 
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f*  =  - flj  . 

 W  ' 

Ot &2   ^2^i  1 

b.  Bi  dem  allgemeinen  F^Ue,  wo  die  quadratische  Gleichung 
32)  verschiedene  Wurzeln  besitat,  wird  die  Sache  am  einfachsten. 
Durch  Substitution  von 

42)  »  =  —  ^  -I-  xj 

erhält  uiau  näiulicL  aus  Nro.  34) 

^  ^  +  L  "IW^  +  IT  * J  ^  X 

und  da  hier  ßi  nicht  Null  ist,  so.  läest  siel?  die  Gleichung  mittels* 
der  Annahme 

vereinfachen.   Das  Resultat  ist  .von  der  Form 

ig  +  (i'  +  ä  +  i)J|  +  i"i  =  o.  ■ 

Nach  Nro.  42)  und  43 j  hat  man 

j.  _  g»  +  fta;  _  ßi  («2  4-  ftg) 
«  ~      A«      ~"        (A)»  ' 
-und  wenn  daher  das  Integral  von  JSio,  44)  mit . 

44*)  t?  =  J^(f) 

bezeichnet  wird,  so  ist  das  Integral  von  Kro.  34) 

"-^i  m'.  J' 

und  das  Integral  von  Nro.  30) 

80»)       y  =  ^}       ■  _  . 

wobei  A,  0(1  und  A  durch  die  Coe£&cienten  der  gegebenen  Gleichung 
auszudrücken  sind. 

Die  Nebeneinanderstellung  der  letzten  Formen  (21,  29,  40,  44), 
wozu  die  vorigen  Umwandlungen  fährten,  zeigt  augenblicklich  die 
Bichtigkeit  des  Satses:  Die  Differentialgleichung 


44) 
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{%  +  +  («1  +  ^i^)  ^  +  («0  +        y  =  0 

kann  durch  gehörige  Substitutionen  immer  auf  die  Nor- 
malform 

«J      '    l^  +  (l.  +  ä  +  l)ff +1-9  =  0 

gebracht  werden*.  Mit  dieser  haben  wir  uns  nur  noch  zu  beschäf- 
tigen, und  zwar  woUen  wir  zunächst  einige  Eigenschaften  von  ihr 
entwickeln,  welche  für  die  bachherigen  Integrationen  von  Wichtig- 
keit sind. 


Vorbereitung  der  Integration. 

Durch  Substitution  von 

46)  ^z=e-^ii; 

geht  die  Gleichung  45)  in  die  folgende  über 

und  daraus  wird  für  f  =  —  |i 

47)  Ii         +  (ä  +  K  +  iofJ  +  ««  =  0! 

dies  ißt,  wie  man  sieht,  dasselbe,  als  hätte  man  q  und  p  gegen  ein- 
ander vertauscht.  Bezeichnet  man  das  Integral  von  Nro.  45)  mit 
q>  =  J*  (pjg,  J),  so  muss  das  Integral  von  47)  mit  ^  =  |i) 
bezeichnet  werden  und  die  Gleichung  46)  giebt  dann 

JP*  (P.  fl,  {)  =  e-^Fiq,p,  {,)  =  c-€  F  (g,  j»,  —  {). 
oder  auch 

48)  F  (j),  2.  -  J)  =  « + 5  J?»        +  I). 
und  umgekehrt 

49)  F  ia,p,  -h  I)  =  e-^^F  ip,  g,  -  ß. 

r)ie  Formel  48)  zeigt,  dass  der  Fall  eines  negativen  |  auf  den 
Fall  eines  positiven  |  zurückgeführt  und  daher  £  immer  positiv  ge- 
nommen werden  kann;  aus  Kro.  49)  ersieht  man  den  Effect  der 
gegenseitigen  YertaiiBohung  von  p  und  q. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  45) 

so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  f*^^ 

r  5^  +  {  (8r  +1»  +  a  +  i)      +[r(r+i»+9-l)  +  (r+p)t]a=Oi 
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die  linke  Seite  wird  durch  |  t  heil  bar,  sobald  r  den  Werth 

r  =  1  — i>  —  g 

erhält;  es  bleibt 

*  5F  ^  H  +  ^' 

und  dies -ist  dasselbe,  als  wfire  in  Nro.  45)  1  —  q  für  p  und  zu- 
gleich 1  —  j)  für  (2  gesetzt  worden.  Man  hat  zufolge  dieserJBemer» 
kung  m  =  F  (1  —     1  —  jp,  f )  und  wegen  tp  =  f  »"ai 

50)  (J?,  ä,  I)  =  I  ^-'^-^-F  (1  -  c^,  1  -  jp.  i), 
oder  auch 

51)  J'C-P,-«.!)  =  i'^P+^F(l  +  ff,  1  +.|»,|); 

diese  Formel  zeigt,  wie  der  Fall  negatiTer  p  und  ff  auf  den  Fall 
positiver  p  vnd  q  zurückgeführt  werden  kann. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  eine  mehrmalige  DiHurentiation 
der  Gleichung  15)  wieder  eine  Gleichung  von  der.^elbeu  Form  giebt. 
Durch  ff»- malige  Differentiation  erhält  man  nämlich 

und  wenn 

gesetzt  wird,"  80  folgt  weiter 

^  dl?  +        +      +  «  +  +        ■^i')  ®  ^» 

und  dies  ist  das  Nämliche,  als  wenn  in  Nro.  45)  p  -\-  m  für  p  ge- 
setzt worden  wäre.  Man  hat  daher  ^  =  -F*  +  äft  I)  und. nach 
dem  Vorigen 

l)iii'eren/irt  man  aui'li  die  Gleicliuiig  47)  n-mal  in  Beziehung 
auf      so  gelaugt  man  ebenso  leicht  zu  der  Formel 

F  (q  +  n.p.^O  =  ^1^«  . 

oder 


e 

und  es  ist  daher 
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Bei  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  erhält  man 
F  (p,  a  +  f)  ausgedrückt  durch  (i?,  fl,  f),  F  (jp  -f  1 ,  |), 
Fip  ^  2,  q,  I)  u.  s.  w. 

Mit  Hülfe  der  vorigen  Relationen  lässt  sich  zeigen,  dass  die 
Fanction  F  (p,  q,  |)  immer  gefunden  werden  kaiin,  wenn  sie  für 
positive  echt  gebrochene  p  und  q  bekannt  ist.  Wir  betrachten 
nämlich  folgende  vier  Fälle. 

a.  Es  mögien  p  und  g  positive  unechte  Brüche  sein;  wir  eetsen 

dann 

•  jp  =  1»  -h  r,   q  =  n  +  8, 

wo  wt  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und  «  positive  echte  Brüche 
bezeichnen,  die  auch  Null  sein  können.  Nach  t'oriuel  52)  haben 
wir  jetzt,  indem  wir  die  mehrmalige  Differentiation  durch  D"'  an- 
deuten, 

F(m  +  r,  w  +  Ä-,^)      D-^F  (r,M-|-s,|); 
wänden  yrir  noch  rechter  Hand  die  Formel  53)  an,  so  wird 
54)  F(m+r,n+8,()  =  (-1)«D"»  [e-^D»  {e+^jP'Cn«;!))]. 

b.  Bei  gleichzeitig  negativen  p  und  g,  setzen  wir  ähnlich  wie 
vorhin 

p  =.-.  (m —  1  H-  r),    g  =  —  (»  —  1  -I-  s), 
und  erhalten  zunächst  an»  Nro.  51) 

F  (— m + 1 — r,  — »  + 1  — «,  0  =  J  F(« + s,  fw  +  r,  {); 

nach  Formel  54)  giebt  dies 

...    I  F(-m+l-r, -«+ l-s,|) 

€.  Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  sei  -  " 

i>  =  M  4-  r,    gr  ==  —  «  4-  s; 

indem  man  der  Iveihe  nach  die  Formeln  52)  und  51)  anwendet,  ge- 
langt man  zu  den  üleichungen 

F(m-f  r,  — n-j-s,Ö  =  i^"»    (r,  —  w  +  s,|) 

^  =D«»[ii-'-+--j?'(rt+i-«,i-nö]. 

56)    F(m  -f  r,  —  w  -f  s,  |)  =  D"»  [Jt+i-»--«  D«  i^^  (1  _    1  — J)]. 
(/.  Bei  negativen  jp  und  positiven  q  setzen  wir 
j»=:  —  w  +  r,    fl  =  »  +  fi, 
und  benutzen  der  Reihe  nach  die  Formeln  53)  und  51);  dies  giebt 

F (—  m  f  r, «  +   ^)  —  (—  1)"  ^"^  i> "    +^F(—  m  +  r,  s,  |)] 

=  (—  1)"  e-^  X>"  Le*  J  ^ (l  —  s,  w  +  1  -  r, 
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und  bei  nochmaliger  Anwendung  von  Formel  53) 

^    l=(-  l)«+-£j-^i)»  [{«+i-«D«  {e+^F  (1— i_r,J)}]. 

Da  r  und  s,  mitliin  auch  1  —  r  und  1  —  S  positive  echte 
Brüche  sind,  so  hat  man  den  Satz;  Das  Integral  der  Differen- 
tialgleichung 

^'^  +  (P  +  a  +  t)l^+P<P  =  0 

läBBt  sich  immer  auf  das  Integral  der  ähnlicli  geformten 
Bifferentialgleiehung 

{fps  +  ü'.  +  «i  +  4)^  +  j'.9.  =  o  ; 

zurückführen,  worin  Pi  und  gi  positive  echte  Brüche 
sind. 


Integration  unter  speciellen  Voraussetzungen. 

Die  Integration  der  Gleichung  45)  ist  sehr  leicht,  wenn  ent- 
weder i?  oder  ([  vei'sch windet.    Für  ^  =  0  hat  man  nämlich ,  wenn 

^  mit  q>'  bezeichnet  wird, 
und  daraus  findet  sich 

58)  9=0  Ji-ie-Ui  +  Ci. 

Wenn  3  =  0  ist,  vertauscht  man  p  und  q  gegen  einander,  d.  h. 
man  integrirt  die  Gleichung  47)  und  erhält  nachher 

69)  9  ==       [o  Ji-Pe^^dl  4-  Cij. 

Unter  welchen  Umständen  p  oder  q  verschwinden,  sieht  man 
leicht  aus  den  früher  angegebenen  Werihen  dieser  Oonstanten,  und 
daher  möge  nur  für  den  allgemeinen  Fall  ((/,  b  auf  S.  .  522)  eine 
Bemerkung  feigen.  Nach  Formel  44)  wird  =  0 ,  wenn  =  0, 
d.  h.  wenn 

60)  «2^2  4-  aiA  +  öo  =  0, 
und  da  A  durch  die  Gleichung 

61)  h^li  H-  ö|A  -h  6ö  =  0 
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beßtimmt  war ,  so  kann  das  VeraohwiDden  von  p  nur  eintreten ,  so- 
bald beide  qnadratisebe  Gleichungen  eine  gemeinschaftUche  Wurzel 
A  besitzen,  wozu  die  Bedingung 

62)  (oo&i  — Oi&o)  {(hh  —  (hh)  =  («oba  —  «jW 

gehört,  und  wenn  für  k  diese  gemeinBchaftliche  Wurzel  genom- 
men wird.  Damit  kommt  man  auf  den  S.  r)14  erörterten  Fall  zu- 
rück.   Es  verscliwindet  ferner  </  unter  der  Bedingung 

welche  nach  Substitution  derWerthe  Yon^,iXi,0es,j3i,/3|  übergeht  in 

63)  (fli**-a,W(2M+l>i)-(«>4)»(ö»A«-faiA-|-ao)  =  0.  • 
I)nroh  Elimination  von  X  ans  61)  und  63)  gelangt  man  wieder 

zur  Bedingungsgleichung  62);  es  ist  daher  wiederum  erforderlieh, 

dass  die  Gleichungen  60)  und  Gl)  eine  gciiK  in. schalt  liehe  Wurzel  Aj 
besitzen,  nur  darf  man  nicht  diese  für  k  nelinien  und  muss  folglich 
die  andere  Wurzel  der  Bestimmungsgleichung  Gl)  für  k  setzen.  In 
der  Xhat  überzeugt  man  sich  a  j^osteriori  sehr  leicht,  dass  der  Werth 

die  Gleichung  63)  befriedigt. 

Wir  betrachten  nun  den  etwas  allgemeineren  Fall,  wo  eine  der 
Grössen  p  und  q  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Bei  ganzen  positiven 
p  z=  m  erhfilt  man  mittelst  der  Formeln  52)  und  5S) 

dies  ist  aber  nur  ein  partioolArea  Integral,  und  daher  bedarf  die 
Methode  einer  kleinen  Modifieation.  Denken  wir  uns  (p  —  F  (ni,  |) 

als  wten  Difforentialquotienten  einer  anderen  Unbekannten  w  und 
Bubstituiren  demgemäss 

rf"*  CD 

in  die  Gleichung 

6*)  ^1^  +  ^'"  +  ^  +  ^^'^  +  ""f  = 

so  gelangen  wir  zu  der  neuen  Differentialgleichung 

f  i>«+»©  -I-  (w  -f  g     J)D«»+»4D  +  mD"»«»  r=  0, 

welche  übereinkommt  mit 

2>»«  [ J  I>2 c  _j_     _|_  I)  2)o]  =c  0. 

Dieser  Gleichung  genügt  ein  m,  für  welches 
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wird  oder,  weil  D(ü  =  a'  ist, 

Nach  einem  sehr  bekannten  Verfahrea  find^  nym  als  Integral 
dieser  Differentialgleichung 

und  wegen  (p  =  =  D^'^'^ear  hat  man  sohliesslich 

•66)    g>  =  CD«-»  j^i"-««-« y  {«-^e+Sd{j  +  CiD^^  U"««"^] 

als  vollständiges  Integral  von  Nro.  04). 

Bei  positiven  ([  und  |  lässt  sich  dieser  Ausdruck  in  eine  andere 
Form  bringen,  bei  welcher  die  angedeuteten  Differentiationen  aus- 
führbar werden.   Es  ist  nämlich 

0 

mithin  durcli  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  bei  Aeuderung  der 
Coostauten  Ci 

0  0  ' 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  i  =  £  (1  —  u)  und  erhalten 
2)«-ij^J-«e~^ J  ^ff-ie+<d*J  =  i)"»-> (1—1*)«-» 

0  0 

1 

=  (—1)"-»     »«-^1  .-»)»-*.«"*"  du; 

0 

im  sweiten  Integrale  ist 

00  »  OB 

0  « 


00 
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mithin  ergiebt  sich,  wenn  der  Factor  (—  l)«-'  iu  die  willkührlichen 
Constanten  eingerechnet  wird, 
i 

66)  q>  =  Ci  Ju^-^{l--uyi-^e-^Ulsi-{'Qie~^  f  (1 du. 

0        ■  y 

Ist  zweitens  q  öae  gimze  Zahl  ==  -|-  n,  mithin  die  gegehene. 
Differentialgleichung.  * 

67)  i^^  +  (p  +  n  +  i)^.+pg>  =  0. 

80  vertauscht  man  zuerst  p  und  q  gegeneinander  wie  in  Nro.  47) 
und  integrirt  die  Gleichung- 

auf  dieselBe*  Weise  wie  vorhin  die  Grlei^nng  64);  dies  gieht 

Wegen  li  =  —  |  und  -vermöge  Fomel  46)  folgt  hieraus  bei 
Aenderung  der  Constanten 

Bei  positiven  2^  ^^'-^  I  lässt  sicli  dieser  Ausdruck  auf  ähnliche 
Weise  umwandeln,  wie  es  vorhin  mit  dem  unter  Xro.  65)  angegebe- 
nen Werthe  von  ip  geschehen  ist.   Man  hat  nämlich  einerseits 

und  mit  Hülfe  der  Substitution  tc  ==  £r 

0  • 

andererseits  ist 


1 


0  1 


1  » 


Schlömilch,  Aualysis.  II.  34 
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nach  Substitution  dioser  Wertlio  in  Nro.  68)  werden  die' angedeute- 
ten Differeutiatioueu  ausführbar  und  mau  erhält 

1  a> 
0  0 

Auch  in  dem  Falle,  wo  p  odier  q  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
k^^en  tiuiUehe  Methoden  angewendet  werden,'  doch  wollen  wir 
uns  bei  diesen  Details  nicht  aufhalten. 

Allgemeine  Integration. 

Durch  die  -Formeln  66)  und  69)  wird  man  auf  die  Vermuihung 
geführt,  dass  der  "Werth  Ton  '9,  wenigstens  in  manchen.  F&Uen,  aus 
zwei  bestimmten  Integralen  zusammengesetzt  ist,  in  welchen  die 

unabhängige  Variabele  (|)  der  Differentialgleichung  die  Rolle  einer 
Cüustanten  spielt.    Dies  bedarf  einer  genaueren  Untersuchung. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  erstens  den  Ausdruck 

1 

70)  .af=  Ju^^  {l-^nky-^e-^^diL 

0 

Durch  zweimalige  Differentiation  in  Beziehung  auf  |  eriialten  wir . 

-^|-  =  —  J  Uf  (1  —  w)9-^e-«"^M,  • 
1 

0 

und  es  ist  daher 

•  .  . 


= 0(1— w)— (1— w)fl~»  e-^'*du—i J tti'(l--fi)*c-*»di*. 

Wendet  man  auf  das  zweite  Integral  die  theilweise  Integration 
auy  so  hat  man  weiter  ' 

=  — f*p(l— w)4e-^«  -H     [|»(l-«)~fli*]ttPT-i(i— f*)«-»e-««d«; 
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vorausgeßctzt  uun,  dass  })  und  q  glcichzoitig  positiv  und  von  Null 
verschieden  sind ,  verschwindet  up  (1  —  u)i  sowohl  fBr  4«  =  1  als 
für  M  ==  0,  und  es  ist  daher 

1        "  1  " 

ij  u^{l  —w)*  fif-l"  du  = y O  (1-rw)  —  ätt]       (1— c-^-  dte. 

NMh  Eänföhrung  dieses  Werthes  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gloichunpf  71)  auf  Null,  und  man  ersieht  hieraus,  dass  M  ein 
pai'ticulitres  Integral  der  Gleichung 

darstellt«  Uebrigens  kann  dasselbe  leicht  in  eine  nach  Potenzen  won 
£  forta^ireitende  Heihe  verwandelt  werden,  ^an  brau<M  zn  Lesern 
Zwecke  nnr  e~^*  durch  die  bekannte  Reihi  zu  ertetzen  und  die  ein* 
zehien  Glieder- zu  inte^riren;  för     -f-  g  =  s  erhält  man 

72)  M  ^ 

•  L     «  .lTs(s+JL)  1.2     s(s-|-l)(s+2)  1.2.3  ^  J* 

Wir  lietrachten  zweitens  den  Ausdruck 

73)  N=.  f(l-\-  u)P-'  du. 

Durch  eine  der  vorigen  sehr  ahnliche  Bechnung  ergiebt  sich  die 
Gleiohnng 


[pu  +  ^  (1  +  «)1  (1  +  w)'-»      c-5a+«)  <j„ 


0 
0 

wobei  das  zweite  Integtal  mittelst  theilweiaer  Integration  folgender- 

maassen  umgestaltet  werden  kann: 

{ J (1  +«)l'«ffö-«(H»)dw 
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Ist  nun  q  positiv  und  ^  positiv  oder  oiiie  coni])l(;xe  Zahl  mit  po- 
sitivem reellen  BeBtandtheile,   so  verschwinclet  sowohl 

f ür  «  =  0  als  f ür    =  od^  und  daher  bleibt  ^  « 

1  ^ 


1 


=  /  [pu  +       +  Ii)]  (1  4-  w)^*^«^'^-*"**'^^»;. 

nacli  Substitution  dieses  Ausdrucks  redueirt  t;ich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  74)  auf  Null,  und  folglicli  ist  iV  gleichfalls  ein  parti- 
elleres Integral  der  besprocheneu  Diüerentialgleichung.  . 

)>a8  mit  N  beaeiilniete  Integral  Iftsst  si<^  nicht  anmÜlftlb^r  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  Yon  t  fortschreitende  B«he  verwan- 
deln, wohl  aber  kann  es  IHcht  in  eine  sogenannte  halbeonyergentc 
Reihe  nmgesetst  werden,  und  es  liegt  hierin  keine  Gefaln:,  wenn 
man. den  Rest  dieser  Reihe  ansiigeben  weiss.  Naflih  dem  binomischen 
Satze  ist  nämlich  allgemein,  wenn  d"  einen  poflittTOn  echten  Bruch 
bezeichnet, 

(1  =  1  +  ^  ^  +  iP'l)(P-2)  ^,  +  


  (|>-l)(j>-2).,..(p-^ii-l) 

^  1.2  («— 1) 

(l?-l)(j?--2)...(p-n)  •  u" 

1.2  n  '  (1-|-#m)"+i-p  * 

substituirt  man  dies  in  Nro.  73),  so  kann  man  die  n  ersten  Glieder 
leicht  integriren  und  hat  dann  noch  den  Rest 

(|,-,l)(p-2)...(p-n)  r     u^-^-"^         .  ' 
1.2  n         J  dw)«+i-p 

hinzuzufügen.  Der  Werth  des  hierin  Torkommenden  Integrales  ist 
positiv  und  zugleich ,  wenn  »  p  —  1  genommen  wird,  kleiner 
als  der  Werth  von 


0  * 

er  kann  daher  mit  9  +  w)  1^*^""  bezeichnet  werden,  wo  Q 
zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  zusam- 
men erhftlt  man  ohne  MOhe 


Digitized  by  Google 


■ 


^       ^  zweiter  Orduuiig^  -  •  533 

'      *         '     ,  (P— i)...(i)-n-i)gfa-f  i)...(g4-t^-*2) 

^    ■'        ■  1.2...(n-l)S-i  ■ 
/       ,  .    .      ,  •  (p— 1) . . .  (s-n)  g  (g  4- 1) . . « (g+n- 1)1 

'^^  1,2. ..!»{• 

^¥ie  man  ^eht,  betrügt  der  Rest  der  Reihe,  sobald  letztere 
•  Zeichen Wechsel  erhalten  hat,  immer  einen  aliquoten  Theil  desjenigen 
Terms,  der  bei  weiterer  Fortsetzung  folgen  würde.      Hiermit  ist 
gleichzeitig  der  Beweis  ge^efert,  dass  N  immer  einen  bestimmten 
angebbaren  Werth  besi^t.  % 

Kaoh^m  man  awei^particnlftre  Integnile  der  zu  mtegrirenden 
DifßvMtialgleichung  kennen  gelernt  }^  yon  welchen  das^erBie  für 
p  >  0  and  g  >  0^  das  zweite  für  g  >  0  und  |  >  0  gilt,  ist  es  sehr 
leicht,  unter  aUen'  Umständen  das  allgemeine  Integral  anzugeben. 

Wir  müssen  dabei  auf  folgende  vier  Fälle  eingehen. 

a.  Bei  positiven  p  und  g  sind  beide  particulär^  Integrale 
brauehbar,  wOfem  |,  oder  sein  reisller  Sestandth^»  positiT  ist;  man 
hat  daher  für  £  >  0 

1  ' 

76)   ^  =  CiJ*uP-^  (l-'U)'i^U-^''du 


Bei  negativa  £  madlTt  loan  von  der  Formel 

y(p,g,l)  =  e-«F(g,p,-S) 

Gebrauch,  wo  nun  —  ^  positiv  ist;  indem  mau  F  (g»p|  — {)  nach 
Kro.  76)  bildet,  erhält  mau  zunächst 

0  0 

oder  auoh,  wenn  maa  im  ersten  Integrale  I  —  f»- an  die  Stelle  von 
u  treten  l&sst, 

77)  (p:^CiJ uP-^il—ujv-^e-^du  +  C^Jup  '  (l  +  w)?-!^^« t?M. 
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h,  •  Der  I>VU1  gleicbzeitig  n^gßl&ver  p  und  g  uA  müßtUi  der 
Formel  .    '  . 

leicht  aul  den  vorigen  Fall  zurückzuführen  und  man  hat  dann 
F  (1 — 1  — p,  I)  iiach  Nro.  76)  oder  nach  Nro.  77)  zu  bilden,  in- 
dem man  p  duroii  1  —     und  ^  durch  1  —  |>  ersetzt.    Dies  giebt 

'  fiUf  positive  | ;  ^      •        .  • 

1  •  ,  *  . 

f =|i-i»-'' rc',y(i— e-«» du 

0  • 

dagegen  liu*  uegaüve  £ : 

79)  9  =  [^6,y^ (1  — ti)-f«-«e-i«itt 

c.  Wenn  p  positiy,  $  negatiT  kt« ,  so  lerlega  ioan  jp  in  eine 
ganze  positiTo  Zahl  m  und  den  positiven  echten  Bruch  r;  man  hat 
dann  nach  Formel  52) 

g)  =  F  (m  +  r,  ä,  i)  =  i>  -  F  (r.  ä,  ö. 

und  nach  Nro.  50) 

80)  9,  =  D-  li^-r-^ F  (1  -r,  1  - fl,  {)]. 

Hier  sind  1  —  r  und  1  —  g  gl6idueitig  positiv  uiid  daher  ist 
'bei  positiven  |  einzueetsen: 

i  .   ■  * 

81)  F(l  —  r,  1  —  2,1)  =  a^'J il  —  u)-"i  u-^^  du 

+  Cac-^ (1  -ftt)-''tt-'/c-^»dM, 

0 

und  bei  negativen  | :  ^  ■ 

1 

82)  F  (1  —  r,  I  —  (i,  f)  =  ^^J^~"  (1  —  w)"««'"^«'!*  • 

+         (1  H-  w)-''i«-««^"(iii. 
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d.  Im  Fall  ;)  negativ,  q  pof^itiv  ist,  zerlegt  man  q  m  die  ganw 
positive  Zahl  n  und  den  positiven  (  chten  Bruch  Sj  dies  giebt  uach 
Formel  53) 

und  nach  ^ormel  50)  ^  " 

«3)        .  .  9>  =  fill^^y  (1       1  -jp,  {)], 

wobei  derfaetor  ( —  1)*  weggelagBen  wurde,  weil  er  sich  in,  die  will-. 

kührlichön  Constanten      und  Cq  einrechnen  lässt.    Da  nun  1  —  s 

und  l  —r  p  positiv  sind,  su  gilt  in  der  Formel  83)  bei  positivem  | 

der  Werth: 

84)  s,  1— j)',|)  =  0,  /«-^(l  — 

0 

C^e-^  j  {l  -\- u)-'u~ve-^^  du, 

und  bei  negativem  £: 

1 

85)  J?'  (1  — %  1  — J?,  i)  =  ^^J'^~'  (1  +  ^)"'' 

0 

Die  Formeln  76)  bis  85)  sind  vollkommen  brauchbar,  so  lange 
J  eine  reelle  Grösse  oder  eine  complexe  Variabele  ist,  deren  reeller 
Bestandtheil  nicht  yerschwindet;  sie  verlieren  dagegen  ihre  Allge- 
meingültigkeit bei  rein  imaginären  £.  Aua  den  mit  M  und  N  an- 
gestellten Proberechnungen  geht  nämlich  hervor,  dass  zwar  M  unter 
allen  Umständen  ein  pattienläree  Integral  der  betrachteten  Diö'eren- 
tialgleidumg  danteUt»  dais  hingegen  N  bei  rein  imaginären  £  keinen 
angebbacen  Werth  hat»  weil 

(1  +  oo)i»ooffc~*'^-» 

eine  unbestimmte  Grösse  ist.  Der  Fall  eines  rein  imaginären  |  kann 
ab^r  vorkommen,  nämlich  dann,  wenn  die  Differentialgleichung 

nidit'  von  Hause  aus  gegeben,  *  sondern  durch  Transformation  her- 
geleitet worden  ist  Handelt  es  sich  &.B.  um  die  Differentialgleiehung 
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M  mtteaen  sonächBt  die  unter  0,  a  auf  S.  ^520  erwähnten  fTmwand- 
lungen  Torgenommen'  werden,  imd  dabei  erhält  man 

a,  =  0»  Ih  =  1,  «1  =  0,  /3i  =0,   flfo  = 
A  =  —  6,  f*  =  0,  V  =  —  4 6«,  jp  ==  ff^=  -«4, 


in  der  That  entiH^eht  hier  einem  positiven  x  ein  rmn  imaginftrw  |. 
Unter  diesen  UmBtänden  wird  es  nöthlg,  ganz*  allgemeine  Formeln 
anfirafitellen ,  wobei  man  sieh  aber  auf  die  reducarte  Di£ferenüalglei- . 

chun^  beschränken  kann. 

Wenn  p  und  q  positive  echte  Brüche  sind,  die  wir  mit  r  und  s  , 
besseiohnen  woUen,  so  ist  *  | 

1 

ein  allgemein  richtiges  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

«6)         5^  +  (''  +  «  +  ^)|f +  '■9'  =  ";. 

es  kommt  also  nur  darauf  an,  ein  zweites  particuläres  Integral  zu 
finden.    Nun  führt  aber  die  Substitution  . 

zu  der  neuen  Difforentialgleichang 

« Jg+(3-.-T  +  |)||H.(i-iO«^o, 

in  dieser  sind  \  s  und  1  —  r  wiederum  positive  echte  Brfiche, 
mithin  genügt  ihr  der  Ausdruck  ca  =  /  (1  —  s,  1  —  r,  £)  und  folg-* 
lieh  wird  die  Gleichung  86)  auch  erfüllt -dureh 

9>  =  Ji-'-V(l-s,l— r,|).     .  , 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Ausdruck  verBcfaiec|en  von  /  (r,  8,  £) 
und  stellt  demnach  ein  zweites  partioul&res  Int^gval  von  66)  -dar; 
hieraus  folgt  als  allgemeines  Integral  - 

9  =  C'»/(r,s,i)  +  Cf,Si— l-r,|). 

d.  h. 
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1 


87)    9  =  Cijw^-^il—uy-^e'^^du 


Biese  Formel  bedarf  einer  IModification,  wenn  r  -f-  s  —  1,  denn 
es  werden  dann  beide  Particularintegiiile  einander  gleich  und  sum- 
miren  sich  zu  einem  nur  partieuläreii  Integrale.  Um  diesen  Aus- 
nahmefall zu  erledigen,  setzen  wir  vorläufig  r  -p  s  =  1  —  d  und 
bezeichnen , für  den  Augenblick  die  beiden  in  Nro.ST)  vorkommenden 
particulären  Integrale  mit  q>i  und  9>2»  so  ^«üBs 

'  bei  Aenderung  der  Oonstanten  Iftsst  sich  daför  schreiben 

d.  i.  yermöge  der  Wertbe  von  tpi  und  q)i 
q>=:  C'  J  u*--^  (1  e-«"«!« 

0 

wobei  im  zweiten  particulären  Integrale  (tpj) 

—  r  =  s— .  —  s  =  r  —  l  +  d 
gesetzt  wurde.    Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  d 
ergiebt  sich  unter  der  Bedingung  r      $  =  1 


88)    9  =  C'J  u'  -'i^l  —  uy-U-^^du 


1 

+  c"  y  u'-'  (1 — uy-'  c-*«  /  u w  (1  —  m)]  dw. 

0 

Für  echt  g(>l)rochene  positive  r  und  s  ist  also  das  integral  von 
Nro.  86)  entweder  durch  Nro.  87)  oder  durch  Nro.  88)  bestimmt,  je 
nachdem  r  -f  ^  von  der  Einheit  differirt  oder  nicht;  wir  bezeichnen 
dasselbe  mit  q)  =  F  (r,  £). 

Die  Bednctionsformeln  54)  bis  57)  erledigen  nun  sogleich  alle 
übrigen  Fälle,  wobei  immer  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und 
8  positive  echte  BrClche  bedeuten  mögen;  man  hat  nur  für  F 
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den  vorhin  angegebenen  Werth  oder  den  analog  gebüßten  «Wertk 
von  F  (l—s,  1  —  r,  I)  zu  gubfiMtuiren. 

Für  4io  vorhin  erwähnte  Di^rentialgleichung  ,  • 

■  ist  a.  B.  i 
mithin  nach  Formd  65^  woiwi  fit  =  «  =  l,  rcsssl,  - 

wegen  r  -j-  s  =  1  hat  man  nach  iSro.  88)  -  ' 

J  V«(i-")  /  V»(i-«). 

Substituirt  man  diesen  Ausdruok  in  die  vorige  Gleichung,  so  er- 
h&tt  man  durch  Ansfühnmg  der  angedeuteten  Differentiationen 

Das  Gesammtresultat  dieser  UntorKucliunpron  lässt  sich  in  wenig 
Worte  zusammen  fassen  :  Durch  die  früher  angegebenen  Transfor- 
mationen wird  die  urBprüng]iclie  Diflfereiitiidgleichung  1)  auf  ihre 
einfachste  Form  45)  gebracht;  zufolge  der  Relationen  54)  bis  67) 
dürfen  die  in  der  reducirten  Differentialgleichung  vorkommenden 
Coefficienten  als  positive  echte  Brüche  angesehen  werden;  fftr  diesen 
Fall  liefert  entweder  die  Formel  87)  oder  die  Formel  88)  6a»  n^ge 
allgemeine  Integral,  und  somit  lässt  sich  auch  die  «Ugeqieine  Diffe- 
rentialgleichung unter  allen  Umständen  int^griren 

♦)  Die  Bedactioa  auf  die  Koimalfonii  45) 'IH  y/6n  Weiler  gezeigt  wor- 
den in  Crelle's  Journal  Bd.  51;  die  banptsfiobiiABten  Formeln  aar  Inte- 
gration (namentlich  87  und  88)  hat  Spitzer  in  seinen  „Stadien  thm  die 

Integration  linearer  Dirterentialgleichanffi.n''  (  Wien  1860)  entwickelt,  jedoch 
erscheinen  die  Spitzer'schen  Formeln  deshalb  weniger  übersichtlich  als  die 
oben  angegebenen,  weil  ihr  Urheber  immer  die  allgemeine  Diflferentialglei- 
ohttng  1)  bebandelt,  statt  auf  die  ein&cb^re  Normalform  zarückzugehen. 
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Druckfehler. 


S.     4,  Z.  10  V.  u.  statt       1.  Bq, 

8.    6^Z.  10  V.  n.  statt  08»)*-»  L  (2«)a*-«.  , 

8.    7,  Z.  8  y.  o.  ttatt  ih  a. 

S.     9,  Z.   8     o.  statt  2»  (V^)"**!.  (2Vip)*+*. 

S.  10,  Z.   7  V.  o.  statt  i^"(a:)  1.  JP"(e*).  , 

n+ln+2  n+ln+a. 

S.  16,  Z.  7,  6,a  T^u.  statt  C|,  Cw,  etc.  I.  Cn,  C«,  etc. 

8.  28,  Formel  43)  statt  f{x)  1.  /{«). 

S.  23,  Formel  44)  statt  (p     -}- q)  \.  g)  {t o). 

8.  28,  Z.    12  T.  o.  im  Zä%r  statt  1.2.3...j>  1.  1.2.S..,k. 


8.   80,  Z.  2     o.  statt   0»   1.   Ct . 

S.    49,  Z.  1  V.  u.  statt  Grössen  1.  Grenzen. 
S.    51,  Z.  6  V.  u.  statt  tfj  1.  »ft' 

S.   GO,  Fig.  16  statt  dl.-*.  .  . 

S.  64,  Z.  4..  8,  1  V.  tu  in  den  Exponenten  statt  q  L  2q, 
8.  66^  Z.  6  y.  o.  statt  ^  L  A 

8.  87,  Z.  8  t.  n.  Matt  ^(^)  —  ^^(0  L  ^(ti)  —  JP((;). 

S.   72,  Z.  7  V.  o.  statt  e^'  1.  e^'  =  z. 

S.    78,  Z.  18  V.  o.  statt  2  .  3  Z3     i.  2 .  3  Zg  r. 

S.   81,  Z.  8,  7,  11  V.  o.  itatt  «(n-f-1)  1.  (w-j-l)  (n  +  2). 

S.  100|  Z.  6,  7,  8,  11  T.  0.  statt  dersSubtrahenden  2,  8,  4  etc.  in  den 

ZäUem  1.  8,  4,  5,  etc. 
8.^00,  Z.  14  y.o.statt(u— 2n  +  l)0i— 2«41.(>i— 2n+2)(f»— 2n  +  l). 
8.  108,  Z.  1     o.  statt  y —  L  y=s« 
8.  107,  Z.  10  T.  u.  statt  9>  [z)  1.  ('^)- 

8.  106,  Z.  U  V.     statt  7  |U—  1. 
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s. 

s. 

s. 

s. 

s. 
s. 
s. 

% 

s. 
s. 

s. 

§. 

s. 

s. 

s. 


109,  Z.  2  Y.  u.  statt  sin  v  1.  sin  z.    "  ^ 

110,  Ä.  9  T.     stett  e*^  -         1.  - 
110,  Z.  11  ir.  o.  BtÄtt      -f  «-^  1.      —  «- ^. 

1 18,  Z..  9  V.  IL.  statt  n  —   j        4"  Va« 

123,  z/ö  V.  o.  statt  ^\,^, 

Jf  « 

120,  Z.  6  V.  u.  statt  C  1.  e- 

180,  Z.  11  V.  u.  Btatt  wechselnde  1.  wachsende. 

158,  Z.  4'y.  0.  statt  9>(0  ^  f^il^o^^K 
168,  Z.  2  T.  u.  statt  =  1.  +. 

177,  Z.  10  T.  v.  statt  o  L  o. 

210,  Z.  5  V.  u.  statt  c-**  1.  c»'". 
224,  Z.  12  V.  0.  statt      1.  /A  - 

924»  Z.  14  Y.  o.  statt  JB2114.1  %  1.  £8»  +  i 

• 

233,  Z.  7  V.  u.  statt  —  1.  — ^— 

«      ff— 1 

252,  Z.  7  u.  12     o.  statt  hfi  1. 

255,  Z.  10  V.  o.  statt  — c^*/*--"^'  1.  —  e~(V*-,")* 

256,  Z.  14  und  15  v.  o.  statt  i(4^w)  und  i(6^7i)  1.  J(4n)  und  i(6?f). 

261,  Z.  6  V.  u.  statt  /i  1.  a;.  * 

262,  Z.  3  y.  n.  statt  (1  +  ^»  \  (IH-»)«-  ' 
804,  Z.  9  7.  u.  statt  o  1.  r. 
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